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PRÉFACE. 


I^e  présenl  Volume  a  subi,  comme  le  précédenl,  une  re- 
fonte presque  complète  dans  celle  seconde  édition. 

Nous  avions  émis  au  sujet  des  conditions  où  la  dérivation 
sous  le  signe  J  est  légitime  une  assertion  inexacte.  En  cher- 
chant à  rectifier  cette  erreur,  que  M.  de  la  Vallée-Poussin 
nous  avait  signalée,  nous  nous  sommes  trouvé  conduit  a 
discuter  avec  détail  les  propositions  essentielles  relatives  au\ 
intégrales  définies. 

La  théorie  des  fonctions  elliptiques  a  été  entièrement  re- 
maniée et  considérablement  étendue.  La  supériorité  incon- 
testable des  méthodes  de  M.  Weierstrass  nous  a  décidé  à 
prendre  pour  guide  dans  celte  nouvelle  exposition  les  For- 
nie  In  und  Lehrsdtze  de  M.  Schwartz  et  le  Traitr  des  fonc- 
iians  elliptiques  d'Halphen.  A  côlé  de  ces  Ouvrages  fonda- 
mentaux, nous  devons  citer  comme  nous  ayant  été  parti- 
culièrement utiles  les  Elliplische  Funclionen  de  M.  W  eber 
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et  les  Mémoires  sur  la  transformation,  publiés  par  M.  Kiepert 
clans  les  Mathematische  yinnalen. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  nous  donnons  un  exposé  som- 
maire de  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  emprunté 
principalement  au  Mémoire  classique  de  Kiemann,  aux 
Traités  d^ Analyse  de  M.  Picard  et  de  M.  Laurent  el  à  la 
Théorie  des  fonctions  de  M.  Forsylh. 

C.  Jordan. 
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L'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE. 


SECONDE  PARTIE. 

CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRALES   INDl'lFIMKS. 


I.  —  Intégration  des  fonctions  rationnelles. 

I.  Soîl  y(x)  une  fonction  de  la  variable  indépendanlr  .r, 
laquelle  reste  continue  dans  un  certain  intervalle  AB  si  x  e.sr 
une  variable  réelle  (ou  svnectique  dans  un  certain  domaine  K 
si  X  est  une  variable  complexe). 

\ous  avons  vu  (t.  I,  n***  82  et  200)  qu'il  existe  dans  col  in- 
tervalle (ou  dans  ce  domaine)  une  inGnité  de  fonctions  ad- 
mettant  pour  dérivée /(x)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  poiir 
<lifrérenlielley(a:)  dx.  Ces  fonctions  diflV'rent  les  unes  dos 
autres  d'une  quantité  constante,  qui  peut  otre  choisie  arbi- 
trairement. Nous  les  avons  appelées  les  intégrales  indt'/i- 
niffs  de/'{x)dx  et  nous  sommes  convenu  de  les  rcprésontcr 
par  la  notation  f/(x)dx, 

j.    -  II.  1 


Q  SBCONDB   PARTIE.  —   CHAPITRE 

L'objet  du  présent  Chapitre  est  Fétiide  du  problème  sui- 
vant : 

Une  fonction  f{x)  étant  donnée^  trouver  ses  intégrâtes. 

2.  Nous  avons  déterminé  dans  le  Calcul  diflTérentiel  les 
dérivées  d'un  certain  nombre  de  fonctions  simples.  Nous 
sommes  par  là  en  mesure  d'écrire  immédiatement  les  inté- 
grales de  celles-ci  ;  on  aura,  par  exemple, 

/(.r    -  rr )"»-^* 
( X  —  a)"'  dx   .. h  consl.  si         //i    —  i , 


— ^ —  :—  loff(x  —  a)  4-  consl., 
x  —  a  ®^ 

r   dx 

J  rr^« 


/, 


arc  tang x    -h  consl. , 
d.T 


'i  — x« 


arcsinj:*     -f- consl.. 


^mx ^j.  -         _____         _|_  consl., 


m 


/,  cos/w.r 

sin rnxdx^z —   — -- —    -4- consl., 


m 


r  ,  sinm.2^ 

Icosmxdx^^      -hconst., 

J  rn 


3.  Pour  intégrer  les  difTérentielles  plus  compliquées,  on 
peut  employer  trois  artifices  principaux  : 

1°  Décomposition  en  éléments  simples,   —    On  met  la 
fonction  f{x)  sous  la  forme 

fi,x)  —  cj,{x)  -\-  c,/,(.r)  H-  . . . , 

oïl  Cj,  Cj,  ...  soient  des  constantes,  et/i,/^?  •  •  •  des  fonc- 
tions que  l'on  sache  intégrer.  On  aura  alors 

/ */ ( .î'  )  dx  zzz  Ciffi  {x)dx-^  ^\)f^ ^  *^'  ^  '^-^  "^ 
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*>!'  Intégration  par  parties.  —  Elle  est  fondée  sur  lu  for- 
mule 

qui  ramène  le  calcul  de  Tinlégrale  de  f  (<z*)^'(-z^)  à  celui  dr 
l'intégrale  de  %\x)fj{x)^  laquelle  est  parfois  plus  aiscc*  à 
obtenir. 

3*  Changement  de  variable.  —  Si  Ton  pose 
îl  viendra 

/(•^)=^/[?(r)l»     dx-^^'[i)dt, 

el  la  différentielle  f{x)dx  se  changera  en /[o(/)]y'(/)^//. 
Si  l'on  peut  trouver  l'intégrale  F(/)  de  celle  dernière,  il  suf- 
fira dV  substituer  pour  t  sa  valeur  tirée  de  Féquatiou  (  i) 
pour  obtenir  Fintégrale  de/(x)  dx. 

i.  Intégration  des  fonctions  rationnelles.  —  Soit  a  in- 
tégrer Teipression 


J    ln.r) 


K}\xf{x)  et  F(j:)  sont  des  polynômes  entiers  de  degrt'  tn  et  n 
respectivement. 

Soient  a,  6,  . . .  les  racines  de  Téquation  F(j:)  =  o; 
z,  p,  ...  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs;  on  pourra 
(  l.  1,  n°  ât3)  mettre  la  fraction  donnée  sous  la  forme 

f(x^ 
F(.r)  - 


-t- 


»■  u           -r  Lvi  I  »/                 -t-  . 

•  ■  -^  *"/«-« 

.V  —  a        (x  —  a)* 

..4--     -^''.     .. 

./•  -  //  "^  û-  —  ^  )«        " 

la  partie  entière  Mj''"''"  +  .  .  .  se  réduisant  d^ailleurs  à  xcro 
si  m  <,  n. 


4  SECOKDB  PAETIB.  —    CHAPITRE   I. 

Chacun  des  termes  de  Texpression  ainsi  décomposée  est 
immédiatement  intégrable  ;  et  Ton  aura 


f' 


(r—  '  da:  =z        —     -h  — 

A, 


•,,4-  ,  cix  =z — —     H h... 4-  M,„_„a-  -h  coii>l. 


-h  A,Iog(.r— ûf)- 
-h  B,log(^  —  b) 


B,  B3 

-•     -h, ..H 

•r  —  ft  (1  _;3)(j-—  r/j>  ' 


5.  Si  les  racines  a,  b,  ...  ne  sont  pas  toutes  réelle^, 
Texpression  précédente  de  l'intégrale  sera  compliquée  d'ima- 
<»inaires;  mais  il  est  aisé  de  les  faire  disparaître  si  les  coeffi- 
cients àt  f{x)  et  F(^)  sont  réels. 

En  effet,  soit  par  exemple  a=[JL4-v/  une  des  racines 
imaginaires.  L'équation  F(:r)  =  o  admettra  la  racine  conju- 
guée [A  —  v«  avec  le  même  ordre  de  multiplicité.  Soit  b  cetle 
racine;  on  aura  ^  =  a.  Les  coefficients  Ai,  Aj,  ...  seroiU 
des  quantités  complexes  telles  que  p^  +  q^  «,  pa-^  Ç2h  •  •  •  ? 
et  les  coefficients  B| ,  Bj,  . . .  seront  les  quantités  conjuguées 
/>!  —  qt  iy  P2 —  q^th  •  •  •  •  ^^'^  posé,  on  aura 

A ,  log(d:  —  ^)  ~  (/>i  +  7i 0  log( «^  —  !*  —  "* 0 


et,   comme  x  —  [a  —  v/  a  pour  module  \  (x  —  JJ^)**-!-  '^"  <'l 
pour  argument 


arc  tan  g —  arc 


il  viendra 


A,  log(j?  —  a) 

--(pi-h  qi i)    Logv'U'—  [a)*- 4-~ V-  +  i arc  laiig  ^^^-^  ~  '^  J * 

Effectuons  les  multiplications  et  ajoutons  la  quantité  con- 
juguée Bi  log(x  —  b)]  les  termes  en  i  disparaîtront  et  les 
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termes  réels  seront  doubles:  il  viendra  donc 

A,  log(x  —  rt)  -h  n,  log(,r  —  b) 

»       r                *        «^                               .r  --  ;x        7,1: 
— /^iLog[^,r-    ;xr4-v'j  —  Q^jarctung -- — 

1^  partie  transcendante  de  Tintégrale  peut  donc  se  mettr<' 
sous  forme  réelle  par  l'addition  des  termes  conjugués.  On 
arrivera  évidemment  au  même  résultat  pour  la  partie  ration- 
nelle en  ajoutant  chaque  fraction  à  sa  conjuguée. 

6.  Ajoutons  ensemble  les  fractions  simples  rationnelles 
qui  figurent  dans  Texpression  (a);  nous  obtiendrons,  en 
désignant  par  r  le  nombre  des  racines  distinctes  a,  bj  . .  .^  un 

résultat  de  la  forme  tj-  >  où  le  dénominateur 

P:.-(.r-a)'*-U.r--'b)?-^  ,., 

est  de  degré  a  —  1  -f-  ^  —  1  -|- . . .  z=:  /i  —  r,  et  le  numérateur  M 
(le  degré  n  —  r  —  i  au  plus. 
D*aulre  part,  la  somme  des  termes  logarithmiques 

A,  logfx  -  a)  H-B,log(j:— -  A)  -h.  .  ., 

a  pour  dérivée 

A,  B,  \ 

j'  —  a        w  —  b  <^> 

Q  désignant  le  polynôme  de  degré  r 

C)~(.r      a){.r-b)... 

el  N  un  polynôme  de  degré  r  —  i  au  plus. 

Si  donc  nous  prenons  la  dérivée  de  Téquation  (2),  il 
viendra 

n  désignant  un  polynôme  de  degré  m  —  /i,  qui  existera  seu- 
lement dans  le  cas  où  m^n, 

7.  M.  Hermite  a  fait  cette  remarque   intéressante,  que 
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pour  efiectuer  le  calcul  des  polynômes  II,  M,  N,  P,  Q  it 
n'est  pas  nécessaire  de  résoudre  Téquation  F(x)  =  o. 

En  effet,  II  est  le  quotient  de  la  division  de/(a:)  parF(x). 
D'autre  part,  on  sait,  par  la  théorie  des  racines  égales,  que  V 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  F(x)  et  de  sa  dérivée 
(divisé,  s'il  y  a  lieu,  par  le  coefficient  de  son  premier  terme); 
il  s'obtiendra  donc  par  de  simples  divisions.  Enfin,  si  X  est 
le  coefficient  du  premier  terme  de  F(.r),  on  aura 

K(  .v)  r_.  X(.r  —  «  )«(./•  _  ^  )?  . . .  -_  À  I>0, 
d'où 

Q  s'obtient  donc  également  par  une  divisiou. 

Reste  à  déterminer  MetN  de  maniùi('c  à  satisfaire  à  Téqua- 
tion 

f(.r)  N        /M\'  \        MP— MP' 

i^U^-^"-^Q^(p)="^-Q-^         -1----- 

Multipliant  les  deux  membres  parF(^)-- aPQ,  il  viendra 
/(.i  j  -  n  F(  r  )  :  _  ).  P\  +  IQM-  aM  ^~' . 

Ov  /(x)  —  IIF(a:),  reste  de  la  division  de  /(x)  par  P(x). 
est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  ;  il  en  est  de  même  de 
chacun  des  termes  du  second  membre;  car  le  dernier  terme, 
bien  que  se  présentant  sous  une  apparence  fractionnaire^  esl 
entier;  en  effet,  P'  étant  divisible  par 

{x--a)^-'{x  —  b)?-\.., 

QP'  est  divisible  par  P. 

En  identifiant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente* 
on  obtiendra  un  système  de  n  équations  linéaires  pour  déler- 
miner  les  coefficients  des  polynômes  M,  N;  ceux-ci  sont 
aussi  au  nombre  de  n;  car  M  et  N  sont  respectivement  de 
degrés  n  —  /•  —  i  et  /•  —  i . 

Nous  pouvons  ainsi,  par  des  opérations  toutes  rationnelles, 
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♦lécomposerla  fracllon  "^ — -  en  deux  parlies.  Tune  ^  -t-  (  W  ) 

immédiatement  inlëgrable,  Tautre  ^  dans  laquelle  le  dënomi- 

naienr  n'a  plus  que  des  racines  simples. 

Si  N  est  identiquement  nul,  celte  seconde  partie  disparaît, 
et  l'intégration  est  terminée.  Dans  le  cas  contraire,  la  frac- 
lion  ^  ne  peut  être  intégrée  qu^en  la  décomposant  en  frac- 
lions  simples,  ce  qui  nécessite  la  résolution  de  Téquatioii 

0=0. 

8.  1/inlégratîon  des  fractions  rationnelles  peut  encore  être 
présentée  de  la  manière  suivante. 

Nous  avons  vu  (t.  1,  n**  212)  que  toute  fraction  dont  le 
dénominateur  est  un  produit  de  facteurs  premiers  entre  eux 
peut  être  décomposée  en  une  somme  de  fractions  partielles, 
ayant  respectivement  ces  divers  facteurs  pour  dénominateurs. 

Cela  posé,  soit  ^  la  fraction  considérée,  et  soient  P, ,  Pj, ... 

les  produits  des  facteurs  binômes  x  —  a^  x  —  6.  ...  qui  cor- 
respondent aux  racines  simples,  aux  racines  doubles,  etc. 
<lc  F,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

F:=P,PîPî.... 

On  sait  (t.  1,  n®  210)  que  les  facteurs  P,,  P^,  . . .  peuvent 
être  obtenus  par  des  opérations  rationnelles.  D'ailleurs 
chacun  d'eux  n'a  que  des  racines  simples;  enfin  ils  sont 

premiers  entre  eux;  on  pourra  donc  mettre  ^  sous  la  forme 

(l'une  somme  de  fractions 

M,       M, 

Pi         Pî 

<|u*on  aura  à  traiter  isolément.  Nous  avons  donc  ramené 
la  question  de  l'intégration  au  cas  d'une  fraction 

M_ 

Pï*' 
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OÙ  le  dénominateur  est  une  paîssance  d'un  polynôme  1^ 
n'ayant  que  des  raciues  simples. 

L'intégration  par  parties  va  nous  permettre  de  ramener 
ce  problème  au  cas  où  jjl  =  i .  Supposons  en  effet  jjl  ]>  i . 

Le  polynôme  P  étant  premier  à  sa  dérivée,  on  pourra  dé- 
terminer deux  polynômes  A,  B  tels  que  l'on  ait  AP  -f-  BP'=  i . 
On  aura  donc 


M 

M(  AP-f-BP) 

A  M         BMP' 

l'V^ 

l>> 

~  pix-i    1       l>.x 

P'                   .11 
Or  -rr-  est  la  dérivée  de ,,.,    ,  :  on  aura  donc,  d'ann-^ 

la  formule  do  T  intégral  ion  par  parties 

el,  par  suite,  en  posant  pour  abréger 

AM~ 

BM 


(BMV 

I  -  a  "      " 


M 
pji 


el  en  intégrant 


J  i"' 


<u- 


(I  —  ;x)l'l*- 


v3n  a  ainsi  ramené  le  calcul  de  l'intégrale  cherchée  à  celui 
d'une  intégrale  analogue  où  l'exposant  de  P  est  réduit  d'uiit* 
unité.  En  changeant  jjl  en  |jl  —  i  et  M  en  M,  dans  cette  for- 
mule, on  trouvera  de  même,  en  posant 


AM, 


J  \'^-' 


dx  : 


(2 


2  —  Jl 


M, 


Pli-Î 


~  da-, 


et  ainsi  de  suite,  jiisqu^à  ce  que  l'exposant  de  P  soit  réduit  à 
l'unité,  auquel  cas  on  devra  recourir  à  la  décomposition  en 
éléments  simples,  qui  donnera   la  partie  logarithmique  de 


Fintcgrale. 
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9.  Proposons-nous,  comme  exemple,  d'inlégrer  Texpres- 

îon 


Il  sera  utile  de  commcocer  par  un  changement  de  variables, 

en  posant 

j-  —  X  H-  3  /,         d'où         (Lv  =  3  (U, 

On  en  déduit 

/'  f(jr)cl.r  _    r^'-'-V- 


r(jr)ci.r  _    /'?»--«*/(«-+- fin  ^^^ 


Séparant  dans  le  numérateur  les  termes  de  degré  pair  dr 
ceux  de  degré  impair,  on  pourra  le  mettre  sous  la  forme 

L'intégrale  cherchée  sera  donc  la  somme  des  deux  siii- 
\anles 

Pour  intégrer  cette  dernière,  posons 

l  -t-  l'~-  u,  d'où  2ldtzr:  ciu^ 

«*ll'^  deviendra 


j 


liV- 


dette  expression  se  décompose  eu  une  somme  de  termes 
4ont  chacun,  étant  le  produit  d^une  constante  par  une  puis- 
s:mcc  de  Uj  est  immédiatement  intégrable. 

Passons  à  Tintégrale 

J  (*r-h /=)!*' 

I*05ant  i  -i-  1-:=  hj  \l  viendra 


{i-t-t')V-  hv-  "  liV-        hv- 


^Tp^-^âp^ï-^   ••*^" 


a  a, 


(H-^«)î*        (i4-^«jl*-i 
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OÙ  le  dénominateur  est  une  puissance  d'un  polynôme  V 
n'ayant  que  des  racines  simples. 

L^intégration  par  parties  va  nous  permettre  de  ramener 
ce  problème  au  cas  où  ijl  =  i .  Supposons  en  effet  [x  ]>  i . 

Le  polynôme  P  étant  premier  à  sa  dérivée,  on  pourra  dé- 
terminer deux  polynômes  A,  B  tels  que  l'on  ail  AP  -[-  BP'=  i . 
On  aura  donc 


M 


P> 


A  M 


^1*  TTT  est  la  dérivée  de  — 
l'I*  1 


p       ;  on  aura  donc,  d'iiprr> 


la  formule  do  rinléj^ralion  par  parties 
el,  par  suite,  en  posant  pour  abréger 


(BM)' 


ÎX)P 


Pli 


(I 


el  vn  intégrant 


jjr^^f- 


(BMV 

J  -   ;x 
BM 

-;x)Pl^- 


Ml 

ptiT-i  ' 


/p^V'.^ 


\)n  a  ainsi  ramené  le  calcul  de  Finlégrale  cherchée  à  celui 
d'une  intégrale  analogue  où  Pexposant  de  P  est  réduit  d'une 
unité.  En  changeant  jjl  en  [x  —  i  et  M  en  M,  dans  cette  for- 
mule, on  trouvera  de  même,  en  posant 

(BM.y 


A  AI, 


-M., 


/•  M,     ,    _  BM,  I 


M, 


PI* 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  Pexposant  de  P  soit  réduit  à 
l'unité,  auquel  cas  on  devra  recourir  à  la  décomposition  en 
éléments  simples,  qui  donnera  la  partie  logarithmique  de 


rintégrale. 
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9.  ProposoDS-nous,  comme  exemple,  d^intëgrer  l'exprès- 

si  on 


Il  sera  utile  de  commeocer  par  un  changement  de  variables. 

«n  posant 

j-  =  a  -h  3  /,  d'où         //,!•  —  'i  (il. 

On  en  déduil 


^  "'■ 


Séparant  dans  le  numérateur  les  termes  de  degré  pair  de 
ceux  (le  degré  impair,  on  pourra  le  mettre  sous  la  forme 

L'intégrale  cherchée  sera  donc  la  somme  des  deux  sui- 
vantes 

i'-?i^D  fit    ff^jji)jjif 

J  il^t')^'    '      J    {l-r-t*)\^^ 

Pour  intégrer  celte  dernière,  posons 

I  -T-  /*  -  -  M,         d'oîi         a  t  clt  -~  du^ 
ell'»  deviendra 


^lelte  expression  se  décompose  en  une  somme  de  termes 
<lont  chacun,  étant  le  produit  d'une  constante  par  une  puis- 
sance de  u^  est  immédiatement  intégrable. 

Passons  à  l'intégrale 

^o{t^)dt 


fi 


Posant  14-/2^  /^^  \\  viendra 

{rn^  —  *"    j^     "''  ^  "^  ÂH-~ï  -^  •  •  •  -+- 

a  ^1  ^ 
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n  étant  lin  polynôme  en  /,  qui  s^intègrc  Immédiatement. 
L'inlégralc  des  autres  termes  sera 

si  l'on  pose  pour  abréger 


h 


Appliquons  à  celte  intégrale  la  formule  de  réduction  du 
numéro  précédent.  On  a  icî 

M  =  I ,         V  —  \-\-tK 

(le  dernier  polynôme  est  lié  à  sa  dérivée  P'=  2^  par  la  rela- 
lion  P— I^fL^i. 
On  aura  donc 

et,  par  suite, 

I  —  ;x  a(i  —  ;a)        îîjx—  2 

d'où 

I  ^  '^  î^  ~      ^^  T 

î^'"  r2|X"  2)0"-+-"'/:»]iî^  "^  â^jL^^  ^"'' 

Par  cette  formule  de  réduction,  on  ramènera  successive- 
ment le  calcul  de  toutes  ces  intégrales  à  celui  de  la  pre- 
mière 

l,  rz:  / —-  rr=  grctang^ 

10.  On  peut  souvent  simplifier  notablement  Tintégralion 
des  fractions  rationnelles  par  un  changement  de  variable. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  pj—r  à  intégrer 
puisse  se  mettre  sous  la  forme 

m  étant  un  entier  quelconque. 


l?CTÊGtALES   IXDÉPIXIES.  I  I 

Si  nous  posons  x'"  —  /,  d'où  mx'^'^dx    ~  <lt^  on  aura 

L*inlégrale  cherchée  se  trouve  donc  ramenée  à  rintégralo 
plus  simple  jo{t)di. 

Kuremple,  —  Soîl  à  intégrer  Texpresslon .    ,-  — • 

Colle  ex|)ression  peut  s'écrire 

.r"*{u  T-  0.r"'  )  m  lia  -T-  ùl) 

Sou  intégrale  sera 

I 


a  m 

I 
a  m 


-[log/  -    loj;(rtr  -h  ht)\  -î-  const. 
(  log-r"'    -  log(rt  -h  h.r'"  )|  -h  const. 


Le  cas  qui  se  présente  le  plus  souvent  est  celui  où  la  fonc- 
tion  *l(x)  k  intégrer  est  une  fonction  impaire. 

Lorsque  cela  aura  lieu,  il  est  clair  que  ^ — -  sera  une  fonr- 

lion  paire,  laquelle  ne  dépendra,  par  conséquent,  que  de  .r-. 
On  aura  donc 

'f  Ton  pourra  appliquer  la  simplification  précédente  (m  «''lani 
"«i  égal  à  2). 

11.  Signalons  encore  le  cas,  assez  fréquent  dans  les  appli- 
>'aiions,  où  le  numérateur /(^)  de  la  fonction  à  intégrer  ne* 
«liflere  de  la  dérivée  du  dénominateur  que  par  un  facteur 
(onslant  a.  On  aura  immédiatement 

J  h(x)  J     F(x)  ^    ^     ^ 
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II.  —  Intégration  des  différentielles  algébriques. 

12.  Considérons  Vintégralc  ahéliennc 

oii  y*  désigne  une  fraction  rationnelle  de  x  et  de  )'\  celle 
dernière  qaanlité  étant  elle-même  une  fonction  algébrique, 
définie  par  une  équation 

Si  la  courbe  caractérisée  par  cette  équation  est  unicursaie, 
on  pourra  exprimer  x  et  y  rationnellement  au  moyen  d'une 
nouvelle  variable  /.  Soit 

d'où 

Prenant  t  pour  nouvelle  variable,  l'intégrale  deviendra 

//l.?(0,'MO]?'(0^^ 

et  se  déterminera  sans  difficulté,  la  fonction  sous  le  signe  / 
élant  devenue  rationnelle. 

13.  Exemples.  —  1.  Supposons  que  y  soit  défini  par 
l'équation 

-h  ay'"-^  -r-  bxy"-"-  H- ...  -h  /.\r'"-'  ==  o. 

Posons ^' =  ^j;;  l'équation,  débarrassée  du  facteur  com- 
mun a:'"~*.  donnera 

'^  ~  ""  À  t*"  -h  B  ^"»-*  -H .  7.  -i^L  ' 
d^oii 
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On  pourra  donc  intégrer  ton  le  expression  de  la  forme 

II.  II.  Considérons  Kintégraie 

r  [/  mjT  -^  nY    i   mx-^n  J*     /    mx-t-n  /  I    . 

./  "^  L\"*  ^'  -+-  '*  /        \n%'x  -H  n'  '       ^  m' a-  4-  n  ;  I 

•)ii  m^  /?,  m\  n!  sonl  des  conslanles,  a,  b^c,  ...  des  nombres 
coiumensu râbles,  el/une  fonction  rationnelb*.  Soit  a  le  plus 
petit  multiple  des  dénominateur.^  de  a,  b^  r,  ....  On  posera 


m  X  -r-  n 

«l'on 

n' l^~  n  ,  luti'       nm'        .    .    , 

^  ~ r^ii — -  »        flx  -      ,  ,^    -—  .  ;j^''^~'  (^f- 

m  tV- —  m  I  m' i^---  m  )- 

Substituant,  l'intégrale  devient 

où  tout  est  rationnel,  ;jl,  jJLa,  ^b^  [xr.   .  .  .   élaiit  des  entiers. 

13.  lli.  Différentielle  binôme,  —  On  donne  re  nom  à 

l'expression 

^'"(rt   r-  bx'^)f*dxy 

^^iifiij  /i,  p  sont  des  nombres  commcnsurables  et  </,  h  drs 
«onsiantes  diffère  ni  es  de  zéro. 

l^OSODS 

bx''—rtCy 

«l'uù 

Siibsliuiant  ces  expressions,  et  posant  pour  abréger 

m  -h  I 

~- 1  ~7, 
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la  (lifTérenlielle  sera  transformée,  à  un  facteur  constaut  pris, 
clans  la  suivante 

qui  ne  dépend  plus  que  des  deux  paramètres  p  et  q. 

Cette  nouvelle  différentielle  peut  être  rendue  rationnelle, 
d'après  le  numéro  précédent,  dans  les  trois  cas  suivants  : 

I®  Si  ^  est  entier; 

Si'*  Si  q  est  entier; 

3®  Si/>  -H  y  est  entier. 

En  effet,  dans  ces  diverses  hypothèses,  t^{i  4-  t)P  sera  res- 
pectivement le  produit  d^une  fonction  rationnelle  de  /  par 
une  puissance  fractionnaire  de  Tune  des  trois  quantités  /. 
I  _u /j  —  — ,  toutes  comprises  dans  la  forme  générale 

mt  -+-  n 
m' t-^  n'' 

En  dehors  de  ces  trois  cas  d'intégrabilité,  la  différentielle 
binôme  ne  peut  être  rendue  rationnelle,  et  son  intégrale 

représentera  une  transcendante  nouvelle. 

16.  La  décomposition  en  éléments  simples  et  l'intégra- 
tion par  parties  fournissent  aisément  des  relations  entre  ci  > 
intégrales. 

I^n  edet)  on  a  tout  d'abord 

Intégrant,  d^autre  part,  l'identité 

[^^+»(i  -h  t)Py={q  4-  i)^'?(f  4-  t)P  +  pVf^'{\  -^  /  )''-', 
il  vient 

(2)  {q  -+-  l)\pq-\-plp.Ug^,=Zt1^\l  4-  t)P. 

Eliminons  \p_\^q^i  entre  les  équations  (i)  et  ('î),  il  vioni 

i'V)  ip  -^  q  ^  D^pq-  p\p^x,q—  t^^Hi  -^  ty* 
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et,  en  changeanl  p  enp  -r-x^, 

Éiimmons,  au  contraire,  Ipg  et  changeons  p  en  />   t-  i  ;  il 

viendra 

el,  en  changeant  ^r  en  ^  —  i , 

(6)  qip,q-i^{p  -^  q  '^\)\p.i    -  f'K^  -  ty. 

Os  formules  permettent  de  ramener  la  recherche  de  Tin- 
tégrale  I^ç  à  celle  d^une  intégrale  de  même  forme  1^^-,  où 
p\  (f  soient  ^  o,  mais  ^  —  i . 

Eneflet,  si  />  <  —  i,  la  formule  (4)  ramènera  le  calcul dr 
\p^  ù  celui  de  \p^%^^\  répétant  cette  réduction,  on  finira  par 
arriver  à  une  intégrale  où  le  premier  indice  est  ^ —  i. 

Sigr< — I,  laformule(5)  ramènera  de  même  \p^^  *I^,ç+i  î 
réitérant  cette  réduction,  on  arrivera  à  une  intégrale  où  \v 
second  indice  est  > —  i . 

On  est  ainsi  ramené  aux  intégrales  I^^,  où  /?  >  —  i ,  y  ^  —  i . 
Dans  cette  hvpothèse,  si  Tun  des  indices  p  o\x  q  est  positif 
p-^q^i  ne  sera  pas  nul,  el  Ton  pourra,  au  moyen  de  la 
formule  (3)  ou  de  la  formule  (6),  rabaisser  d^une  unité,  el 
répéter  cette  opération  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  nul  ou  né- 
gatif, mais  >  —  I . 

Supposons  donc  que  p  ei  q  soient  tous  deux  ^o,  mai;> 
~  — I.  Si /?  =  o,  mais  ^  >•  —  i,  la  formule  (S),  qui  se  rcdiiil  à 

donnera  l'intégrale  cherchée.  De  même,  si  p  ]^ i ,  ^  =  o, 

liniégrale  sera  donnée  par  la  formule  (()j,  qui  se  réduit  ù 

Enfin,  si  Tun  des  indices  p  et  q^  ou  tous  les  deux,  sont 
égaux  à  — 1,  on  se  trouvera  dans  un  cas  d'intégrabilité. 
'Hais  les  formules  de  réduction  seront  impuissantes  cl,  pour 
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calculer  l'intégrale,  il  faudra  recourir  à  un  chaDgemcnl  de 
variable  qui  rende  la  difTërenliclle  rationnelle.  La  réduction 
opérée  n^en  aura  pas  moins  été  fort  utile,  en  simplifianl 
l'expression  de  la  différentielle  sur  laquelle  on  doit  opérer. 

17.   IV.  Soit  proposée  Tintégrale 
où /est  une  fonction  rationnelle,  et  où  y  représente  le  radical 


Considérons  la  conique 


et  soient  [x  et  v  =  y'AijL-4- aBjx -f- C  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe.  Par  ce  point,  faisons 
passer  un  faisceau  de  droites  définies  par  Téquation 

y  --  V  —  /(.r  —  jU). 

(Chacune  de  ces  droites  rencontrera  la  conique  en  un  seul 
autre  point,  dont  les  coordonnées  seront  exprimables  eu 
fonction  rationnelle  de  la  nouvelle  variable  t. 

Pour  déterminer  ces  coordonnées,  nous  aurons  les  équa- 
lions 

y*'--  \x«-+-2Ba7-+-  C. 
Éliminant  y,  il  vient 

{t{x  -;x)-hv]^T-\.r»-i-9.Ha-hC. 

En  cflfectuant  les  calculs  et  remplaçant  v'^  par  sa  valeur 
Aa--i-  B;x  -h  C,  il  viendra 

C-(x—  !x)--h  'l^t{x—  jx)  =  Aj^-*-h  2B.r  —  A;jl-—  2Ba, 

et,  en  supprimant  le  facteur  commun  x  —  ix, 

^*(j:—  jjl)  -r  2vf  =  A(or  -h  ;x)  4-  2B. 
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On  en  déduil 

f/x  n'en  déduira  par  différenlialion  et  j'  par  l'équation 

:^'=z/(x  — fx)-+-v. 

(^es  valeurs,  substituées  dans  la  difTérenliclle  proposée, 
la  rendront  rationnelle. 

18.  Le  point  ([it-^v)  pouvant  être  pris  arbitrairement  sur  hi 
«  unique,  la  transformation  peut  être  variée  d*une  infinité  de 
manières. 

1"  Choisissons,  par  exemple,  Tun  des  points  où  la  courbe 
«  oupe  Taxe  des  x.  On  aura  v  --  o,  et  la  nouvelle  variable  / 
>f'ra  donnée  par  la  formule 

V    -:/(.r   -:x), 

<>ii  ;x  désigne  Tune  des  racines  de  Téquation 

Aa'-h  jB-r-h  C~o. 

V  Choisissons  Tun  des  points  où  elle  coupe  Taxe  des  r. 
Od  aura  jjl  =rr  o,  v  r^  v^C,  le  radical  pouvant  être  pris  avec  le 
^i^ne  qu*on  voudra,  et  la  formule  de  transformation  sera 

r  —  v^  ~  ^^^ 

y  On  pouirait  encore  couper  la  conique  par  un  faisceau 

•le  droites 

j'  — xy/A-h/, 

parallèles  à  l'une  de  ses  asymptotes.   On  aura,  dans  ce  cas, 
pour  déterminer  Tabscisse  du  point  d*intersection,  l'équation 

Aa.»_H  2B.r  -h  C  .r:y^=:(jr\/X  4-  /)*• 

il' où 

2B.r-i-  C—  a^^v^^^^-^-  ^*j 

2B  2^V  ^ 
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Le  signe  de  y/A  peut  être  choisi  à  volonté  clans  celle  for- 
mule. 

19.  Il  est  en  général,  avantageux,  avant  de  rendre  raliuii- 
nelle  la  différentielle 

de  la  simplifier  par  une  substitution  de  la  forme 
.r  r=  m  -h  nz. 
On  en  déduit  e/j:  =  /irfs,  et  l'expression  a  intégrer  devient 

/fm-h/iv,  v.\/«*v*-l-C.4\//iM-h  'x^n)z-\-  \m-^  v>.Hm-h  (l)/i./.-. 

Celle  expression  est  analogue  à  l'expression  primitive; 
mais  elle  contient  les  deux  indéterminées  rn,'n,  qui  pour- 
ront être  choisies  de  manière  à  simplifier  l'expression  du 
polynôme  sous  le  radical. 

Nous  ferons  tout  d'abord  disparaître  le  terme  en  ;;,  en 

posant 

^  \mti  -h  2B/1  =  o, 

d'où 

B 

Nous  pourrons  ensuite  disposer  de  n  de  manière  à  donner 
au  coefficient  A/i-  de  z^  une  valeur  arbitraire  (sans  toutefois 
pouvoir  changer  son  signe,  si  nous  voulons  que  n  resle  réel  )• 
Quant  au  dernier  coefficient,  il  aura  pour  valeur 

A//i'h-  îBm -h  (. 

20.   Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale 

r f/.r  _ 

,/  vXr*-i-"^B,r^-(: 
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Posant,  comme  il  vient  d'être  dit, 


j7  =  —  -r-  -h«; 
A 


elle  deviendra 

ndz 


ndz 


<m  posant,  pour  abréger, 

VC  -  B« 


Divers  cas  seront  ici  à  distinguer  : 
i''  Si  \  est  positif,  on  posera 

A/i*=i,        d'où         /«  =  -=, 
et  riotégrale  deviendra 


l*our  l'obtenir,  nous  poserons,  suivant  la  méthode  géné- 
rale, 

d'où 

K  =r.—  atZ  -+-  l'y 

el)  en  diOerentiant, 

o=2  2{—z-^t)dt—'itdz. 

On  en  déduit 

dz  dz  de 


i/^'-t-K       --4-^        t' 


lOU 


'    r    dz  I     rdt       I  , 

:     /  -;--  -  =  -7-:     /    --  =  —rrlOSt  -\-  COIlSt. 


—  -7^  log(v/5*  -f-  K  -h  ;;  )  -h  const. 
vA 
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2**  Si,  A  étant  négatif,  K  l'est  également,  le  radical  et,  par 
suîtc,  riiilégrale  seront  imaginaires,  quel  que  soit  x.  On 
pourra  donc  appliquer  le  calcul  précédent,  bien  qu'il  con- 
duise à  un  résultat  imaginaire. 

'^^  Soit  enfin  A  <C  o,  mais  K>>o.  Pour  éviter  les  iniîigi- 
naircs  qui  figureraient  sans  nécessité  dans  l'expression  dv. 
rinlégrale,  on  posera 

A/j*-  —  K,         d'où         /i  —  iy^  —  -  - 


1/inlégrale  deviendra 


I 

-r-arcsiii3  -+-  consl. 
A 

B 

—  arcsni  - — -z=r^  -f-  const. 
A  /       K 

V  -  A 


/       T         .     A./-+-B 

\      —  .  arcsiii  —  -h  consl. 

/        A  vB'- A^ 

21 .  Soit  encore  à  intégrer  l'expression 

/  ■ -!^. , 

,  /    (  r  —  ;x  )  \  ^\  J7*  -h  j  B  .V  -h  C 

Posons 

V  ^  \  A  ;x*  -t-  2  B{JL  4-  ('.. 

Le  poinl  (;jl,  v)  élant  un  point  de  la  conique 


->'  —  y  A  ^  *  -h  2  B  J7  4-  C, 
on  rendra  rationnelle  la  fonction  à  intégrer  en  posant 
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a  Où 

(7)  t*{x—  jx)-h2v^  — A(a:-+-|x)-i-  9.B. 

Cette  équation,  différenliée,  donnera 

[2^(a?  —  fi)  +  2v]  c^/H- (^«— A)  c^.r  =  0, 

d'oii 

2  dt  do:  dx 


t*—K         ^(•ir—  Ji.) -h  V  y 

et 

dx        idt 

(-P-l*)y    '"  (/*-A)(a:-|x)' 

Mais  Téquation  (7)  peut  s'écrire  ainsi  : 

(^*—  A)(a?  — fi)=:aAîH-  2B  —  2v^. 

— -—  sera  donc  égale  à 

/- — I^ =:  ~log(v/  — A|x—  B)  -f-const. 

22.   Remarque.  —  L'intégrale 

l/{x,  \Jax  -\-  b^  \jcx  -\-  d)  dxy 

où  f  est  une  fonction  rationnelle,  se  ramène  à  celles  ([lu 
nous  venons  de  traiter. 
Posons,  en  effet, 

>Jax  -\-  b^^  ty 

«l'oii 

/*— ^  ,  n^tdt 

xz=z ,     dxz=^ • 

a  a 

L'intégrale  deviendra 
expression  qui  ne  contient  plus  qu'un  seul  radical. 
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23.  Intégrales  elliptiques  et  hyperelliptiques.  —  Le> 
Intégrales 

ff{x,>J\)djr, 

où  f  est  une  fonction  rationnelle  et  X  un  poljnôine  en  x  de 
degré  supérieur  à  2,  ne  sont  pas  en  général  réductibles 
comme  les  précédentes  aux  fonctions  élémentaires.  Ce  sont 
des  transcendantes  nouvelles  auxquelles  on  donne  le  nom 
A' intégrales  elliptiques  si  fi  =  3  ou  4f  AHntégrales  hyper- 
elliptiques  si  /i  >  4- 

Proposons-nous  d'étudier  ces  transcendantes. 

24.  Lemme.  —  Toute  fonction  rationnelle  de  x  et 

^/X  peut  se  mettre  sous  la  forme  -=  4-  S,  oii  R  ^^  S  sont 

des  fonctions  rationnelles  de  x. 

En  effet,  y/X  ayant  pour  carré  X,  qui  est  rationnel  en  x, 
toute  fonction  entière  de  x  et  y/X  sera  évidemment  de  la 
forme 

P  +  Qv/^, 

où  P  et  Q  sont  entiers  en  x. 

Une  fonction  rationnelle,  étant  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions entières,  sera  de  la  forme 

P-hQy/X 

P,^Q,V/^' 

ou,  en  multipliant  au  numérateur  et  au  dénominateur  par 
P,-QVX, 

P«-QÎX  -  »H  -^  +  fe. 

IVI  et  S  étanl  rationnels  en  x. 

D'ailleurs, 

.,  ,^      MX        R 
Mv'A=  —=  =  -7=, 

v^x      v^X 
R  étant  rationnel  en  x.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
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Celle  foDclion  aara  pour  inlëgrale 

/  -^djT  -r-  f  Sdx, 

,1  v-x        -^ 

L*iolégrale    j  Sdx  s^oblenanl  par  les  mélhodes  prëcé- 

Hemnienl  exposées,  îl  ne  reste  à  étudier  que  la  première 

/R 
- --  dx. 

25.  On  peut  évidemment  supposer  que  X  n'a  que  des 
racines  simples;  car,  s'il  contenait  un  facteur  double,  on 
pourrait  le  faire  sortir  du  radical. 

Cela  posé,  on  sait  que  la  fraction  rationnelle  R  peut  être 
décomposée  :  i®  en  un  polynôme  entier  II;  a^  en  une  somme 

M 

de  fractions  de  la  forme  r=^9  ou  P  est  un  polynôme  entirr 

n'ayant  que  des  racines  simples. 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  P  et  de  X,  ri 
soit  P  =  DP,  ;  P,  sera  premier  à  D  et  à  X.  La  fraction 

M  M 

pli  ~  bJ*Pi^ 

pourra  donc  être  décomposée  en  deux  autres  ayant  respect i- 
venaent  pour  dénominateur  Pf  et  Dl*. 

Nous  aurons  donc  à  considérer  trois  sortes  d'intégrales  : 

I*  Des  intégrales 

'Md,r 


j 


Pl^V^ 

'h'i  p  est  premier  à  X  ; 
a*  Des  intégrales  de  même  forme  où  P  divise  X^ 
3"  Des  intégrales 


/ 


ndr 


v/x 

ou  0  est  un  polynôme  entier. 


D^ailleurs 

BMX'       (BMVX-+-1HM\' 
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â6.  Considérons  les  intégrales  de  la  première  sorte  : 
P  étant  premier  à  P'  et  à  X,  on  pourra  trouver  deux  polv- 
nômes  A,  B  tels  que  Ton  ait 

AP-+-BP'\  -I, 
et,  par  suite, 

M  M(AP-t-BP'X)  AM  „„    r-r  P' 

P'  I 

Or,  si  a  >  I,  yr-  est  la  dérivée  de r;— -,  •  On  a  donr 

'S 

(BMv/x)'=(BM)'v'X. 

2  y  X  y/X 

Si  donc  on  pose,  pour  abréger, 

...       (BM)'X-4-iBMV       ^, 

I  —  [X 

il  viendra 

Jf  I       BMy/X      1  '  M, 

Pi^vS;  ""  l  ('  —  :a)Pi^-  •  J  "^  pit-iy^' 

Intégrant  cette  équation,  nous  aurons  la  formule  de  réduc- 
tion 

r^_djr_  BM  y/X  r  M.d.r 

Par  l'application  répétée  de  celte  formule,  nous  aurons 
finalement 

r  M dr  __  Ly/X         r  Ndx 
J  Pl^yX"  P^  '  V    «\/v' 

L  et  N  étant  des  polynômes  entiers. 
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La  division  de  N  par  P  donne  d*ailleurs 

n,  éUnl  an  polynôme  entier  et  p  un  reste  de  degré  moindre 
que  P;  on  aura  donc 

27.  Passons  à  la  considéralion  des  intégrales  de  la  seconde 

sorte 

Mdx 


y'  M  ftx 
Pi^\' 


où  P  divise  X.  Soit  X  ~  PX,;  P  étant  premier  à  l*'  et  à  X,, 
on  pourra  déterminer  deux  polynômes  A,  B  tels  que  Ton  ail 

AP4-BP'\,r=i, 

et  par  suile 

— ^  =  — -!- (  AP  H-  BP'  V,  ) 

*^^      P^   «vx, 

AM  ,,.,   ^    P' 

p^"^*vx;  p^^« 

Or  on  a,  pour  toute  valeur  entière  de  jjl,  et  même  pour 


>^^^  U-^)ï^''u 


«■l  par  suile 


r    BMy'X   T 
|(i-|*)H 


(BMVX.  +  tBMX', 


•Jl6  SECONDE  PARTIE.  —   CHANTIC  I. 

Mais 

Si  donc  Ton  pose,  pour  abréger, 

^^_(BMyx.+  .BMx;^ 

il  viendra 

M  1"    BMy/X    1'  M. 


et,  en  intégrant,  on  aura  la  formule  de  réduction 

En  répétant  cette  réduction  jusqu'à  ce  que  l'exposant  (!< 
P  s'annule,  on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 


y  P.V  X  -    I^^   V  7^ 
L  et  n^  étant  des  polynômes  entiers. 

28.  Il  nous  reste  à  étudier  l'intégrale    /  — =^)  à  laquelle 

on  peut  réunir  les  termes  de  même  forme    /  —V^-»  •  •  •  pi<»- 

venant  do  la  réduction  des  intégi^ales  déjà  traitées. 
Soit  n  =  ax"»  -f-  a,  j:"*~*  -}-...:  on  aura 

/  — 7^==aI//«-^atl//i-i-H... 

en  posant 

.  rœ^'d.r 

*A~    /    —17-' 
J       \>^ 


Il  est  aisé  de  trouver  une  formule  de  réduction  pour  le< 
intégrales  I^^.  Soit,  en  effet, 


X  r:=ax'^'^axX' 


n—\  _i_ 
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On  aura,  k  désignant  un  entier  quelconque  ^  o, 

et  en  intégrant 

x^  V^'X  =  a(X  H-  i  /i)Ix-^«-i  +  ^Ix+«-  «  H- ... , 

formule  qui  ramènera  Tintégrale  Ix^-a-i  ^"^  intégrales  I  d'in- 
dice  moindre. 
Par  l'application  répétée  de  cette  formule,  il  viendra 


/ 


"^^  I  I  ,.-      v 


où  ^'  est  un  polynôme  entier. 

-       ■>  OÙ  R  est  une  frac- 
lion  ralionnelle  quelconque,  se  réduit  :  i^k  des  termes  algé- 

l)rlques;  2®  à  une  combinaison  linéaire  des  intégrales  lo 

'«-2;  3^  à  des  intégrales  de  la  forme 


f  pdx 


ou  p  est  de  degré  moindre  que  P,  ce  dernier  polynôme  étant 
d*ailleurs  premier  à  X,  et  n^ ayant  que  des  racines  simples. 

%.  Jusqu'ici  nous  n'avons  employé  pour  la  réduction  que 
(les  opérations  purement  rationnelles;  mais  si,  maintenant, 
nous  résolvons  l'équation  algébrique  P=  o,  nous  pourrons 

d»'*composer -^  en  une  somme  de  fractions  simples 

p  %  «1 

Î7  = 1 h 

r      X  —  (X      X  —  jAj 
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Si  donc  nous  désignons  par  J(ia)  Tintégrale 


A 


nous  aurons 


y 


^^J:-aJ(|x)4-a,J(;x,)-^. 


Les  seules  transcendantes  nouvelles  obtenues  par  Tinir- 
gration  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  \/X  sont  donc 
les  /î  —  I  intégrales  Iq,  I|,  . . . ,  \n-2  et  l'intégrale  J(|Jl). 

30.  La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'exposer 
peut  être  appliquée  avec  avantage  au  cas  où  X  est  un  poly- 
nôme du  second  degré  A.x^  -|-  *>.  B^  -h  C.  Elle  ramène  le  pro- 
blème de  l'intégration  à  la  recherche  des  deux  intégrales  par- 
ticulières 

/%._^==     et      f '^-_  _ 

(|uc  nous  avons  obtenues. 

31.  Si  le  degré  de  X  est  un  nombre  impair  2/>  +  i,  les 
intégrales  I  sont  en  nombre  2p,  On  les  partage  en  deux 
classes:  1°  les  intégrales  de  première  espèce 

■0>  M,  .    .    .   ,  Iy,_l 

et  les  intégrales  de  seconde  espèce 

Les  premières  s'annulent  et  les  autres  deviennent  infinie> 
pour  x  =  (X), 
Soit,  en  effet, 

X  — a:V'+-i-4-nf^'/>-|-rj!,a'2''-'-f- 

On  aura 
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ei.eo  intégrant. 


h=  -,. — — -r  +  ^ 


k-p+\        k-p-i   

iléNeloppement  qui  montre  que,  pour  x  =  oo,  U  est  de  l'ordre 
X  — /)-l-^.  Il  sera  donc  nul  si  k<,pj  infini  si  A>/>. 
Les  intégrales  J(5a)  se  nomment  intégrales  de  troisième 

f'xpèce. 

32.  Le  cas  où  X  est  un  polynôme  de  degré  pair  peut  se 
rameDcr  au  précédent,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

Soit 

un  polynôme  de  degré  2p.  Posons 

il  1)11 

a  — 9/  ,  («  —  S)r//  a       'i 

./  -^ !— ,  flJC  — — -- ,  .r  —  «  ^-  / , 

I  —  /  (I  —  /  )*  I  —  / 


X-3: 

On  aura 


l—  t'        '^      ''  I     / 

a -'3 


H  rfx  _=:  T  dl, 

Tétant  une  fonction  rationnelle  de  /.  On  voit  que  la  substi- 
lulion  a  réduit  d'une  unité  le  de*,^ré  du  polynôme  sous  le 
radical. 

33.  Dans  le  cas  particulier  des  intégrales  elliptiques,  le 
polynôme  sous  le  radical  pourrait  ainsi  être  abaissé  au  troi- 
'»ième  degré;  mais  on  préfère,  parfois,  employer  une  trans- 
formation un  peu  différente,  par  laquelle  ce  polynôme  sera 
'«-  produit  de  deux  facteurs  réels  du  second  degré,  ne  conte- 
nant que  des  puissances  paires  de  la  variable. 
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Supposons  d*abord  que  X  soît  du  troisième  degré.  Soii  2 
Tune  des  racines  de  Téquation  X  =  o,  on  aura 


Posons  a:  =  a  -f-  /*,  il  viendra 


V'X  z= /y^A  [( a  4- /* )* -4- /^(  X  H- <*  j -+- </]. 

On  se  Irouve  donc  ramené  au  cas  où  le  polynôme  sous  le 
radical  est  du  qualrième  degré,  cas  que  nous  allons  traiter. 

Si  X  a  ses  coefficients  réels,  Féqualion  X  =  o  aura  au 
moins  une  racine  réelle.  En  la  prenant  pour  a,  la  transfor- 
mation qui  vient  d^étre  indiquée  sera  réelle. 

34.  Supposons  maintenant  X  du  quatrième  degré.  On 
pourra  écrire 


V''X  =  v'A(x*-h/?jr-f-  fj){a:'^-^  p' X  -h^'), 

P^  <7,  p\  q'  étant  réels,  si  X  a  ses  coefficients  réels. 

Si/?  =/?'j  on  fera  disparaître  les  puissances  impaires  delà 
variable  en  posant  x  =^  t  —  ^p. 

On  obtiendra  le  même  résultat,  '^^  P^p\  P^^r  ^^ne  subsli- 
lulion  de  la  forme 

i-h  t 

Celle  substitution  donnera,  en  effet, 


I 


Les  termes  du  premier  degré  en  t  disparaîtront  dans  chacun 
des  facteurs  sous  le  radical,  si  Ton  pose 

•.>.X;x  4-  ^  ()^  -h  ;a)  4-  iq  ~  o, 

'Jil\X-h  p'(l  -h  [X)  -h  2fj''S  o. 
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On  déduit  de  ces  équations 

Donc  A  et  ;jl  seront  les  racines  de  Féqualion 

A-  -}-  î  —  ^ — -,  A  -+-  ^ —    '  /       .  o. 
P-P  P—P 

^les  racines  seront  réelles  si  l'on  a 

^'I-'I')^~(W'-P'i')(p-  P')>'>' 
Or,  si  Ton  appelle  a,  ^  les  racines  de  Téqualion 
^•-4-/>.r  4-7  :  -  o, 
■,%  0  celles  de  Féquation 

.r'-i-/?'a--i- 7'    -o, 


aura 

,>:^-(«  +  p), 

q  :  .  a.3. 

p--^-(-i+^). 

y'=vs- 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  de  condition  préc(*- 
Jenie,  elle  devient 

ou 

[a'-  (y  h-  5}«  -4-  YÔ][?»-  (Y  -+-  ô  )?  4-  Yo]  >  o, 

ou  enfin 

(»-7)(a-5)(?-Y)(?-^>)>^>- 

Cette  condition  sera  nécessairement  satisfaite  si  les  quatn; 
<|uanlilés  a,  3,  y»  8,  ou  seulement  deux  d'entre  elles,  a  et  ^  par 
exemple,  sont  imaginaires;  car  les  quatre  facteurs  du  produit 
seront  conjugués  deux  à  deux,  et  le  produit  de  deux  imagi- 
naires conjuguées  est  une  somme  de  deux  carrés. 

^^  *ï  ??  Y'  8  ^^"^  ^^"*  réels,  on  pourra  supposer  la  décom- 
position de  X  en  deux  facteurs  effectuée  de  telle  sorte  que 
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les  racines  a,  ^  du  premier  facteur  soient  plus  grandes  que 
les  deux  autres  y  et  8.  Chacun  des  facteurs  a  —  y»  *  —  ^^ 
P  —  y,  3  —  8  étant  positif  dans  cette  hypothèse,  la  condition 
sera  satisfaite. 

3o.  Les  intégrales  elliptiques  peuvent  donc  dans  tous  les 
cas  se  ramener,  par  un  changement  de  variables  qui  seru 
réel  si  X  est  lui-même  réel,  à  la  forme 


J        S< 


où  V{jc)  est  une  fonction  rationnelle,  et  X  un  pol^'nùnie  de 
la  forme  {ax^+  b){afx^-{- b'). 
Olle  expression  peut  s'écrire 


I      rF(.r)-hV(--:r)   .          i     /T(  .r)  -  F(— .r  )  ^ 
-    I    — ci^r  H —    /    -jz a.r. 


Mais  y{x)  —  F( —  x)y  étant  une  fonction  impaire,  sera  de  la 
forme  ff(x^)x.  Si  donc  on  pose  dans  la  seconde  intégrale 
jr'==  /,  d'où  9.x  dx  =  dty  elle  deviendra 

o(t)rff. 


4./    \\at-h  h)(â't-^  h 


expression  qui  peut  s'intégrer  par  les  méthodes  de  la  section 
précédente. 

Il  ne  restera  donc  à  étudier  que  la  première  intégrale,  où 
le  numérateur  est  une  fonction  paire, 

36.  Nous  aurons  divers  cas  à  distinguer  dans  cette  étude, 
suivant  les  signes  de  a,  6,  a',  b' . 

Supposons  d'abord  que  a  et  6  soient  de  signes  contraires. 
On  pourra  supposer  b  ^^  o,  a  <<  o;  car  on  ne  change  pas  X 
en  changeant  simultanément  les  signes  de  a,  b,  a\  U . 

(]e  cas  se  subdivisera,  d'après  le  signe  des  quantités  a\  h\ 
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en  quatre  autres  : 

i^'cas 

a<o, 

b>o. 

a'<Oy 

b'>o 

2«  cas 

«<o, 

b>o. 

a'<o. 

//<o. 

3«  cas 

a<o, 

6>o, 

a'>o, 

^'>o, 

4"  cas 

a<o, 

6>o, 

a'>o, 

^^'<a 

SI  a  et  6  sont  de  même  signe,  on  devra  supposer  également 
que  a!  el  6'  sont  de  même  signe  ;  sinon,  en  échangeant  a  et  b 
avec  a!  et  ^,  on  retomberait  sur  les  cas  précédents.  Comme 
on  peut  d'ailleurs  supposer  b  positif,  on  n'aura  que  deux 
cas  à  distinguer  : 

5*  cas....     a>o,     ô  >  o,     a'>o,     A'>o. 
6*  cas....     a>o,     ^  >  o,     a'<o,     A'<o. 

Ce  dernier  cas,  où  le  radical  y/X  sera  imaginaire  quel  que 
soit  Xj  se  ramène  immédiatement  au  cinquième  en  faisant 
sortir  du  radical  le  facteur  y/ —  i. 

37.  Reste  à  examiner  les  cas  i,  a,  3,  4»  S*  H  est  aisé  de  les 
ramener  les  uns  aux  autres. 

Posons,  en  effet, 

aj?*-4-  b  —  t*y 
d'où 


V  ^  i/a 


el,  par  suite, 


4'(j:*)  cLr 


y/X  v^(—  ^«'-4-  A  )  (—  a't^  —aù'-^  ba'  ) 

Sirintégrale  primitive  rentrait  dans  l'un  des  cas  3,  4»  ^^ 
sa  transformée  rentrerait  dans  le  premier  ou  le  deuxième  cas, 
lescoefBcients  des  termes  en  t^  sous  le  nouveau  radical  étant 
tous  deux  négatifs. 

J.  -  II.  3 
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En  parliculier,  si  Tintégrale  primitive  rentrait  dans  le  troi- 
sième cas,  la  transformée  rentrerait  dans  le  premier;  car  on 

aurait 

a<o,     ^>o,     a'>o,     ^'>o, 

et,  par  suite, 

—  ab'-\-  ba'>o. 

Le  deuxième  cas  se  réduit  d^ailleurs  au  troisième  en  posant 

I 

d'où 

V'X—  L^(a-i-Ot*)ia'-hb'r-)=  L^/(- bt*- a)  (- b'O-a') 


-  ♦(!)., 


et 

^{a:^)dx 

car,  ayant 

«<o,     6>o,     a'<o,     6'<o, 

on  aura 

—  6  <  o,     —  a  >  o.     —  6'  >  o,     —  rt'  >  o. 

Le  troisième  cas  pouvant  à  son  tour  se  réduire  au  premier, 
ainsi  qu'on  Ta  vu  plus  haut,  les  cinq  cas  se  ramènent  en 
dernière  analyse  à  celui-ci. 

38.  Mettant  en  évidence  les  signes  négatifs  de  a  et  a',  nous 
aurons  donc  à  considérer  les  intégrales  de  la  forme 


..a 


Si  T  était  égal  k-py  on  pourrait  extraire  la  racine  carrée,  et 
Ton  n'aurait  plus  à  intégrer  qu'une  fonction  rationnelle.  S'ils 
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sont  inégaux,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  7  >  r?  et  soit 

b'-^  b 
Posons 


v»- 


j: désignant  une  nouvelle  variable;  l'intégrale  deviendra 

ç  désignant  une  fonction  rationnelle. 

39.  On  voit  donc  qu'on  peut,  par  une  substitution  réelle, 
transformer  l'intégrale  primitive  en  une  autre  intégrale  ana- 
logue, mais  où  le  polynôme  X  ait  la  forme  canonique 

k  étant  une  constante  comprise  entre  o  et  1 . 

Nous  avons  admis  implicitement  dans  toute  cette  réduction 
qoe  le  polynôme  existant  sous  le  radical  primitif  avait  ses 
coefficients  réels.  S'ils  étaient  imaginaires,  on  pourrait  en- 
core réduire  ce  polynôme  à  la  forme 


{'-i-){'-p)' 


avec  d'autant  plus  de  facilité  que  nous  n'aurions  plus  à  nous 
préoccuper,  comme  tout  à  l'heure,  de  conserver  aux  coeffi- 
cients leur  réalité. 
Cela  posé,  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 


on  aura 
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k  étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module 
est  au  plus  égal  à  i;  et  si  Ton  pose 

rintégrale  prendra  encore  la  forme 

ç  (  ;r*  )  dx 


A 


40.  Appliquons  à  l'intégrale  ainsi  transformée  les  procédés 
de  réduction  exposés  plus  haut  (n°"  25  à  29).  On  pourra 
l'exprimer  au  moyen  des  quatre  intégrales  suivantes 


^r») 


dr r .rdjr 

ûc^djc r dr ^ 

V^Ô^^^^ï^TÔ^^^^^^'  J  (.r-a)v/ri~xM(i-A-»j"«)' 

Mais  si  l'on  pose  :r^=  t^  on  aura 

/.rdx  i     r  dt 

intégrale  exprimable  par  logarithmes,  le  radical  ne  portant 
plus  que  sur  un  polynôme  du  second  degré. 
On  a  d'autre  part 


/; 


'd.c 


V/(i-x')(i-Â'x') 


p-^(>-/''-^') 


rf. 


c 


V'(i  — xi)(i  — A-'^») 
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Enfin 


dx 

(^  -  a)v^(i~x')(i-/:«x« 

/j[:djc 

/adx 
(X*— a«)v/(i-x*)(i-/c^" 


) 
) 


La  première  de  ces  deux  intégrales  devient  encore  expri- 
mable par  logarithmes  si  Ton  pose  x^  =  t, 
La  seconde  peut  s'écrire 


-^/ 


dx 


(i  H-  wa?«)v^(i  — j:*)(i  — A'J7«) 


I 
en  posant  m= j  • 


Les  intégrales  elliptiques  se  ramèneront  donc  en  fin  de 
compte  aux  trois  transcendantes 

f "1 ,      r^^rfx, 

J  y/^,_^r*)(i  — A-*:r*)  J     v^i  — x» 


h 


dx 


mx^)\l{\  —  x^)(^i  —  k^x^) 


auxquelles  Legendre  a  donné  le  nom  àHntégrales  elliptiques 
de  première,  deuxième  et  troisième  espèce. 

La  constante  k^  qui  figure  dans  ces  intégrales,  se  nomme 
le  module  des  intégrales  elliptiques  considérées. 

Si  Ton  change  de  variable  en  posant  j?  =  sin^ ,  ces  inté- 
grales prendront  les  formes  suivantes 

/'  y  I  \/i  —  A*  sin'cp  do. 

v/i-A-»sin«cp  J  ^     • 

f ^-P  . 

J   (i -h  wsin*<p)v/j  —  A'sin'o 
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III.  —  Intégration  des  fonctions  transcendantes, 
il.  I.  Soit  à  intégrer 

/désignant  une  fonclion  rationnelle. 

On  rendra  rationnelle  la  différentielle,  en  posant  e"^=  /, 
d'où 


.r—  -log/, 

dx  —  — 
at 

42.   II.   Soit  à  intégrer 

y/(sinx, 

cosx)dXj 

f  étant  une  fonction  rationnelle. 

Cette  expression  est  un  cas  particulier  de  la  précédente, 
car  sin^r  et  cos^r  sont  des  fonctions  rationnelles  de  c'*^. 

Mais  on  peut  rendre  la  didérentielle  rationnelle,  sans  intro- 
duire d'imaginaires,  en  posant 

tangfrz=^, 

d'où 

,  o.di 

j:  =  2arctanff^        dx  z^ ;> 

^  *  I  -f-  f  » 

SinJfTr:     1^\Xi\xCiM>\x     =:  ^^—. —  :=  -^ 

*  *  i-i-tang-^^        i-f- ^' 

,1  .   ,,  I  —  tang'J.r        i  —  ^» 

*  *  i4-lang4.r        i -h  /* 

Exemple,  —  Soit  à  intégrer 

dx 


J  a  siiK 


\x  -h  6cos.r 
Posons 

a  b 

— =C0Sy  et  rrrsintD. 
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L'intégrale  deviendra 

I       r dx^ I        r     dx 

V'a' -^b^J  coso  sinj:  -h  sinocoso?  """  . /^i  -j-  ^«  J  siD(x  -r-<f  )* 
ou,  en  posant  x  +  ©  =  ^ 


/a'--hb*J  S'"/ 


Posons  maintenant,  comme  il  a  été  expliqué, 


elle  deviendra 


i       rdt  I      , 


:logtang|(x  -H  ©)  4-const. 


43.  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit  pour  calculer 

l'intégrale  //(sinx,  cosj:)rf;r. 
Soit 

P(sinx,  coso:) 

''        Q(sinx,  cosa;)' 

1^  et  Q  étant  des  polynômes.  Multipliant  au  numérateur  et 
^u  dénominateur  par  les  polynômes  Q( —  sino;,  coso;), 
Q(sinar, — cosoî),  Q( — sin:r,  — cosj?),  nous  obtiendrons 
'^e  nouvelle  fraction,  dont  le  dénominateur  D  sera  un 
polynôme  eu  sin^^r  et  cos^o:  et  dont  le  numérateur  sera  de 
la  forme 

N  -+-  N,  sin  j;  -h  N,  ces  j?, 

^  désignant  l'ensemble  des  termes  dont  le  degré  total  en 
sinar  et  cosx  est  pair;  quant  à  N|,  Nj,  ce  seront  des  poly- 
'^ômes  en  sin^a:  et  cos^x,  comme  le  dénominateur. 
Pour  intégrer  le  premier  terme 


J  D 


dx. 
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posons 

tang X  ir:  /,         (1  ou         dx 


t  I 


N  et  P  ne  contenant  que  des  termes  de  degré  pair  en  sin  j;  et 
cosj;,  la  différentielle  sera  rationnelle,  et  son  intégrale  se 
composera  :  i°  d'une  partie  rationnelle  en 

l  =  langj-; 

2"*  de  termes  logarithmiques,  tels  que 

Alog(^  — a)  =  A  log( tango:  —  a). 

Dans  la  seconde  intégrale 

1  -=-  smxdx, 

posons 

coso:  =:  ^,         d'où         sxnxdxzzz — dt\ 

N  . 

~  deviendra  une  fonction  de  t^^  qui  pourra  être  décomposée  : 

1®  en  un  polynôme  II  entier  en  t^\  2**  en  une  somme  de  frac- 

A 

tions  de  la  forme  —z — . 

(r  —  a)'" 

L'intégration  de  II  donne  un  polynôme  impair  en  /.  Quant 

A 

à  la  fraction  -r-z rrr»  si  a  =  o,  son  intégrale  sera 


(1  — 2/n)^* 


Si  a^o  et  m  >  I ,  on  aura  en  appliquant  le  procédé  connu  de 
réduction 

de 
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puis,  en  intégrant  par  parties  le  dernier  facteur, 

A. 

I  — —  Il  ^  '  '  I 

""^     a  "■"'  "*"  1  —  m  (^»— rt)"»-*  ""  2a(i  —  m)   '""*'' 

L'intégrale  Im  se  réduira  donc  de  proche  en  proche  :  i^  à 
une  fractioo  impaire  en  /;  2®  à  un  terme  transcendant 


/: 


-—-       z.\i>Z ^-« 


r«— a  -  ■   » 


2  v^a        /-H^rt 

L'intégrale  f  -f^dx  se  réduit  donc  :  i**  à  une  fonction 
raiionnelle  et  impaire  en  cosx;  a°  à  des  termes  de  la  forme 


B  ros.r  —  y/n 

i\ja        cosjc  -hya 

Enfin,  dans  l'intégrale 

j-  COS. 7  aj~, 


/ 


nous  poserons  sino:  =  i\  nous  aurons  encore  à  intégrer  une 
fonction  rationnelle  en  t^;  et  Tintégrale  se  composera  : 
1°  d'une  fonction  rationnelle  et  impaire  en  sinx;  2**  de 
lennes  de  la  forme 

C    ,      sinj:  —  \^a 

—^loi;- y. 

ii.  Si  Ton  voulait  appliquer  la  substitution  tangj?  =  ^  à 
une  fonction  quelconque  /  rationnelle  en  sinx  et  cos^,  la 
nouvelle  difTérentielle  ne  serait  plus  en  général  rationnelle 
en  /,  mais  elle  le  serait  en  t  et  \/i -h /*.  La  substitution 
sina;  =  ^  ou  cosj;  =  t  donnerait  de  même  une  différentielle 
rationnelle  en  t  et  ^i  —  t^.  On  pourrait  appliquer  à  ces 
expressions  les  méthodes  de  réduction  ou  d'intégration  qui 
ont  été  exposées  précédemment. 

Réciproquement,  toute  différentielle  rationnelle  en  l  et 
V'i  4-  f*  (ou  en  t  et  ^i  —  t^)  se  transformera  en  une  diffé- 
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rentielle  rationnelle  en  sin:r   et   cosx  par  la  substitution 
t  =  tango:  (ou  /  =  sînx). 

45.  Si  la  fonction  /(sinj:,  cosx)  est  entière,  elle  sera 
composée  d'une  somme  de  termes  de  la  forme  Asin'^^rcos^jc. 
La  recherche  de  son  intégrale  se  ramènera  donc  à  celle  des 
intégrales 

/  s'in'^  jc  cos"  X  djr. 

Pour  calculer  ces  dernières,  un  changement  de  variable 
n'est  pas  nécessaire.  On  peut  d'abord  substituer  à  sin'^o:, 
cos^x  leurs  expressions  en  sinus  et  cosinus  des  multiples 
de  X,  On  obtiendra  ainsi  une  somme  de  termes  de  l'une  des 
formes 

A 

AsinXj?  sinfjLX  ii=  —  [cos(X  —  }jl)j7  —  cos(X  -h  îx)a;], 

A. 

AsinXx  cos|x.r  =  —  [sin(X  -h  [jl)j:  -h  sin  (X  —  [J'')^;], 

A  cosXo: cosfjLx  :=z  —  [cos(X  —  jjl)j7  -h  cos(  X  -f-  [J>')a:]. 

Chacun  des  termes  ainsi  obtenus  est  immédiatement  inté- 
grable. 

46.  Un  autre  procédé  pour  la  détermination  de  ces  inté- 
grales consiste  dans  l'emploi  des  formules  de  réduction  que 
nous  allons  établir.  Nous  supposerons  m  et  n  pairs,  car,  si 
l'un  d'eux  était  impair,  la  substitution  sino;  =  ^  ou  cos^r  =  t 
transformerait  immédiatement  la  fonction  à  intégrer  en  un 
polynôme  entier. 

Cherchons  donc  à  réduire  les  intégrales  de  la  forme 

!,„„— rsin''"a7Cos-'*  J7tfa?. 

On  a 

l„^^^z=  rsin*"*-^a7cos*'*a;  sinx  dx 

et,  en  intégrant  par  parties, 

1                 •  ««.  1     cos*'»-»-*j?      2m  — I    r  '  int  i         ««u-t     j 
I-  -  =  —  sin"«- *  X i /  sin''^-* X  cos''»-*-' x  dx. 

2/H-I  2/l-hI-/ 
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Mais,  d'autre  pari, 

Substituant  dans  Téquation  précédente,  on  aura  une  for- 
mule de  réduction  ramenant  Fîntégrale  lm,n  à  l'intégrale 
lfli-1,11.  Celle-ci  se  ramènera  de  même  à  lm..t,ni  cl  ainsi  de 
suite. 

Écrivons,  d  autre  part, 

!/«,«■-  /   i^.os-'*-^  JT  sin-'". r  cas xcij\ 

et  intégrons  par  parties;  on  trouvera  d'une  manière  analogue 
une  formule  de  réduction  pour  ramener  I^^,,  à  I/r,/i-o  puis 

celle-ci  à  U,„_2, 

Par  ces  deux  procédés  de  réduction,  on  sera  finalement 
conduit  à  l'intégrale 

lo,o^^  f  ^'^  :=::  X  -h  consl. 

47.  III.  Soit  à  calculer 

//(x,  e^^,  e''-^,  . .  .,  sinax,  cosaj:*,  sin^j;,  cos^x,  . .  .)  dx, 

/désignant  une  fonction  entière. 

Remplaçons  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  valeurs  en  expo- 
nentielles 

OLix o-rkix  pOLiJc  _,    p-OLix 


e 
Sinaj^rr:  : y  COSax*  = 


/deviendra  une  fonction  entière  de  x^  e^^^  ...,  <?°"-^, 
^~*'*,  ..•,  et  sera  composée  d'une  somme  de  termes  de  la 
forme 

kx'^'e'''. 

Nous  aurons  donc  à  calculer  l'intégrale 
que  nous  désignerons  par  I^. 
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L'intégration  par  parties  donne 

n  n  J  n  n 

Répétant  la  réduction,  on  arrivera  à  l'intégrale 

*^  n 

L'intégration  faite,  il  conviendra  de  remplacer  les  expo- 
nentielles imaginaires  par  leurs  valeurs  en  sinus  et  cosinus; 
les  imaginaires  disparaîtront  alors  de  l'intégrale. 

i8.   IV.  Soit  à  calculer 

ff{x)e'^'cLr, 

f{x)  étant  une  fraction  rationnelle. 

Cette  fraction  pourra  se  décomposer  en  une  partie  entière  E 
et  en  fractions  simples  de  la  forme 


{^x  —  aY 


L'intégrale  /  Ee"-'  dx  s'obtient  par  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée. 


Restent  les  intégrales  de  la  forme 


J  ï^^^ 


dx. 


lY 
Si  m>i,  l'intégration  par  parties  donnera 


=  e^'^  ■ : r f  ■; "- — : r  dx* 

\)\^x  —  a)"'-^        —  m-Mj(j 


dx 

nx 

(—  m  -h  i)(.r  —  af^-^        —  m-\-\  J  (a?  —  a)" 


Cette  formule  de  réduction  permet  de  ramener  le  calcul  de 
l'intégrale  cherchée  à  celui  de  l'intégrale 


X  —  a. 


dx. 
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Posons 

e 
x=:  a-i — : 

d'où 

n 

Celle  înlégrate 

devient 

fc    '''-^-/t"'- 

Toale  la  qneslion  est  donc  ramenée  au  calcul  de  la  transcen- 
daole  unique 


/ 


^dt. 


Posant  enfin  ef:=y,  cette  intégrale  se  transformera  en 

dy 


/i 


Celle  transcendante  (où  l'on  délerminera  la  conslanle 
d'ialégralion  de  telle  sorte  qu^elle  s'annule  pour^  =  o)  se 
nomme  le  logarithme  intégral  de  y. 

49.  V.  Les  intégrales 

Ç f{^Xy\o^x)dx     el      f/{x,^rc3\nx)dx, 

où  y  désigne  une  fonclion  entière,  se  raménenl  à  celles  qui 
viennent  d'être  étudiées,  en  prenant  respeclivemenl  log:r, 
arcsinjT  pour  nouvelle  variable. 
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CHAPITRE  IL 

INTÉGRALES   DÉFINIES. 


I.  —  Intégrales  définies  généralisées. 

50.  Soit  f{x)  une  fonction  de  la  variable  x^  inlégrable 
dans  un  intervalle  AB.  Soient  a  et  6  deux  points  quelcon- 
ques de  cet  intervalle.  Nous  avons  défini,  au  Tome  I,  l'ex- 
pression 

l    f{œ)dx. 

Cette  intégrale  satisfait  à  la  relation 

(*)  r  f{^)dxz=z  C  f{x)dx~^,-  Ç  f{x)dx. 

Nous  avons  vu,  en  outre,  que  c^est  une  fonction  continue 
de  a  et  de  6.  On  aura  donc  (en  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  b>  à) 

J\    f{x)dx--^\\m.   I     f(x)dx 


'rt-H£ 


(2)  /  "  lim   /         f{x)dx 

1  e'  =  «-^« 

=z      lim       1         f{x)dx. 
Ces  relations  permettent  de  donner  un  sens  au  symbole 


/■ 
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f[x)  dx  dans  certains  cas  où  la  définîtion  ordinaire  par 


une  limite  de  sommes  cesserait  d'être  applicable. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  f{x)^  sans  être 
întégrable  entre  a  et  6,  le  soit  entre  a  +  e  et  6,  quelque 
petit  que  soit  e  (ce  qui  arrivera  notamment  si  elle  est  con- 
tinue entre  a  et  6,  mais  tend  vers  oo  lorsque  x  tend  vers  la 
limite  inférieure  a).  L'expression 


X. 


b 
f{x)dx 


aura  pour  chaque  valeur  de  €  une  valeur  déterminée.  Si, 
lorsque  e  tend  vers  zéro^  elle  tend  vers  une  limite  fixe,  nous 
prendrons  cette  limite  pour  définition  de  l'expression 


/ 


b 

f{x)dx. 


De  même,  si  la  fonction  f{x)  devient  infinie  (ou  plus 
généralement  cesse  d'être  intégrable)  aux  environs  de  la 
limite  supérieure  6,  ou  à  la  fois   aux  environs   des   deux 

limites,  nous  définirons   /   f{x)  dx  par  Téquation 

/f(x)dx^=z\\m    I         /{x)dx, 

ou  par  celle-ci 

//{x)dx=z     lim       /        f{x)dx, 

en  supposant,  bien  entendu,  que  les  seconds  membres  ten- 
dent effectivement  vers  des  limites  déterminées. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  la  diffé- 
rence 

J^A-C  pà—ti'  ^fl+YÏ  pb^V 

'       ~J        =J        ^J 
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tende  vers  zéro  en  mérae  temps  que  les  infiniment  petits  s, 
7^,  s'y  Y|',  quels  que  soient  les  rapports  de  ces  derniers. 

51.  Il  existe  un  cas  important  oii  celte  discussion  sera 
facile.  Supposons  que,  à  la  limite  inférieure  a,  f{x)  de- 
vienne infinie  d'ordre  a.  On  pourra  poser 


(x-a)« 


f{x)  tendant,  lorsque  x  tend  vers  a,  vers  une  limite  L  dif- 
férente de  zéro. 

Le  facteur  {x  —  a)*  restant  positif  entre  a  +  e  et  a  -4-  t., 
le  théorème  de  la  moyenne  donnera 

\  étant  une  quantité  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le 
minimum  de  cp(^)  entre  a  -f-  e  et  a  +  tj.  Si  e  et  tj  tendent 
vers  zéro,  X  se  rapprochera  de  L  qui  n*est  ni  nul  ni  infini.  Il 
suffira  donc  de  discuter  le  second  facteur,  dont  l'intégration 
s'effectue  aisément.  Si  a^i,  l'intégrale  sera 


r(.r  — aV-«'|«-»-^_  r/-«— £»-« 


expression  qui  tendra  vers  zéro  si  a<;i,  et  qui,  au  con- 
traire, sera  indéterminée  si  a  >>  i;  car  les  deux  termes  dont 
elle  se  compose  sont  infinis  séparément,  sans  avoir  entre  eux 
aucune  relation. 

Si  a  =  I ,  l'intégrale  sera 

[Log(^  -  a)]lX\=  LogT,  -  Legs 

et  sera  indéterminée. 

Donc,  pour  que  V intégrale    j        /(^)  d^  tende  vers 

zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  V ordre  d*infinitude  a  de  la 
fonction  f{x)  pour  a:  =  a  soit  <  i . 

Supposons,  d'autre  part,  que/(^)  devienne  infini  d'ordre  ^ 
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pourTaulre  limite  z=^  b.  On  aura  de  même 

'i{x)  tendant  vers  une  limite  M  finie  et  différente  de  zéro 
I  X  tend  vers  6.  Il  viendra  ensuite 


a  étant  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le  minimum  de 
•\[x)  et,  par  suite,  tendant  vers  M  quand  c'  et  r/  tendent 
vers  zéro.  Quant  i  l'intégrale 

/-*-'•      d.r 
elle  est  égale  à 

à 

logT/— loge',     si     p  =  i, 

et  pour  qu'elle  tende  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

Ce  résultat  est  le  même  que  Ton  a  déjà  trouvé  pour  la 
limite  inférieure. 

52.  Supposons  plus  généralement  que  f{x)  reste  inté- 
grable  dans  tout  le  champ  ab^  sauf  aux  environs  de  certains 
points  C|,  C2)   •••}  Cn  en  nombre  limité.  Nous  définirons 

1     par  Téquation 

4-      lim        /  4-... -h  lim    1 

J.  -  II.  4 
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Cette  déGnition  n'a  de  sens  précis  que  si  les  limites  en 
question  existent,  en  considérant  Ci,  e',,  e^,  e!^,  ...  comme 
des  infiniment  petits  indépendants. 

Il  peut  arriver,  lors  même  que  ces  limites  n'existent  pas 

en  général,  que  le  second  membre  ait  cependant  une  limite 

déterminée  dans  l'hypothèse  particulière  où  l'on  a 

^f  I  ^f 

^1 — ^i>         ^î — ^î>         •••>         ^/j  —  *«• 

Cette  limite  a  été  nommée  par  Cauchy  la  valeur  princi- 
pale de  l'intégrale    /     .  On  pourra,  dans  certains  cas,  avoir 

intérêt  à  introduire  cette  valeur  principale  dans  les  calculs, 
lorsque  l'intégrale  elle-même,  ne  représentant  rien  de  déter- 
miné, ne  pourra  y  figurer. 

53.  Supposons  enfin  que  les  points  d,  c^y  ...  soient  en 
nombre  infini.  Ils  formeront  dans  tous  les  cas  un  ensemble 
parfait.  En  effet,  si  la  fonction  f  est  intégrable  aux  environs 
d'un  point  x^  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  de  x  —  hk  x  +  h 
(h  étant  convenablement  choisi),  elle  le  sera  a  fortiori  dans 
toute  portion  de  cet  intervalle.  Si  donc  Ç  désigne  un  point 
quelconque  compris  entre  x  —  h  et  x  -^  h,  elle  sera  inté- 
grable aux  environs  du  point  ^.  Donc,  le  point  x  ne  peut 

être  un  point  limite  de  l'ensemble  C|,  C2, Donc,  tout 

point  limite  de  cet  ensemble  lui  appartient  nécessairement. 

Cela  posé,  décomposons  le  champ  ab  en  intervalles  par- 
tiels, de  longueur  moindre  qu'une  quantité  infiniment  pe- 
tite 8.  Considérons  ceux  de  ces  intervalles  qui  ne  contiennent 
ni  à  leur  intérieur,  ni  à  leurs  extrémités,  aucun  des  points 
singuliers  C|,  C2,  Ils  forment  par  leur  réunion  un  do- 
maine jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  contient  tous  les  points  de  Tintervalle  ab  dont  l'écart 
à  Tensemblc  (C|,  Ca,  . . .)  est  égal  ou  supérieur  à  8; 

2°  Il  est  formé  d'un  nombre  fini  de  portions  ^4  6|,  a^b^^  ... 
d'un  seul  tenant,  séparées  les  unes  des  autres  par  des  points 
singuliers. 
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Soit  D  un  domaine  quelconque  satisfaisant  à  ces  deux 
conditions.  On  pourra  déterminer  les  intégrales 

el  leur  somme  représentera  la  valeur  de  Tintégrale 

prise  dans  le  domaine  D. 

Supposons  maintenant  que  8  décroisse  indéfiniment.  Le 
domaine  variable  D  englobera  progressivement  tous  les 
points  de  l'intervalle  ab  qui  ne  sont  pas  singuliers.  Car  l'é- 
cart de  chacun  d'eux  à  Tensemble  (C|,  Ca,  . . .)  est  une  quan- 
lité  déterminée  h  différente  de  zéro.  Il  appartiendra  donc 
nécessairement  à  D  dès  que  S  sera  devenu  <^  h. 

Si  rintégrale    /  fdx  tend  dans  ces  conditions  vers  une 

limite  déterminée,  nous  la  désignerons  par    /     fdx.  Cette 

définition    comprend    évidemment    celle    que    nous    avons 
donnée  ci-dessus  pour  des  cas  particuliers. 

54.  Pour  que  cette  limite  existe,  il  faut  et  il  suffit  évi- 
demment qu'on  puisse  trouver  pour  chaque  valeur  de  e  une 
quantité  correspondante  tj,  telle  que,  en  appelant  D  et  D| 
deux  domaines  quelconques  correspondant  à  des  valeurs  de 
la  variable  8  moindres  que  r\^  on  ait  toujours 


Vj'^-f/^ 


'J7    <  e. 


Soit  donc  A  un  domaine  quelconque  contenant  D  et 
formé  comme  lui  de  parties  d'un  seul  tenant  séparées  par 
des  points  singuliers  ;  il  satisfait  aux  mêmes  conditions  que  D, 
pour  la  même  valeur  de  8  ;  on  aura  donc  comme  cas  particu- 
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lier  de  l'inégalité  précédente 


\ffdœ-ffd. 


^x\  <e. 


Cette  dernière  inégalité  suffit  d'ailleurs  pour  Texistence  de 
la  limite  cherchée;  car,  si  elle  est  satisfaite,  prenons  pour  A 
le  domaine  Af  formé  par  les  points  de  l'intervalle  ab  qui 
appartiennent  à  D  ou  à  D|  ou  qui  sont  situés  entre  un  point 
de  D  et  un  point  de  Df  sans  en  Être  séparés  par  un  point  sin- 
gulier; nous  aurons 


d'où 


f-f\ 


quantité  infiniment  petite. 

55.  Le  domaine  A  —  D  est  formé  d'un  certain  nombre  de 
portions  d'un  seul  tenant  a,  ^i ,  a,  ^2^  •  •  •  ]  ^t  l'on  aura 

Cette  dernière  somme  pourra  être  rendue  moindre  que  e, 
si  1/1  admet  entre  a  et  6  une  intégrale  finie  (et  par  suite  dé- 
terminée; car  l/l  étant  positif,  son  intégrale  ne  peut  que 
croître  avec  l'étendue  du  champ). 

Donc  /  fdxsera  toujours  déterminée  si  /  \f\dxest 
finie.  De  plus,  on  aura 


I  /         I     /•' 


Car  cette  inégalité  a  lieu  pour  chacun  des  intervalles  a^bx^ 
a%b^^  . .  •  qui  constituent  le  domaine  D.  Ajoutant  ces  inéga- 
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lilés,  il  vient 

I  fAar)d.r\   r=    \\  f^'/da-Uyl  f  'fdjc 

-''^f\/.<i-r-.f\f\d': 

et,  eo  passant  à  la  limilc,  on  obtiendra  la  relation  cherchée. 
Nous  pourrons  dire,  par  analogie  avec  une  dénomination 
adoptée  dans  la  théorie  des  séries,  que  Tintégrale 

(supposée  déterminée)^  est  absolument  convergente,  siTin- 

légrale 

f\f\dx, 
en  finie;  semi-convergente  dans  le  cas  contraire. 

a6.  Par  analogie  avec  ce  qui  précède,  nous  définirons  les 
symboles 

C/dx,      I  fdx,       r fdx, 
par  les  équations 
f     =\lm  I    ,  /  .  =   lim     /    ,  /      =    lim     /    , 

à  condition  que  les  seconds  membres  aient  des  limites  déter- 
minées. 
Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  la  différence 

•/«  Ja  Jb 

OU  la  différence  analogue   /    ,  ou  enfin  toutes  deux  à  la  fois, 
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tendent  vers  zéro,  lorsque  b  et  b'  tendent  vers  -f-<»,  et  a,  a' 


vers  —  00. 
Comme  on  a 


\f fA<f i/i^-^>   I f fdAir\f\dx, 

Wb  \     ^b  Krt  I    *^a 

on  voit  que  l'intégrale  de  /  dans  un  champ  infini  sera  en- 
core déterminée  toutes  les  fois  que  l'intégrale  de  |/|  dans  le 
même  champ  sera  finie,  et  que  son  module  ne  pourra  sur- 
passer cette  dernière  intégrale. 

On  dira  encore  dans  ce  cas  que  l'intégrale  est  absolument 
convergente;  elle  sera  semi-convergente,  si  elle  reste  déter- 
minée, sans  que  l'intégrale  de  \f\  soit  finie.  Nous  donnerons 
plus  loin  un  exemple  de  ce  genre. 

Enfin  nous  appellerons  valeur  principale  de  l'intégrale 

/      l'expression 

lim    /     , 

b=^  J_fc 

laquelle  se  confond  évidemment  avec  l'intégrale  /      si  cell 


e-ci 


a  un  sens  précis,  mais  qui  peut  être  déterminée  sans  que 
cette  dernière  le  soit. 

S7.  Il  existe  ici  encore  un  cas  très  général  où  l'on  peut 
reconnaître  si  l'intégrale  est  ou  non  déterminée. 

Supposons  que,  pour  j?  =  +  oo,  f{x)  soit  un  infiniment 
petit  d'un  ordre  déterminé  a,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

^{x)  tendant  vers  une  limite  fixe  L,  finie  et  difierente  de 
zéro  quand  x  tend  vers  H-  oo.  On  aura 
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À  étant  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le  minimum  de 
'i[x)  dans  le  champ  d^ntégration,  et  tendant  vers  L  lorsque 
b  et  b'  croissent  indéfiniment.  D^autre  part,  on  a 


X 


__    —  ,  SIX      l, 

z:^  loj:  ^  —  log  //,         si  a  m  ; 


j>our  fe  et  6'  infinis,  celte  expression  tendra  vers  zéro  si 
2>i;  elle  sera  indéterminée  si  a^i.  Donc,  pour  qu'on 
puisse  étendre  le  champ  d^intéf^ration  jusqu^à  l'injîni 
positif  sans  que  V intégrale  cesse  d'être  finie  et  déter- 
minée, il  faut  et  il  suffit  que,  pour  jr  =  -f-  oo,  f{x)  soit  in» 
finiment  petit  d^ ordre  >  i . 

On  arriverait  évidemment  au  même  résultat  pour  Tinfini 
négatif. 

58.  Nous  avons  établi  au  Tome  I  un  certain  nombre  de 
propriétés  des  intégrales  définies,  fondées  sur  leur  définition 
comme  limites  de  sommes. 

11  est  essentiel  de  reconnaître  jusqu'à  quel  point  ces  pro- 
positions subsistent  pour  les  nouvelles  intégrales  que  nous 
venons  de  définir. 

j^  Les  relations  (i)  et  (2)  subsistent  évidemment,  puis- 
qu'elles sont  le  point  de  départ  de  nos  généralisations. 

2^*  Il  en  est  de  même  de  la  formule 


[•^) 


f-f- 


En  effet,  l'intervalle  ab  étant  d'abord  supposé  fini,  décom- 
posons-le, comme  il  a  été  expliqué,  en  intervalles  partiels 
infiniment  petits;  on  aura,  pour  tout  intervalle  a^è*,  qui  ne 
contient  aucun  des  points  singuliers  c,  C{,  . . . , 


f      =—  /      • 

ai,  *^  ht. 
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Sommant   les   équations  ainsi  obtenues  et  passant   à   la 
limite,  il  viendra 


/=-/ 

^a  ^b 


Cette  formule,  étant  ainsi  démontrée  pour  des  valeurs 
finies  quelconques  de  a  et  de  6,  subsistera  encore  à  la 
limite,  si  l'on  fait  tendre  vers  l'infini  a  ou  6,  ou  tous  les 
deux  à  la  fois. 

Nous  avons  encore  trouvé  (t.  I,  n**  55)  les  résultats 
suivants. 

30  Si  l'on  a 

C|,  C2,   ...  étant  des  constantes  et  f\{jc),  f-ii-^)'»  •••  ^^^ 
fonctions  intégrables.  on  en  déduit 

(4)       f  /{x)dx=zC,  f  A{x)cix-^C,  f  Mx)dx  +  ,.,, 

4**  Si  f[x)'^f^{x)  les  deux  fonctions  étant  intégrables, 
on  a 


/    f{x)dx-^  f  f,{x)dx. 


Soient,  par  suite,  cp(j?)  et^j>(;r)  des  fonctions  intégrables 
dont  la  première  reste  positive  dans  tout  l'intervalle  a6, 
tandis  que  la  seconde  reste  comprise  entre  deux  nombres 
fixes  M  et  m.  En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  M  >  m  et 
6  >  a,  on  aura 

f    ^{x)dx^l    ^{x)^{x)dx^M  I     o{x)dx 

et,  par  suite, 

Jf    ^{x)^{x)dx=\k  j    (f(x)dx, 

a  étant  intermédiaire  entre  M  et  m. 


INTÉGRALES  DÉFINIES.  67 

On  voit,  par  un  raisonnement  identique  au  précédent,  que 
ces  relations  subsistent  encore  pour  nos  intégrales  généra- 
lisées. 

o9.  Si  F(:r)  est  une  fonction  primitive  de  la  fonction  f{x)^ 
intégrable  de  a  à  6,  on  a  (t.  I,  n**  82) 

^  a 

L^extension  de  cette  formule  au  cas  actuel  réclame  plus 
(inattention. 

Remarquons  toutd*abord  que,  a:  désignant  un  point  quel- 
conque de  l'intervalle  a6,  on  a 


/•''      r^      /** 


Les  deux  intégrales  qui  figurent  au  second  membre  de 
cette  formule,  pouvant  être  calculées  indépendamment  Tune. 

de  Taulre,  doivent  être  finies  et  déterminées  pour  que  / 

le  soit.  L'intégrale  1    représente  donc  une  fonction  de  x^ 

définie  dans  tout  Tintervalle  ab.  Cette  fonction  est  d'ailleurs 
continue,  car,  si  e  est  un  infiniment  petit  positif,  on  a  par 
définition 

lim  f"  =  f\ 
et,  d'autre  part, 

Enfin  on  sait  que^  pour  toute  valeur  de  x  pour  laquelle 
f{x)  est  continue,  cette  intégrale  a  pour  dérivée  f{x) 
(t.  I,  n»81). 

Supposons  maintenant  que  f{x)  soit  continue  dans  tout 
le  champ  a6,  sauf  en  certains  points  isolés  C|,  . . .,  C/z.  Soit 
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F(^)une  fonction  primitive,  qui  jouisse  delà  même  propriété 
que  /  ,  à  savoir  d'avoir  une  dérivée  égale  à  f{x)  dans  tout 
le  champ,  sauf  peut-être  aux  points  C|,  ...,  c^.  La  différence 

^  a 

ayant  sa  dérivée  constamment  nulle  dans  l'intérieur  de  chacun 
des  intervalles  aC|,C|  C2, . .  .^Cnb  s^y  réduira  à  une  constante; 
mais  cette  constante  pourra  varier  d'un  intervalle  à  l'autre. 
Soient  A',  Ai,  . . .,  k„  ses  diverses  valeurs.  On  aura 

V{b)-.-.ff{.r)dx  +  k.„ 
d'où 

r  /(.r)  d.v  --:  V{b)  -  F(r/)  -  (A-,.-  k). 

Le  terme  complémentaire  kn  —  A*  n'est  autre  chose  que  la 
somme  des  discontinuités  que  la  fonction  F(a:)  présente  aux 
points  C|,  . . . ,  c,/.  On  a,  en  effet, 

A„—  A-rrr:(A„— A„_,)4-...-+-(Ai— A). 

Or  la  discontinuité  de  F(:r)  au  point  a  est  par  définition 
l'expression 

lim[F(c,H-e')-F(c,~s)]=zHmry'"''VA-~y''     -  k^X 

et  se  réduit  à  A*/ —  Av_i,  puisque  l'intégrale  est  une  fonction 
continue. 

D'ailleurs  F (:r),  ayant  une  dérivée  en  tout  point  autre  que 
<^iî  •  •  •  7  ^/î>  y  sera  continue. 

Nous  aurons  donc  finalement 

(6)  j    f{x)dx=^V{b)^V{a)-l, 
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A  désignant  la  discontinuité  totale  de  la  fonction  F(  j*)  dans 
l'iDlervalle  de  a  à  6. 

Un  passage  à  la  limite  permettra  d'étendre  cette  relation 
au  cas  où  le  champ  est  infini. 

60.  La  règle  pour  Tintégration  par  parties  est  une  consë- 
<|ueDce  immédiate  de  ce  qui  précède. 

Soient,  en  effet,  /(x)  et  <f{x)  deux  fonctions  telles  que 
/(  j)^'(x)  et/'(x)(p(ar)  soient  continues  entre  a  et  b,  sauf 
en  des  points  isolés.  La  somme 

/(j:);p'(^)-^/(^)^(x) 

étant  la  dérivée  de/(x)  îp(x),  on  aura,  en  appliquant  la  for- 
mule ci- dessus, 

A  désignant  la  somme  des  discontinuités  de/{x)'f{x). 
Si  donc  Tune  des  intégrales 

J  f{x)^'(x)dx,       J  f'{x)':.{jL')iU 

a  une  valeur  déterminée,  et  s'il  en  est  de  même  du  second 
membre  de  l'équation,  l'autre  intégrale  sera  également  dé- 
terminée, et  pourra  se  calculer  par  cette  formule. 

L^équation  (7)  subsistera  d'ailleurs  à  la  limite,  si  a  ou  6 
tendent  vers  00. 

61.  Nous  avons  vu  que,  si  y(^)  est  une  fonction  quel- 
conque, dont  la  dérivée  reste  continue  et  différente  de  zéro 
dansrinter\'alle  de  t^  à  T,  on  a,  en  supposant 

la  relation 
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Supposons  maintenant  que  ç'(^)  devienne  nulle  ou  dis- 
continue, mais  seulement  à  Tune  des  deux  limites  du  champ, 
en  T,  par  exemple.  On  pourra  appliquer  le  th«êorème  dans 
l'intervalle  de  ^o  à  T  —  e.  Il  viendra 

J^<p(T-E)  ^T-e 

f  f{x)dx^  /[?(0]?'(0^^ 

Faisons  tendre  e  vers  séro.  Si  la  fonction  cp(r)  reste  con- 
tinue au  point  T,  cp(T —  e)  tendra  vers  cp(T)  et  l'on  obtiendra 
la  formule  (8). 

Si  «(T — e)  tendait  vers  +a>  ou  vers  —  »,  cette  formule 
subsisterait  encore,  en  y  remplaçant  f  (T)  par  -hoo  ou  par 

—  00. 

Si  nous  admettons  enfin  que  la  fonction  f'(^)  reste  con- 
tinue et  de  même  signe  dans  tout  l'intervalle  de  T  à  -f-  x, 
par  exemple,  on  pourra,  sans  que  la  formule  cesse  de  sub- 
sister, y  faire  croître  indéfiniment  la  quantité  T;  <p(T),  va- 
riant toujours  dans  le  même  sens,  tendra  vers  une  limite 
déterminée,  finie  ou  infinie;  en  la  désignant  par  ©(oo),  on 
voit  que  la  formule  subsiste  encore  pour  T  =  ce. 

Supposons,  en  dernier  lieu,  que  la  dérivée  y'(^)  soit  nulle 
ou  discontinue  en  des  points  isolés  C|,  C3,  ...  situés  dans 
le  champ  d'intégration.  On  devra,  pour  opérer  en  toute  sé- 
curité, décomposer  le  champ  ab  en  intervalles  partiels  aC\^ 
CfCa,  ...,  dans  chacun  desquels  on  pourra  appliquer  la 
formule  précédente,  cary'(^)  n'y  devient  nulle  ou  discon- 
tinue qu'aux  limites  du  champ. 

62.  Soit,  comme  exemple,  à  transformer  l'intégrale 


f  n-^ 


x)  dXf 
par  le  changement  de  variable 


f 

X  =r.  ' 

t 
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Si  a  et  6  soDt  de  même  signe,  lorsque  x  varie  de  a  à  6, 

varie  de  -  à  t;  ^t  la  dérivé 
a     b 

rente  de  zéro.  On  aura  donc 


/  varie  de  -  à  t;  et  la  dérivée  -r-  restera  continue  et  diflTé 
a     b  al 


Mais  cette  formule  serait  inexacte  si  a  et  6  étaient  de  signe 
contraire;  car  x  passe  par  la  valeur  zéro,  pour  laquelle  t-- 

s^anoule.  On  devra  donc  décomposer  Tintégrale  f     dans  les 
deui  suivantes 

r. 


f 


qu'on  transformera  séparément. 
Soit,  par  exemple,  a  <  o,  6  >o.  Lorsque  x  varie  de  a  à  o, 

t  varie  de  -  à  —  oo;  quand  x  varie  de  o  à  6,  ^  varie  de  +3C 
à  7-  La  véritable  formule  de  transformation  sera  donc 

0 


r-£] 


63.  Soit  encore  à  transformer  Tintégralc 


%\ï\"^xdx 
^© 

par  la  substitution 

X  =2  arc  sint. 


f 


La  dérivée  de  arc  sini  est  égale  à 


1      _     ±1 
cosx       V  F""  ^* 
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Elle  devienl  infinie  pour  ^  =  -  •  On  devra  donc  décomposer 
rinlégrale  dans  les  deux  suivantes 


Dans  la  première,  t  varie  de  o  à  i,  cosj?  est  positif^  Tinté- 
grale  transformée  sera  donc 


0    ^^=^ 


le  radical  étant  pris  positivement. 

Dans  la  seconde,  t  varie  de  i  à  o,  et  cos j?  est  négatif;  elle 
a  donc  pour  transformée 


Ajoutant  les  résultats  trouvés,  il  viendra 
I     sin'"xdx---2  I       f 


64.  Le  théorème  établi  (t.  I,  n^  329)  pour  l'intégration 
des  séries  peut  être  généralisé  comme  il  suit. 
Soit 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  x^  admettant 
des  intégrales  déterminées  dans  Tintervalle  de  a  à  6  (ces 
limites  pouvant  être  infinies).  Si  le  reste  R/,,  négligé  en 
s'arrêtant  au  /i»^"«  terme  de  la  série,  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

R/»=ei,«p(a?), 

f{x)  étant  une  fonction  positive  de  x^  dont  l'intégrale  entre 
a  et  b  soit  finie,  et  e,i  un  facteur  qui  tend  uniformément 
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vers  zéro  lorsque  n  tend  vers  rinfinî,  on  aura 
(y)  /    Sdjr:=  I     u^dx  \-  l     u^dx -\- 

^a  *^n  *^a 

On  a,  en  effel, 

/Sdx=  I    liidx  -{-. .  .-^  I     a^dx  ~h  I     l\„dx. 
Il  suflit  donc  de  montrer  que  le  terme  complémentaire 

/Vi^dx—  I    tno(x)dx 

tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  oo.  Or  on  peut  prendre  n 
assez  grand  pour  que  dans  tout  le  champ  |  S/,  |  soit  constam- 
ment moindre  qu'une  quantité  e  d'une  petitesse  arbitraire, 
et  te  théorème  de  la  moyenne  donnera 


\L 


r 

e„  ^{x)  dx    "^  £  /      T* ( -^ )  ^'''» 
I         *^« 

quantité  qui  tend  vers  zéro. 

60.  Soient  a,  A,  é,  B  des  constantes  finies;  f{x^y)  une 
fonction  des  deux  variables  jr,  y^  continue  dans  le  rec- 
tangle R  formé  par  les  droites  x=^a,  x  =^  Xf  y  =^  b,  y  =  B. 
Onaura(t.I,n»  58)  l'égalité 


(10) 


dy       fdy----:        djc       fdy. 


Car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ne  sont  que  deii\ 
expressions  différentes  de  l'intégrale  double 


^Jd.dy. 


Mais  si  l'une  des  limites  a,  A,  6,  B  devenait  infinie,  ou 
^^f{^^y)  cessait  d'être  continue  dans  tout  le  champ  d'in- 
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tégratioD,  la  démonstration  précédente  n'étant  plus  appli- 
cable, l'égalité  (lo)  pourrait  cesser  d'être  exacte,  ainsi  que  le 
montrent  les  exemples  suivants. 

66.  Posons 

V  =  arclang-,         -j_^=/(x,j), 

azzr&zizo,  A=iBi=:i. 

On  aura 

d\  _     —y  dW  _       X 

dx  ~~  d7*  4-  y*  dy  ~  x^-\-  y- 

67.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 

kx"'  +  B J7'"-»  -h ...-+-  Ko?  -f-  L, 

A,  B,  ...,  K,  L  étant  des  constantes,  que  nous  supposerons 
réelles  pour  plus  de  simplicité. 
Posons 

X  z=  p(coso  4-  /sin^). 

La  fonction  prendra  la  forme 

en  faisant,  pour  abréger, 

P  =::  Ap"'cosm(p  -f-  Bp'"-»  cos(m—  i)<p  -f-. .  .-h  Kpcosç  r+-  L, 
Q  =  Ap"*  sinmo  +  Bp"«-'  sîn(m  —  i)çp  -h. .  .  4-  Kp  sino. 

Posons 

p 
V=:arctangT=r- 
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On  en  déduit 

do  ~       P»+Q«      * 
<)*y  _         M 

M  désignant  une  fonction  entière  de  p  et  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  <f. 

Nous  allons  démontrer  que,  en  désignant  par  R  une  quan- 
tité sufGsamment  grande,  les  deux  intégrales 


r*x"s^' 


et 


n^auront  pas  la  même  valeur. 
La  première  intégrale  est  égale  à 


r*(^)r=°' 


car,  —reprenant,  pour  tf  =  oel^=z  2Tr,  la  même  valeur,  la 

quaulité  à  intégrer  est  nulle. 
La  seconde  intégrale  a  pour  valeur 


r<^) 


0 


Ur,  pour  p  =  o,  on  a  (^  =  o  et  -~-  =  o,  d  ou  -y-  =:  o. 

Pour  p  =:  R,  on  aura,  en  n'écrivant  que  les  termes  du  degré 
J.  -IL  5 
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te  plus  élevé  en  R, 

P  =  AR'"cosmç-f-. . ., 
Q  1=  AR*"  sin  m  ç  -h . . .  ; 

3-  =:  —  m  AR*"  sin  m  9  -^ . . . , 
(70 

dO 

■^  =      mAR"»cosmç -h. . .; 


d'ofi 


d\  _  —  mA'R*^»-4-.. .  _ 


e  étant  une  quantité  très  petite,  quand  R  est  très  grand. 
La  seconde  intégrale  aura  donc  pour  valeur 


ou  sensiblement 


XÎ1C 


X 


quantité  diflférente  de  zéro. 

Les  deux  intégrales  que  nous  venons  de  calculer  ayant 
une  valeur  différente,  il  faut  nécessairement  que  la  fonc- 

tion  soit  discontinue  dans  le  champ  de  Tintégration. 

M 

Mais  elle  est  égale  à  p^ — onî'  ^^  ^^  ^f  Q  ^^^^  ^^^  fonc- 
tions évidemment  continues.  Elle  ne  peut  donc  devenir  dis- 
continue que  si  son  dénominateur  s^annule.  Il  existe  donc 
un  système  de  valeurs  de  p  et  de  'f  qui  annule  à  la  fois  P  et  Q. 
Donc  il  existe  une  valeur  p(cos(p  +  isintf)  de  la  variable  a: 
qui  annule  le  polynôme  Aa:"*-}-  B^"»"*  +  . . .  +  L. 

Nous  avons  ainsi  démontré  à  nouveau  cette  proposition 
fondamentale  de  la  théorie  des  équations,  que  toute  équa- 
tion algébrique  a  une  racine. 

68.  Il  est  utile  d'assigner  un  ensemble  de  conditions  suf- 


INTiGlALIS  DtriNIIS.  67 

fisantes  pour  qu'on  puisse  opérer  avec  sûrelé  le  renverse- 
ment de  l'ordre  de  deux  intégrations  successives. 
Supposons  d'abord  a,  Â,  6,  B  finis  et  admettons  : 
1^  Que  les  points  c  du  champ  pour  lesquels  la  fonction  / 
cesse  d'éire  continue  soient  tous  situés  sur  un  nombre  limité 
d'arcs  de  courbe  continus  P|  Qn  . . . ,  Pu  Qn  sur  chacun  des- 
quels X  d*une  part,  et  y  de  l'autre,  aillent  constamment  en 
croissant  ou  constamment  en  décroissant; 

2^  Que  l'intégrale  /        /dx^  prise  suivant  un  segment 

d'une  parallèle  aux  x,  situé  d'une  manière  quelconque  dans 
le  champ,  et  dont  la  longueur  X  ne  surpasse  pas  un  nombre 
fixe  /,  ait  toujours  une  valeur  déterminée,  dont  le  module 
soil  constamment  inférieur  à  une  quantité  c/,  ne  dépendant 
que  de  /  et  tendant  vers  zéro  avec  lui  ; 

/dy^  prise  suivant  une 

parallèle  aux  j^,  ait  de  même  une  valeur  déterminée,  de  mo- 
dule moindre  qu'une  quantité  e/  analogue  à  c/. 
Dans  ces  conditions,  nous  allons  montrer  :   i^  que  les 

intégrales 

dxj    fdx     et      /     dx  \    fdy 

ont  des  valeurs  finies  et  déterminées  ;  2®  qu'elles  sont  égales. 
Remarquons  d'abord  que,  sur  chacun  des  arcs  PQ,  x  est 
une  fonction  continue  de  y^  toujours  croissante  ou  toujours 
décroissante,  et  réciproquement.  Les  points  de  cet  arc  com- 
pris dans  la  bande  limitée  par  deux  parallèles  y  ^\.  y  '\'  dy 
à  Taxe  des  x  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre  auront  donc 
des  abscisses  infiniment  peu  différentes;  et  si  nous  suppo- 
sons ^f^  <<  S,  8  désignant  un  infiniment  petit,  ils  seront  tous 
contenus  à  l'intérieur  d'un  rectangle  r  de  hauteur  6(^  et  de 
longueur  moindre  que  /,  /  étant  une  quantité  que  nous  pour- 
rons faire  décroître  à  volonté  en  même  temps  que  S, 
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Chacun  des  n  arcs  P|  Qi,  ...,  P»  Q/i  donnera  lieu  à  un 
semblable  rectangle  (si  toutefois  il  rencontre  la  bande  de 
hauteur  dy  que  nous  considérons).  Si  deux  des  rectangles 
ainsi  formés  empiètent  l'un  sur  l'autre,  ou  sont  contigus' 
nous  les  réunirons  en  un  rectangle  unique  dont  la  longueur 
sera  moindre  que  2/.  Continuant  ainsi,  on  voit  que  tous  les 
points  des  arcs  P|Qi,  ...,  P/z  Qm  contenus  dans  la  bande 
seront  intérieurs  à  des  rectangles  r i ,  r^ , . . .  dont  le  nombre  tn 
est  au  plus  égal  à  /i,  et  tels  que  la  somme  de  leurs  longueurs 
soit  moindre  que  ni. 

On  en  conclut  que  l'intégrale 

»A 

f{x,y)dx 


f 


est  une  fonction  continue  de  y.  En  effet,  elle  se  compose  : 
I®  De  m  intégrales  prises  suivant  les  segments  de  la  droite 
d'intégration  renfermés  dans  les  rectangles  /•<,  ...,  /';„.  Le 
module  de  chacune  d'elles  sera  <  eni,  et  il  en  sera  de  même 
pour  les  modules  des  portions  correspondantes  de  l'intégrale 


/ 


A 


2®  Des  m  -f- 1  intégrales  prises  suivant  les  segments  de 
la  droite  d'intégration  extérieurs  aux  rectangles.  Celles-ci 
seront  des  fondions  continues  de  j^  puisque /'(^,^)  est  con- 
tinue en  dehors  des  rectangles.  Le  module  de  l'accroissement 
de  chacune  d'elles,  lorsque  y  sera  changé  en  ^  -h  rfy,  sera 
donc  moindre  qu'une  quantité  arbitraire  e,  si  dy  est  assez 
petit. 

On  aura  donc 


<2m£„/-f-(/n-hi)£. 


\f  f{^,y-^dy)dx—j    f{x,y)dx 

Or,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  dy^  on  pourra  faire 
décroître  en  même  temps  e,  8  et,  par  suite,  /,  tni]  notre  pro- 
position est  donc  établie. 
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L'expression 

intégrale  d'une  fonction  continue  de  y^  sera  finie  et  déter- 
minée. 
La  même  démonstration  s'appliquerait  évidemment  à  Tin- 

légrale 

Ç\x  f'/df. 

11  reste  à  prouver  que  ces  intégrales  sont  égales. 

69.  Pour  cela,  décomposons  le  champ  d'intégration  par 
des  parallèles  aux  axes  coordonnés  en  rectangles  élémen- 
taires de  côté  moindre  que  S.  Désignons  généralement  par  e 
ceux  de  ces  rectangles  qui  n'ont  aucun  point  commun  avec  les 
arcs  PQ;  par  e!  les  autres,  qui  rencontrent  au  moins  l'un  de 
ces  arcs. 

L'intégrale 

eit  évidemment  une  somme  d'intégrales  analogues  ayant  res- 
pectivement pour  champ  les  divers  éléments  e  et  e'.  D'ail- 
leurs dans  les  éléments  e,  où  la  fonction  /  reste  continue , 
Tiotégrale  double  Sfdx  dy  existe  et  représente  la  valeur  de 
\dy  ffdx  ;  on  aura  donc 

f'^yffd''  =  ^S/rfx  dy  H-  ^fdyffdx. 

e  e' 

Nous  allons  montrer  que  le  dernier  terme  de  cette  égalité 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  3. 

Soient  en  effet  e'j^  ceux  des  éléments  e'  qui  sont  compris 
entre  deux  parallèles  aux  x  consécutives,  y^  ety^+^J^A- 
Ceux  de  ces  éléments  e'^^  qui  rencontrent  un  même  arc  PQ 
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seront  contigus,  et  leur  réunion  fournira  un  rectangle  p  en- 
tièrement contenu,  si  les  parallèles  aux  y  sont  suffisamment 
rapprochées,  dans  le  rectangle  r  de  longueur  X  moindre  que  / 
qui,  d'après  le  numéro  précédent,  contient  à  son  intérieur 
tous  les  points  communs  à  PQ  et  à  la  bande  considérée.  Â 
chacun  des  arcs  P|  Qi,  . . . ,  P/iQ»  qui  rencontrent  la  bande 
correspond  ainsi  un  rectangle  p.  Réunissant  encore  en  un 
seul  ceux  de  ces  rectangles  qui  seraient  contigus  ou  empié- 
teraient les  uns  sur  les  autres,  on  voit  que  les  éléments  e\  se 
groupent  en  rectangles  pi ,  p2,  •  • .  en  nombre  au  plus  égal  à  n 
et  tels  que  la  somme  de  leurs  longueurs  soit  moindre  que  nL 
La  somme  des  intégrales  Idy  ffdx  relative  aux  élé- 
ments e'f^  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  mêmes  inté- 
grales relatives  aux  divers  rectangles  pi,  pa,  ....  Or,  pour 
chacun   de  ceux-ci,   l'intégrale    ffdx  ayant    son   module 

moindre   que  £«;,  celui    de    l'intégrale     f dy  ffdx    sera 
moindre  que 

Hidy^tnidyic' 


r 


On  a  donc 


l^fdyj'fdx 

I   'A- 


<nt^idyu, 


et  par  suite 

^yff^^\<\\f^yff^^  <n^niSciy. 


W 


''k 


expression  dont  la  limite  est  bien  égale  à  zéro. 
Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  d'établir  qu'on  a 

j  ^y  [  f^^ — l^™y//^^  ^Z- 

On  obtiendrait,  par  un  raisonnement  identique,  le  même 
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résultat  pour  l'intégrale  j    dx  j  fdy.  Ces  deux  intégrales 
sont  donc  égales. 

70.  Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  subsistera  encore 
si  Ton  suppose  :  i®  que  les  conditions  (1)  et  (2),  sans  être  né- 
cessairement satisfaites  dans  le  rectangle  (a,  Â,  6,  B)  le  sont 
dans  tout  rectangle  (a,  A,  6-|-7i,  B  —  r/)  quelque  petites 
que  soient  les  quantités  positives  t),  r/;  a*  que  la  condition  (3) 
soit  satisfaite  dans  le  rectangle  (a.  A,  b,  B). 

En  eflet,  les  deux  derniers  termes  de  Texpression 

ont;  par  hypothèse,  un  module  <  c/  si  t)  et  i^  sont  moindres 
que  /,  quel  que  soit  d'ailleurs  x  ;  la  somme  de  leurs  variations, 
lorsqu'on  j  change  x  en  x  +  dXy  est  donc  moindre  en  va- 
leur absolue  que  4e/« 
En  outre,  le  premier  terme  est  une  fonction  continue  de  x. 

Donc  /    fdy  sera  également  continue,  car,  en  prenant  d'a- 
bord /,  puis  dx  suffisamment  petits,  on  pourra  faire  décroître 
autant  qu'on  voudra  chacun  des  termes  de  sa  variation. 
L'intégrale 


jf^X"- 


aura  donc  une  valeur  déterminée,  qui  sera  la  limite  de  l'inté- 
grale 

f^dx  r    ^  fdy, 
car  la  différence  entre  ces  deux  intégrales  sera  égale  à 
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expression  dont  le  module  est  moindre  que 

r2tidx=i2Zi{\  —  a) 

et,  par  suite,  tend  vers  zéro  avec  /. 
Mais  on  a 

i    dx  fdy=\         dy       fdjr; 

la  limite  dont  nous  venons  d'établir  Texislence  n'est  donc, 
par  définition,  autre  chose  que  l'intégrale 


/  dyjfdT. 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  théorème  subsistera  encore 
pour  tout  champ  décomposable  en  un  nombre  limité  de  rec- 
tangles dont  chacun,  considéré  séparément,  satisfasse  aux 
conditions  précédentes. 

71.  Passons  enfin  au  cas  où  le  champ  est  infini.  Suppo- 
sons, à  cet  effet,  que  a.  A,  b  restant  fixes,  on  puisse  faire 
croître  indéfiniment  B  sans  que  le  théorème  cesse  d'avoir  lieu. 

Admettons,  en  outre,  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  A,  l'intégrale 


Cfdy 


ait  une  valeur  déterminée,  dont  le  module  soit  moindre  que 
^B?(^))  J^  premier  facteur  e^  restant  borné  et  tendant  unifor- 
mément vers  zéro  pour  B  =  oo  dans  tout  l'intervalle  de  x  =  a 
k  x  =  A  (ou  tout  au  moins  dans  toute  portion  de  cet  inter- 
valle qui  ne  contient  pas  certains  points  isolés  c,  c',  .. .); 
^( a;)  désignant  d'autre  part  une  fonction  de  x^  positive,  éga- 
lement bornée  entre  a  et  A  et  admettant  dans  cet  intervalle 
une  intégrale  finie. 
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Dans  ces  conditions,  l'intégrale   /    fdy  représentera  entre 

/7  et  A  une  fonction  de  x,  continue  (sauf  peut-être  aux  points 
exceptionnels  c^  c',  .  • .).  En  effet,  soil  x  un  point  quelconque 
différent  de  ceux-là;  on  aura 


(N) 


r/dy=  f  fdy^  T/dy. 

•^b  •/&  •^B 


Pour  toutes  les  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  celle 
que  nous  considérons,  ff{x)  sera  inférieur  à  une  quantité 
Fixe  M,  et  e^  pourra,  en  prenant  B  assez  grand,  être  rendu 
moindre  qu'un  nombre  arbitraire  c.  La  variation  du  terme 

I    f^y  ^^  passant  du  point  x  à  un  point  infiniment  voisin 

T-k-dx  aura  donc  son  module  moindre  que  2 Me.  D'autre 

part,   /   fdy  étant  continue,  le  module  de  sa  variation  sera 

^b 
<  £  si  cte  est  assez  petit. 

Le  module  de  la  variation  de  /    fdy  sera  donc  moindre 

Jb 
que  (2M-f-i)e  et  décroîtra  ainsi  autant  qu'on  voudra,  en 
faisant  d'abord  croître  suffisamment  la  quantité  auxiliaire  B, 
puis  prenant  dx  assez  petit. 

Si  donc  il  n'existe  dans  le  champ  a  A  aucun  des  points 

eiceptionnels  c,  c',  ...  que  nous  avons  supposes,   /    fdy 

Jb 
sera  continue  dans  tout  le  champ,  et  l'intégrale 

Çdx  f'/dy 

^n  ^b 

aura  une  valeur  déterminée. 
Dans  tous  les  cas,  d'ailleurs,  où  cette  intégrale,  ou  celle-ci 

\    ^y  f  fdx=i\\m  f  dy  f  fdx^Vim  Ç  dx  Ç  fdy, 
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sera  déterminée,  elles  le  seront  toutes  deux,  et  elles  seront 
égales.  Intégrant,  en  effet,  Tégalité  (i  i)  de  ^  =  a  à  ^  =  A  et 
faisant  tendre  B  vers  oo,  il  viendra 

dx  I     fdy=z\\mj     dx  j    fdy -\-\im  j    dx  l    fdy. 

U  suffira  donc,  pour  établir  notre  proposition,  de  montrer 
que  Texpression 

r  dx  r  fdy 

a  pour  limite  zéro  pour  B  =  oo. 

Pour  cela,  isolons  dans  le  champ  a  A  des  intervalles  par- 
tiels de  longueur  <  8  contenant  respectivement  dans  leur 
intérieur  les  divers  points  c,  c',  .... 

Considérons  l'un  de  ces  intervalles  olol'  contenant  le  point  c, 
par  exemple. 

Le  module  de  l'intégrale 

f'/df 

y  sera  moindre  que  e^  'f  (j?)  et  a /or/ loW  moindre  que  [^  f  (^), 
|JL  désignant  le  maximum  de  la  fonction  eg,  qui  est  supposée 

bornée.  L'intégrale  I     dx  f    fdy  prise  dans  cet  intervalle 

aura  donc  un  module  moindre  que  [x  /     ^(^x')dx^  qui  tend 

vers  zéro  avec  8,  puisque  <p(^)  est  supposée  intégrable. 

Donc,  en  prenant  8  assez  petit,  on  pourra  faire  décroître, 
autant  qu'on  voudra,  la  somme  des  intégrales  relatives  aux 
petits  intervalles  que  nous  avons  isolés.  Désignons  par  D  le 
reste  du  champ;  e^  y  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  B 
tend  vers  oo;  donc,  en  prenant  B  assez  grand,  on  pourra 
rendre  t^  constamment  moindre  qu'une  quantité  arbitraire  e  ; 
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on  aora,  par  suite, 

\fdjef  /dy\<*f<f(^)d^<*f  ?(Jf)<'«. 
quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  c. 
72.  L'égalité 

f^dxr/dy=rdyf\dx 

Ja  *Jb  ^b  ^a 

étant  établie,  sous  les  conditions  précédentes,  faisons  tendre  Â 
à  son  tour  vers  oo.  Admettons  :  i®  que  pour  les  valeurs  de  y 

compri^s  entre  b  et  oo,  l'intégrale  i  fdx  ait  une  valeur 

déterminée,  de  module  inférieur  à  e^^  A  (^),  e^  restant  toujours 
borné  et  tendant  uniformément  vers  zéro,  lorsque  A  tend 
versx,  dans  tout  Tintcrvalle  de  6  à  oo  (sauf  peut-être  aux  en- 
virons de  certains  points  exceptionnels,  en  nombre  fini),  et 
'i(/)  étant  une  fonction  positive  de  y^  dont  l'intégrale  de  h 
à  X  soit  finie.  Un  raisonnement  tout  semblable  au  précédent 
montrera  que,  si  l'une  des  intégrales 

fâyT/dx,      fd^T/dy 

est  déterminée  (ce  qui  arrivera  toujours  s'il  n'j  a  pas  de 
points  exceptionnels),  elles  seront  égales. 

II.  —  Intégrales  multiples. 

73.  La  définition  des  intégrales  multiples  peut  être  aisé- 
ment généralisée  comme  celle  des  intégrales  simples  l'a  été 
dans  la  Section  précédente.  Pour  fixer  les  idées,  nous,  con- 
sidérerons les  intégrales  doubles. 

^o\i  f{x^y)  une  fonction  de  x^  y^  laquelle  reste  bornée 
aux  environs  de  chaque  point  d'un  domaine  borné  E,  sauf 
aux  environs  de  certains  points  c,  (/,...  en  nombre  fini  ou 
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infini.  Nous  pouvons  supposer  ces  points  d*exception  situés 
sur  la  frontière  de  E;  car,  s'ils  lui  étaient  intérieurs,  en  les 
excluant  de  ce  domaine  nous  constituerions  un  nouveau 
domaine  pour  lequel  ils  seraient  des  points  frontières,  et 
c'est  sur  celui-ci  que  nous  raisonnerions. 

Soit  D  un  domaine  quelconque,  mesurable  et  parfait, 
intérieur  à  E.  La  fonction  f{x^  y)  y  sera  bornée;  car  autour 
de  chaque  point  ^,  jk  de  D  on  peut  tracer  un  cercle  dans 
lequel /est  bornée;  elle  le  sera  a  fortiori  dans  tout  domaine 
contenu  dans  ce  cercle.  Si  donc  cette  propriété  a  lieu  pour 
tout  cercle  ayant  son  centre  en  un  point  ;»,  y,  quelque  grand 
que  soit  son  rajon,  elle  aura  lieu  pour  D;  sinon  on  pourra 
déterminer  un  nombre  r  tel  que  /  soit  bornée  dans  les  cer- 
cles de  rayon  <;  r,  mais  ne  le  soit  plus  dans  les  cercles  de 
rayon  >  r. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  du  n°220  (t.  I)  montre 
que  r  est  une  fonction  continue  de  or,  y  et  admet  dans  D  un 
minimum  p  différent  de  zéro.  Or  on  peut  décomposer  D  en 
un  nombre  fini  d'éléments  de  diamètre  <;p;  la  fonction  /, 
étant  bornée  dans  chacun  d'eux,  le  sera  dans  D. 

La  fonction  /  admettra  donc  dans  D  une  intégrale  par 
excès  et  une  intégrale  par  défaut;  nous  les  représenterons 
respectivement  par  Si/de  et  Si/de,  ou,  plus  simplement, 
par  Sd,  SS-  Lorsque  nous  n'aurons  à  considérer  qu'une  seule 
d'entre  elles  et  que  le  raisonnement  pourra  s'appliquer  in- 
différemment à  l'une  ou  à  l'autre,  il  deviendra  inutile  de  les 
distinguer;  on  pourra  donc  les  désigner  par  la  notation  com- 
mune Sd,  en  supprimant  l'indice  supérieur. 

74.  Soit  donc  Sd  l'une  ou  l'autre  de  nos  deux  intégrales. 

Si  nous  faisons  varier  le  domaine  D  d'une  manière  quel- 
conque, de  telle  sorte  que  son  aire  ait  pour  limite  l'aire  inté- 
rieure de  E,  il  pourra  arriver  que  l'intégrale  S^  tende  vers 
une  limite  déterminée.  Nous  dirons  dans  ce  cas  que  cette 
limite  est  l'intégrale  dans  le  domaine  E,  et  nous  la  représen- 
terons par  Sf. 
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La  condition  nécessaire  et  sufiisanle  pour  que  cette  limite 
existe  est  que  Tintégrale  S^  tende  vers  zéro  lorsque  D  varie 
d'une  manière  quelconque,  de  telle  sorte  que  son  aire  tende 
vers  zéro  :  autrement  dit  qu'à  tout  nombre  positifs  on  puisse 
faire  correspondre  un  autre  nombre  o  tel,  que  pour  tout  do- 
maine D  (mesurable,  parfait  et  intérieur  à  E)  d^aire  moindre 

|S0|<E. 

En  effet,  supposons  cette  dernière  condition  satisfaite  et 
considérons  deux  domaines  quelconques  D  et  D' (mesura- 
bles, parfaits  et  intérieurs  à  E)  tels  que  leurs  aires  D  et  D' 
difierent  de  Taire  intérieure  de  £  d'une  quantité  moindre 
que  8.  Soit  d  Pensemble  des  points  de  D  qui  n^appartiennent 
pas  à  D'^  d'  celui  des  points  de  D'  qui  n'appartiennent  pas 
à  D;  on  aura  évidemment 

^<E  — D'<ô,     €/'<E  — D<2, 

et,  par  suite, 

Sd  —  Sd'  ^  s  j  —  Srf-, 

ce  qui  prouve  Texislence  de  la  limite  Sf. 

Réciproquement,  supposons  la  condition  non  satisfaite.  Il 
existera  une  quantité  e  pour  laquelle  on  pourra  déterminer 
un  domaine  d^  d'aire  inférieure  à  une  quantité  quelconque  o 
et  tel  que  l'intégrale  S^  ait  son  module  ^e. 

Soit  D  un  domaine  mesurable  et  parfait  contenant  d^  in- 
térieur à  E  et  tel  que  E  —  D  soit  moindre  que  8.  Si  nous 
enlevons  du  domaine  D  les  points  intérieurs  à  d^  nous  ob- 
tiendrons un  nouveau  domaine  D'=D  —  <f  dont  l'aire  D' 
sera  >  E  —  20.  Les  deux  aires  D  et  D' tendront  toutes  deux 
vers  E  si  Ton  fait  décroître  S;  mais  la  différence  des  inté- 
grales correspondantes 

Sd  —  Sd'  =  Srf 
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aura  son  module  au   moins  égal  à  e.  Dodc  la  limite  Se 
n'existera  pas. 

75.  Les  deux  intégrales 

Si/^e,    ?>lfde 
sont,  par  définition,  les  limites  des  sommes 


\  Mit  dekt      N  mie  àck, 
D  0 


où  Ma,  nik  sont  le  maximum  et  le  minimum  de  f  dans  l'élé- 
ment infiniment  petit  dek»  Le  maximum  La  du  module  de  / 
dans  cet  élément  sera  la  plus  grande  des  deux  quantités  |Ma|i 
\mk\\  on  aura  donc 

\'Lmkdek\î'^hi,dek, 
et  en  passant  à  la  limite 

|Si|^Si|/|Je,        |SJ|=Si(/|rfe. 
Si  donc,  lorsque  D  tend  vers  zéro,  on  a 
(1)  limSi|/l^e  =  o, 

on  aura  a  fortiori 

(a)  limSi=o,         limSS=o, 

et  les  deux  limites  Sf,  SI  seront  déterminées. 

76.  Nous  allons  voir  que,  réciproquement,  les  condi- 
tions (a)  entraînent  comme  conséquence  nécessaire  la  rela- 
tion (i). 

Soit  en  effet/,  une  fonction  égale  à  /quand /est  positif, 
et  à  zéro  quand  /  est  nul  ou  négatif;  on  aura  par  hypothèse, 
pour  tout  champ  D  d'aire  inférieure  à  un  certain  nombre  8, 

lSi/^e|<£, 

et  cette  relation  devra  subsister  pour  tout  champ  contenu 
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dans  D.  Oo  eo  conclut  aisément  qae  Tintégrale 

Si/,  de 
oe  peut  surpasser  e. 

Décomposons  en  effet  le  champ  D  en  éléments  dejt  infini- 
ment petits;  soient  Ma  le  maximum  de/,  M|A  celui  de/i 
dans  Télément  de^. 

On  peut  prendre  les  éléments  assex  petits  pour  que  la 
différence  entre  les  sommes 

ZMjtdejtf     LM^^dejt 
et  leurs  minima 

Sl'/de,     Slftde 

soit  moindre  qu*un  nombre  arbitraire  r^. 

Il  en  sera  ainsi  a  fortiori  si  les  sommes  et  les  intégrales 
ci-dessus  sont  restreintes  à  une  portion  des  éléments  dck' 

Or  M|A  est  égal  à  M^  dans  tout  élément  où  /  prend  des 
valeurs  positives,  égal  à  zéro  dans  les  autres;  on  aura  donc, 
en  désignant  par  D4  l'ensemble  des  éléments  de  la  première 
sorte, 


%Ade=^U,,de,i^}A^de,lShJdi 


^i,  en  faisant  tendre  t^  vers  zéro, 

Si/i  de^t. 

Remarquons  en  second  lieu  que,  le  maximum  de  —  /dans 
un  ensemble  quelconque  étant  égal  et  de  signe  contraire  au 
minimum  de  /,  on  a 

Sî/Cfe=:— Si(— /)ûféf. 

Par  hypothèse  y  le  premier  membre  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  l'aire  de  D  :  il  en  est  donc  de  même  du  second  ; 
et  si  /a  désigne  une  fonction  égale  à  — /  lorsque  — /  est 
positif,  à  zéro  dans  le  cas  contraire,  on  aura,  d'après  ce  qui 

précède, 
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Cela  posé,  on  a  évidemment 

!/l  =/.+/,. 

Le  maximum  de  |/|  dans  un  ensemble  quelconque  esi 
donc  au  plus  égal  à  la  somme  des  maxima  de  /i  et  de/2  ;  O" 
a,  par  suite, 

^l\f\de=Shf,de+Slf^de^2t. 

Donc,  si  D  tend  vers  zéro,  on  aura 

JiinSi  1/1=0. 

Nous  obtenons  dont  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  les  intégrales,  par  excès  et  par  défaut  j  de  la 
fonction  f  dans  le  domaine  E  soient  déterminées  toutes 
deux,  il  faut  et  il  suffit  que  V intégrale  par  excès  de  \/\ 
dans  ce  même  domaine  soit  déterminée. 

On  remarquera  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  par  défaut  do 

l/l  dans  E  est  également  déterminée.  En  effet,  l'intégrale 

par  défaut 

^l\f\de 

a  tous  ses  éléments  positifs  ou  nuls  et  au  plus  égaux  à  ceux 
de  rintégrale  par  excès  SJ  |/|  de\  elle  tendra  donc  vers  zéro 
en  même  temps  que  cette  dernière,  si  D  tend  vers  zéro. 

77.  Soit  D«,  D„  . . .,  D;,,  . . .  une  série  déterminée,  mais 
susceptible  d'être  choisie  à  volonté,  de  domaines  successifs 
(mesurables,  parfaits  et  intérieurs  à  E)  tels  que  chacun  d'eux 
contienne  le  précédent  et  que  l'écart  maximum  des  points 
de  la  frontière  de  D;i  à  la  frontière  de  E  tende  vers  zéro; 
quand  n  tend  vers  00;  l'intégrale 

^k\f\de 

sera  positive  et  croîtra  avec  /i.  Si  elle  tend  vers  oo  en  même 
temps  que  /i,  l'intégrale  Si|/|rfe  ne  pourra  être  finie  et  dé- 
terminée. Dans  le  cas  contraire,  elle  tendra  vers  une  limile 
finie  A,  qui  sera  la  valeur  de  l'intégrale  S^  |/|  de. 
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En  effet,  soit  D  un  domaine  quelconque  (mesurable,  par- 
fait et  intérieur  à  E),  dont  l'aire  soit  >  E  —  8.  Il  existe  dans 
la  suite  Dj,  . . .,  D;,,  ...  un  domaine  D^  contenant  en  en- 
tier D,  et  Ton  aura 

Sh\f\de  =  SUf\de^^' 
Posons,  d'autre  part, 

et  désignons  par  [l„  le  maximum  de  |/|  dans  D». 

Désignons  par  d  Tensemble  des  points  de  D,,  .qui  n'ap- 
partiennent pas  à  D  ;  Faire  de  cet  ensemble  sera  moindre  que 
E  —  D  et  a  fortiori  moindre  que  8.  Cela  posé,  on  aura 

En  prenant  n  suffisamment  grand,  puis  8  suffisamment 
petit,  nous  pourrons  rendre  plus  petits  que  toute  quantité 
donnée,  d'abord  e/^,  puis  [X/iS.  On  aura  donc 

limSJ|/|rfer=A, 

8=0 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

78.  Soient  enfin  E  un  domaine  qui  ne  soit  pas  borné; 
f{x,y)  une  fonction  définie  dans  ce  domaine,  laquelle  ad- 
mette, dans  tout  domaine  A  borné  et  intérieur  à  E,  une  inté- 
grale par  excès  Si,  ou  une  intégrale  par  défaut  S^. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  l'on  ait 

limSi  =  o         ou         limSS  =  o 

|>=0  D=0 

pour  tout  domaine  infiniment  petit  D  intérieur  à  A.  Et  si 
ces  deux  conditions  sont  satisfaites  à  la  fois,  elles  équivau- 
dront à  celle-ci  : 

limSi\/\de=:o. 

D  =0 

Soit  R  l'écart  minimum  des  points  de  E  non  contenus  dans 
J.  -  If.  6 
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A  à  ua  point  fixe,  l'origine  des  coordonnées  si  Ton  veut. 
Faisons  varier  A,  de  telle  sorte  que  R  tende  vers  oc;  si  l'in- 
tégrale S\/de,  par  exemple,  tend  vers  une  limite  fixe,  celle 
limite  se  nommera  Vintégrale  par  excès  de /dans  le  do- 
maine E,  et  se  représentera  par  Si/de. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
l'intégrale 

lende  vers  zéro,  si  l'on  fait  varier  A  de  telle  sorte  que  son 
écart  à  l'origine  tende  vers  oo. 

En  efiet,  supposons  cette  condition  remplie.  Soient  A  et  A' 
deux  domaines  quelconques  contenant  tous  les  points  de  Ë 
dont  l'écart  à  l'origine  est  <  R;  soient  d  l'ensemble  des 
points  de  A  qui  n'appartiennent  pas  à  A';  d^  celui  des  points 
de  A'  qui  n'appartiennent  pas  à  A;  on  aura  évidemment 

SI        et  cl        cl 
A ^D' ^d  —  ^r/  > 

et  les  deux  termes  du  second  membre  tendent  vers  zéro 
pour  R  =  00. 

Supposons,  au  contraire,  que  cette  condition  ne  soit  pas 
remplie.  On  pourra  déterminer  un  nombre  e  tel  qu'il  existe 
un  domaine  rf,  borné  et  intérieur  à  E  dont  l'écart  à  l'origine 
soit  plus  grand  que  toute  quantité  donnée,  et  pour  lequel 
riulégrale  Sjj/de  ait  son  module  >  e. 

Cela  posé,  soient 

A  un  domaine  quelconque; 

R  Técart  minimum  des  points  de  E  qui  n'appartiennent  pas 

à  A  à  l'origine; 
p  l'écart  maximum  des  points  de  A  à  cette  même  origine. 

On  peut,  quels  que  soient  R  et  p,  déterminer  d  de  telle 
sorte  que  son  écart  à  l'origine  surpasse  p.  Cela  posé,  les  in-* 
tégrales  prises  dans  les  deux  domaines  A  et  A  +  <2  différe- 
ront de  plus  de  e,  bien  que  chacun  d'eux  contienne  tous  les 
points  de  E  dont  l'écart  à  l'origine  est  <  R.  L'intégrale  Si 
ne  peut  donc  tendre  vers  une  limite  déterminée  pour  R  =  oc. 
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Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  aux  intégrales  par 
défaut. 

On  peut  enfin  s'assurer,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  des  n***  75  à  77,  que,  pour  que  les  inté- 
grales par  excès  et  par  défaut  soient  toutes  les  deux  déter- 
minées, il  faut  et  il  suffit  que  l'intégrale  par  excès  du  mo- 
dale àef  soit  finie. 

79.  Les  propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies 
par  excès  ou  par  défaut  subsistent  pour  nos  intégrales  géné- 
ralisées. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  divise  le  champ  E,  sup- 
posé infini,  pour  plus  de  généralité,  en  plusieurs  régions 
r«i  «  hi2,  .... 

Soient  respectivement  A|,  A2,  . . .  l'ensemble  des  points 
communs  à  Ë{,  E^,  . . .,  et  au  domaine  A  formé  par  tous  les 
points  de  E  dont  l'écart  à  l'origine  ne  surpasse  pas  un  nombre 
fixe  R.  Supposons  que  l'ensemble  des  frontières  communes 
à  A,,  A3,  ...  ait  une  aire  nulle.  Soient  D  un  domaine  me- 
surable et  parfait  contenu  dans  A;  D|,  D^,  ...  les  domaines 
partiels  formés  par  les  points  de  D  qui  sont  respectivement 
à  l'iotérieur  ou  sur  la  frontière  des  ensembles  A|,  A2,  .... 
On  aura,  en  considérant  indifi^éremment  les  intégrales  par 
défaut  ou  par  excès, 

Sd  =  Sd,  4-  Sd,  -h 

Faisons  tendre  D  vers  A;  D, ,  Dj,  . . .  tendant  respective- 
ment vers  A|,  A2,  .  . . ,  on  aura  à  la  limite 

Sa  =  Sa, -h  Sa,  4-  — 

Faisons  croître  R  indéfiniment;  ce  second  passage  à  la 
limite  donnera 

Se  =  Se,  H-  Se,  -I-  . . . . 

On  démontre  de  la  même  manière,  par  un  ou  deux  pas- 
sages à  la  limite,  que,  si  l'on  a 
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on  aura 

Sf,fde  =  Cl Se/î  de  -h  e^^^f^ de  +  . ., 

(en  supposant  que  les  intégrales  du  second  membre  aient 
des  valeurs  déterminées). 

Le  théorème  de  la  moyenne  s^établit  par  le  même  procédé. 

80.  Considérons  enfin  la  formule  pour  les  changements 
de  variable. 

Les  anciennes  variables  x^  y  étant  liées  aux  nouvelles  w, 
V  par  les  relations 

on  a 

Se'/(^,  J')  ^-^  ^y  =  Se/(?,  ?i)|  J|  rf«  û?(^ 

Cette  formule  a  été  établie  en  supposant  : 

I**  Que,  dans  le  domaine  E,  les  dérivées  de  y,  cp«  restent 
continues,  et  leurjacoblen  J  différent  de  zéro; 

2^  Que  le  domaine  £  est  borné,  et  que  chacun  de  ses 
points  (w,  v)  correspond  à  un  seul  point  {x,  y)  de  E'; 

3**  Que  la  fonction /(a; .y)  =/(^,  çp,)  reste  bornée  dans 
ces  domaines. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut,  sans  qu'elle  cesse  de 
subsister,  se  débarrasser  de  la  plus  grande  partie  de  ces 
restrictions. 

81.  Supposons  en  effet  que,  en  certains  points  de  E,  les 
dérivées  de  cp,  cpi  cessent  d'exister  ou  soient  discontinues,  ou 
que  lejacobienjsoit  nul,  ou,  enfin,  que /cesse  d'être  bornée 
aux  environs  de  ces  points.  On  peut  supposer  ces  points  ex- 
clus du  domaine  E,  de  telle  sorte  qu'ils  appartiennent  à  sa 
frontière.  Nous  exclurons  de  même  du  domaine  E'  les  points 
correspondants. 

Nous  pouvons  ainsi  admettre  que,  dans  tout  l'intérieur  de 
E,  les  conditions  précédentes  soient  satisfaites,  les  excep- 
tions ne  pouvant  se  présenter  que  sur  sa  frontière.  Dans  ces 
conditions,  à  tout  domaine  D,  borné,  mesurable  et  parfait 
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coDteoa  dans  £,  correspond  un  domaine  D'  de  même  nalure 
coDienu  dans  E',  el  réciproquement 
Cela  posé,  nous  allons  montrer  que,  si  Tune  des  intégrales 

Szfdxdy,    SE/|J|e/«rfr, 

la  première,  par  exemple,  est  déterminée,  l'autre  le  sera 
aussi  et  lui  sera  égale. 

82.  Soit,  en  effet,  A'  un  domaine  borné  quelconque  con- 
tenu dans  E',  mais  renfermant  tous  ceux  de  ses  points  dont 
les  coordonnées  ne  surpassent  pas  en  valeur  absolue  un 
nombre  donné  R'. 

On  aura,  à  la  seule  condition  de  prendre  R'  assez  grand, 

1  S^/dx  dy  —  S^'fdx  dy\<^t. 

Soient,  d'ailleurs,  D'  un  domaine  mesurable  quelconque 
contenu  dans  A';  d  l'ensemble  des  points  de  A'  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  D';  on  aura  de  même,  à  la  seule  condition  de 
prendre  rf'  assez  petit, 

I  SA'/rfx  dy  -  S^Jdx  dy\<t 
et,  par  suite, 

I  Sf/dx  dy  —  Sji'/dx  df/  |  <  2  s. 

Cette  inégalité  subsistera  évidemment  encore  si  l'on  y  rem- 
place le  domaine  D'parun  autre  domaine D'^ (également  borné, 
mesurable,  parfait  et  intérieur  à  E')  qui  contienne  D'. 

Soient,  en  effet,  A"' le  domaine  formé  par  la  réunion  de  D" 
et  de  A':  d!'  l'ensemble  des  points  de  A"  qui  n'appartiennent 
pas  à  ly  ;  A'  étant  contenu  dans  A",  et  ûT  dans  rf',  on  aura 

I  Se  —  Sa"  |<  6,         I  Sa —  S0. 1  <  e, 
d'où 

I  Se.  —  Sd"  I  <  2  e. 

Au  domaine  D',  défini  comme  ci-dessus,  correspond  dans 
le  champ  de  la  seconde  intégrale  un  domaine  borné  et  mesu- 
rable D. 

Désignons  par  R  le  maximum  que  ne  surpassent  pas  les 
modules  des  coordonnées  des  divers  points  de  D. 
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83.   Soient  maintenant 

A  un  domaine  borné  quelconque  contenu  dans  E  et  ren- 
fermant tous  ceux  de  ses  points  dont  les  coordonnées  ne 
surpassent  pas  en  valeur  absolue  un  nombre  donné  R4  ; 

D|  un  domaine  borné  et  parfait  contenu  dans  A; 

di  l'ensemble  des  points  de  A  qui  n'appartiennent  pas  à  D4. 

Il  nous  faut  montrer  que,  en  prenant  R|  assez  grand,  puis 

rfi  assez  petit,  on  pourra  rendre  aussi  petite  qu'on  voudra 

la  différence 

^E'/dx  dy  —  Sd^I  J  |  du  dv. 

Or,  si  R|  >  R,  A  contiendra  Dj  le  domaine  8,  formé  par 
les  points  de  D  qui  n'appartiennent  pas  à  Di,  sera  donc  ^rf<. 
Soit,  d'autre  part,  (f)  le  domaine  formé  par  la  réunion  de  D 
et  de  D|  ;  on  aura 

et,  par  suite, 

Sd./I  :i\dud^  =  Sj^/I  S\dudv^^if\i\du  dv. 

Soit  Cô'  la  portion  du  champ  E'  qui  correspond  à  (£)  ;  on  aura 

S,Ç)/I  i\dudvz=i  S^£)r/c/^^  dy, 

et,  comme  (©'  contient  D',  cette  quantité  différera  de 
S^.fdxdy  de  moins  de  as.  D'autre  part,  /|  J||  est  borné 
dans  le  domaine  D;  en  désignant  par  M  son  maximum,  on 
aura 

\Sif\:S\dudv\lUll^d, 

et,  par  suite, 

I  Se'/^J?  dy  —  Sd, /l  J  I  ûfw  ûfv'  I  5  2e  4-  Mc/j. 


Or,  on  peut  choisir  e  aussi  petit  qu'on  veut;  cela  fait,  R 
et  M  prendront  des  valeurs  déterminées;  on  pourra  ensuite 
choisir  R,  à  volonté,  pourvu  qu'il  soit  >>R;  enfin,  prendre 
dx  assez  petit  pour  que  Mâ^i  devienne  aussi  petit  qu'on 
voudra. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 
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8i.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  /{x^y)  soit 
non  seulement  bornée,  mais  intégrable,  dans  tout  do- 
maine D  mesurable  et  parfait  contenu  dans  E.  Les  deux 
intégrales  par  excès  et  par  défaut  S^  et  SJ  se  confondront  en 
une  seule,  qui  sera  Tintégrale  proprement  dite  Sd,  à  laquelle 
les  raisonnements  précédents  seront  applicables.  La  valeur 
limite  de  cette  intégrale,  si  elle  est  finie  et  déterminée,  ser- 
vira de  définition  à  l'intégrale  Sf.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il 
sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'intégrale 

S^\/\dxdy 
ait  une  valeur  finie. 

80.  Dans  le  cas  des  intégrales  simples,  précédemment 
étudié,  cette  condition  était  suffisante,  mais  non  nécessaire. 
Cette  différence  s'explique  en  remarquant  que  les  définitions 
ne  sont  pas  identiques  dans  les  deux  cas. 

En  effet,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale 
simple 

fdx, 


f 


la  fonction  /  cessant  d'être  intégrable  aux  environs  d'un 
point  c  situé  dans  le  champ.  Cette  intégrale  sera,  par  défi- 
nition, la  limite  de  l'expression 


f  ^ fdx-^  r  fdx, 


lorsque  s,  e'  tendent  vers  zéro.  Ici  le  domaine  E  est  l'inter- 
valle de  a  à  6,  et  D  est  formé  par  la  somme  des  intervalles 
de  a  à  c  —  e  et  de  c  +  e'  à  6.  Mais  ce  dernier  domaine 
est  assujetti  à  une  condition  que  ne  lui  imposait  pas  la 
théorie  générale,  à  savoir  que,  s'il  contient  deux  points 
/>  et  ^  qui  ne  soient  pas  séparés  par  le  point  c,  il  con- 
tient tous  les  points  intermédiaires.  On  conçoit  que  l'inté- 
grale prise  dans  un  domaine  D  ainsi  particularisé  puisse 
tendre  vers  une  limite   déterminée,  sans  qu'il  en  soit  de 


88  SECONDB   PARTIE.    —    CHAPITHB   II. 

même  pour  les  domaines  qui  ne  sont  pas  astreints  à  cette 

condition.  Dans  ce  cas,  l'intégrale    /    fdx^  définie  comme 

nous  Tavons  fait,  pourra  donc  être  déterminée,  sans  qu'on 

ait  le  droit  d'en  conclure  que  l'intégrale    /     \f\dx  le  soit. 

Cette  différence  entre  les  intégrales  simples  et  les  inté- 
grales multiples  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  signalé 
dans  la  théorie  des  séries.  En  effet,  les  séries  simples  peu- 
vent être  absolument  convergentes,  ou  seulement  semi-con- 
vergentes; pour  les  séries  multiples,  celte  différence  n'existe 
pas,  l'absolue  convergence  étant  un  des  éléments  de  leur 
définition. 

86.  Soit  f{x^y)  une  fonction  intégrable  dans  un  do- 
maine E,  borné  et  mesurable. 

Désignons  par  F  l'ensemble  des  valeurs  de  y  auxquelles 
correspondent  des  points  de  E;  par  Gj  l'ensemble  des 
valeurs  de  x  pour  les  divers  points  de  E  qui  correspondent 
à  une  même  valeur  donnée  de^. 

On  aura  (t.  I,  56) 

S^fdxdy  —  SfdylSa^fdx'], 

de  sorte  que  le  calcul  de  l'intégrale  double  se  ramène  à  celui 
de  deux  intégrales  simples  successives,  qui  peuvent  être 
prises  indifféremment  par  défaut  ou  par  excès. 

Ce  théorème  peut  être  généralisé  de  la  manière  suivante. 

Supposons  : 

I®  Que  la  fonction  /  soit  intégrable  dans  tout  domaine 
mesurable  D  contenu  dans  un  domaine  E  (sans  l'être  néces- 
sairement dans  E)  et  que  l'intégrale 

^f^fdxdy 

ait  une  valeur  déterminée  ; 

2*^  Que  le  domaine  Aj^  formé  par  ceux  des  points  de  E 


ç 
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doQi  les  coordonnées  ont  des  modules  qui  ne  surpassent  pas 
un  Dombre  donné  R  soit  mesurable,  quel  que  Aoît  R; 

i^  Que  rintëgrale  simple  S  |/|  dx,  prise  dans  un  domaine 
quelconque  d  contenu  dans  l'un  des  domaines  G^  et  dont 
retendue  ne  surpasse  pas  /,  soit  constamment  moindre  que 
&/,  la  quantité  e/  ne  dépendant  que  de  /  et  tendant  vers  zéro 
avec  /; 

i"  EnGn,  que  si  le  domaine  d  est  en  entier  extérieur  à  An, 
la  même  intégrale  soit  constamment  moindre,  en  valeur 
absolue,  que  sJiç(r),  ejt  ne  dépendant  que  de  R  et  tendant 

vers  zéro  avec  t->  et  o{y)  désignant  d'autre  part  une  fonc- 
tion bornée,  positive  et  dont  l'intégrale  par  excès  dans  F 
soit  finie. 
Nous  allons  démontrer  que,  dans  ces  hypothèses,  Tinlé- 

SvdfScyfdx, 
prise  soit  par  défaut,  soit  par  excès,  est  égale  à 
SE/dxdv. 

87.  Tout  d'abord,  l'intégrale  S^  \/\dx  aura  une  valeur 
bornée.  Soit,  en  effet,  p  une  quantité  fixe  quelconque. 
Si  Ij^l^p,  l'intégrale  sera,  par  hypothèse,  moindre  que 

Si  1^1  <p,  on  pourra  décomposer  le  champ  G^  en  deux 
autres,  formés  respectivement  par  ceux  de  ses  points  où 
!^j>p  et  par  ceux  où  jj;|^p.  Dans  la  première  partie 
du  champ,  l'intégrale  sera  encore  moindre  que  Êp'f(j^). 
L'étendue  de  l'autre  partie  du  champ  ne  surpassant  pas  2p, 
'intégrale  correspondante  sera  moindre  que  ejp;  on  aura 
donc  dans  tous  les  cas 

9  étant  égal  à  zéro  si  |  j^|  >  p,  à  i  dans  le  cas  contraire. 

Les  intégrales  par  excès  ou  par  défaut  de  la  fonction  / 
dans  le  domaine  G^  sont  donc  déterminées,  et  pour  chaque 
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valeur  de  y  leur  module  ne  surpassera  pas  la  limite    ci- 
dessus. 

Les  intégrales 

(calculées  par  excès  ou  par  défaut)  sont  également  détermi- 
nées. Il  suffit,  en  effet,  de  montrer  que  l'intégrale 

est  finie.  Or  cette  intégrale  est  au  plus  égale  à 

Sf^/[4?(j)-*-«^.p]» 
dont  la  première  partie, 

est  finie,  par  hypothèse.  La  seconde  partie  Test  également, 
car  elle  est  évidemment  égale  à 

F|  désignant  la  longueur  de  Fensemble  formé  par  les  points 
de  F  pour  lesquels  |  J^|  <p>  longueur  au  plus  égale  à  2p. 

88.  Soit  maintenant  ^^  l'ensemble  des  points  de  E  pour 
lesquels  |^|  et  |j^|  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné  R. 
Décomposons  le  plan  par  des  parallèles  aux  axes  coordonnés 

en  carrés  de  côté  —,  l'origine  étant  d'ailleurs  un  des  som- 
mets du  réseau.  Ces  carrés  seront  de  trois  sortes  : 

I®  Des  carrés  e  intérieurs  à  A^; 

2**  Des  carrés  e'  extérieurs  à  A,^  ; 

3®  Des  carrés  e"  qui  rencontrent  sa  frontière. 

Soit  D  le  domaine  formé  par  l'ensemble  des  carrés  e\  si 

—  décroît  indéfiniment,  son  aire  tendra  vers  l'aire  de  Ag,  et 

R 

si,  en  même  temps  que  —  décroit,  on  fait  croître  R,  l'inté- 
grale double 

Sufdxdy 
tendra  vers 

Sf^fdxdy, 
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D'ailleurs,  /  étant  intégrable  dans  le  domaine  D  qui  est 
mesurable,  cette  intégrale  double  est  égale  à 

en  désignant  par  ç  Tensemble  des  valeurs  de  y  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  de  D,  et  par  y^  Tensemble  des 
valeurs  de  x  qui  correspondent  à  Tune  de  ces  valeurs  y. 
(lorame  D  est  contenu  dans  E,  ç  le  sera  dans  F,  et  y  y  dans  G^-. 
Enfin,  si  Ton  remarque  que,  dans  tout  le  domaine  F  —  '^, 
Yr  est  nul,  on  aura 

L'intégrale  précédente  sera  donc  égale  à 

Sr  dy  Sy^/du:. 

Il  nous  faut    montrer   que    celte    expression   tend   vers 
Spe/rSp,  fdx  ou,  ce  qui  est  équivalent,  que  Tintégrale 

^fd/Sn^/djc, 

où  Uy=  G  y —  y,.,  tend  vers  zéro. 

89.  Cette  intégrale  est  la  somme  des  deux  suivantes 

Sf  dy  Sa^  fdx  -\-  Sf  dy  S^^/dx, 

A^  et  B^  représentant  respectivement  l'ensemble  des  points 
de  Hj  qui  appartiennent  aux  carrés  e'  ou  aux  carrés  e". 

i**  En  tout  point  de  A^,  Tune  au  moins  des  coordon- 
nées x^  y  diun  module  >  R;  on  aura  donc 

\Sj,^/dx\zSj^\/\dx<t^^{y) 

et,  par  suite, 

I  Sf  dy  S^^fdx  \  <  ê,\  Sf  ?(/)  dy, 

quantité  qui  tend  vers  zéro  si  R  tend  vers  oo. 

2**  Passons  à  la  seconde  intégrale.  Si  |^  |  >  R,  Hj  n'ajant 
aucun  point  commun  avec  les  carrés  e'',  le  champ  Bj  s'an- 
nulera; et  Sg  fdx  sera  nulle.  Au  lieu  d'intégrer  cette  fonc- 
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lion  dans  tout  le  champ  F,  il  suffira  donc  de  Tintëgrer  de 

Soient,  d'ailleurs,  yo,  ■ .  • ,  yk,  yk+t  —yk-h  dy^,  ...  les 
parallèles  aux  x  qui  ont  été  tracées  pour  former  notre 
décomposition  en  carrés.  L'intégrale 

que  nous  avons  à  calculer,  sera  la  somme  des  intégrales 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  intervalles  dy^  dont  la 
réunion  forme  l'intervalle  de  —  R  à  -{-  R. 

Soient  Ifi  la  somme  des  longueurs  des  carrés  de  l'espèce  e" 
qui  sont  contenus  dans  la  bande  comprise  entre  les  droites 
yk  ^^  yk-h  dyk'j  CLk  une  quantité  au  moins  égale  à  Ik-  Si  y 
est  compris  entre  yk  et  jka+  dy^,  l'ensemble  B^  formé  par 
les  points  communs  à  H^.  et  à  ces  rectangles  aura  une  éten- 
due au  plus  égale  à  a^.  On  aura  par  suite 

\5u,/dx\<Zo,^, 

\S^r'''dySs^Jda:\<z^,dy,, 
et  enfin 

Les  carrés  ^'  étant  tous  compris  enlre  les  droites  x  =  —  R 
et  a:  =  -»-  R,  aucune  des  quantités  l^  ne  pourra  surpasser  2R. 
Soit  0-  la  somme  des  longueurs  des  éléments  dy^  pour  les- 
quels Ik  est  supérieur  à  un  nombre  donné  0.  Pour  ces  élé- 
ments, on  pourra  prendre  a^^  2R,  et  pour  les  autres,  dont 
l'étendue  totale  est  2R  —  o-,  on  pourra  prendre  aA=3;  on 
aura,  par  suite, 

26a*  ûf7;t=  65(2 R  —  <j)  H- e,R<J  ^  2R£8 -h  <Je,R. 

D'ailleurs,  l'aire  totale  des  éléments  e^  est  évidemment 
égale  à 

2  /;t  dyu., 


J5TÉGRALKS   DÉFIIHIBS.  98 

eu  par  suite,  plus  grande  que  St.  On  a  donc 


et,  par  suile^ 


'<  . 


Or,  es  (6i^<l  vers  zéro  avec  o,  et  d'autre  part,  Ar  étant 
mesurable,  ^e"  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  «.  On  peut 
doDc,  quel  que  soit  R,  choisir  o  assez  petit,  et  ensuite  n  assez 
^'rand  pour  que  chacun  des  deux  termes  ci-dessus  devienne 
aussi  petit  qu'on  voudra. 

90.  Les  changements  de  variables  sont  un  des  meilleurs 
moyens  de  reconnaître  si  une  intégrale  définie  a  une  valeur 
déterminée. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  triple 

SE/dxdfdz, 

le  champ  E  étant  supposé  borné,  et  la  fonction  /  intégrable 
dans  tout  le  champ,  sauf  aux  environs  d'un  point  (a,  b,  c) 
Intérieur  à  E. 

Traçons  du  point  {a^b,c)  comme  centre  une  sphère  d 
d'un  rayon  p  arbitraire.  L'intégrale  de  |y|,  prise  dans  le 
champ  E  —  rf,  sera  finie;  il  reste  à  savoir  si  elle  est  égale- 
ment finie  dans  la  sphère  d. 

Prenons  pour  nouvelles  variables  des  coordonnées  polaires 
'•,  0,  ç  ayant  leur  centre  au  point  {a,  6,  c).  L'intégrale 

Sj/I/I  dxdydz 

sera  changée  en 

SI/|r*sine^/-^e^cp, 

/•variant  de  o  à  p,  0  de  o  à  tc,  et  f  de  o  à  27r. 

Supposons  que,  aux  environs  du  point  (a,  6,  c),  on  ait 
constamment 

M  désignant  une  constante  et  ui  un  exposant  <  3.  Celte  iné- 
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galité  ayant  lieu  dans  toute  Télendue  de  la  sphère  d  sî  o  est 
assez  petit,  l'intégrale  à  évaluer  sera  moindre  que  la  sui- 
vante 

\     dr  l     d^  \      —-^sinet/ç 

•^0  ••0  «^0 

Elle  sera  donc  finie. 

Au  contraire,  si  Ton  avait  aux  environs  du  point  (a,  ^,  r) 

Tintégrale  serait  plus  grande  que  la  suivante 


•P  dr 

*-  0 

laquelle  est  infinie. 


4^M  r;è. 


9i.  Supposons  maintenant  que  l'intégrale  S  f  dxdydz 
soît  déterminée  dans  un  champ  borné  quelconque,  et  cher- 
chons dans  quelles  conditions  on  pourra  l'étendre  à  tout  le 
plan  sans  qu'elle  cesse  d'être  déterminée. 

Considérons  une  sphère  d'un  rayon  R  ayant  son  centre  au 
point  (a,  6,  c),  par  exemple.  L'intégrale  de  \f\  sera  finie 
dans  cette  sphère;  il  s'agit  de  reconnaître  si  elle  l'est  égale- 
ment dans  la  région  extérieure  du  plan. 

Prenons  les  mêmes  coordonnées  que  tout  à  l'heure;  dans 
la  région  en  question,  r  variera  de  R  à  oo,  0  de  o  à  tc,  et  cp  de 

O  à  211. 

Supposons  que,  pour  tous  les  points  {x^y^z)  suffisam- 
ment éloignés  du  point  fixe  (a,  6,  c),  on  ait 

•  ^t        M 
L'inégalité  précédente  ayant  lieu  dans  tout  le  champ,  si  K 
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est  assez  grand,  l'intégrale  à  évaluer  sera  moindre  que 

Elle  sera  donc  finie. 

Elle  serait  infinie,  au  contraire,  si  Ton  avait  pour  tous  les 
points  suffisamment  éloignés  de  (a,  6,  c) 


III.  —  Calcul  des  intégrales  définies. 
92.  Soit  à  calculer  l'intégrale  définie 

J     x-a-p^-* 


Supposons  d^abord  p^o.  L'intégrale  indéfinie  sera 
log(x  — a—  P«)  4-const.=  ^Log[(a:  —  a)' -h  3'] 

-h  Arc  lang  — h  const. 

Or,  lorsque  a;  varie  de  a  à  6,  les  diverses  parties  de  cette 
expression  restent  continues  :  la  valeur  cherchée  sera  donc 

b  —  OL 

i  Log[(ô  —  a)* -h  p*]  4-  Arc  tang  — g— > 

—  \  Log[(a  —  a)* -h  P*]  —  Arc  tang  -^. 

SI  p  =  o  et  a  <  a  <;  ftj  l'intégrale  indéfinie  sera 
Log(a:  —  a)  -h  const.  ; 

€t  comme  Log(j?  —  a)  reste  continu  entre  a  et  6,  l'intégrale 
définie  sera 

Log(6  —  a)  —  Log(a  —  a)=:Log • 
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Si  P  =  o  et  a  <  6  <  a,  l'intégrale  indéfinie  sera 
Log{a  —  j?)  4-  const., 
et  l'intégrale  définie  sera 

Log y 

résultat  qui  concorde  avec  le  précédent. 

Enfin,  si  P  =  oeta<;a<;i,  la  fonction  à  intégrer  deve- 
nant infinie  du  premier  ordre  au  point  a,  qui  est  contenu 
dans  le  champ,  l'intégrale  sera  indéterminée. 


93.  Soit  à  calculer  l'intégrale 


X 


H-/»(^) 


dx, 


la  fonctiony*(:ï?)  admettant  une  dérivée  déterminée  en  chaque 
point  du  champ,  sauf  en  un  nombre  limité  de  points  où  elle 
devient  infinie. 

La  fonction  à  intégrer  est  la  dérivée  de  Arc  tangy*(j:).  Or 
cette  dernière  fonction  reste  continue  tant  que  /(^)  reste 
fini;  elle  diminue  brusquement  de  ir  chaque  fois  quey(T) 
passe  du  positif  au  négatif  en  traversant  l'infini;  elle  aug- 
mente au  contraire  de  iz,  si  /(x)  passe  du  négatif  au  positif. 
On  aura  donc  (59),  en  désignant  par  m  ei  n  les  nombres  de 
passages  respectifs  du  positif  au  négatif  et  du  négatif  au 
positif, 

fix) 


/ 


-/M^) 


ifj7=:Arctang/(6)— Arctang/(a)-h(/n  —  n)Tz. 


Soit,  en  particulier,  /(x)^=x;  m  ei  n  seront  nuls;  il 
viendra 


X 


dx 


=:  Arc  tang^  —  Arc  tanga 


i-^-x* 
et,  si  l'on  pose  a  =  o,  6  =  00, 

dx  ir 


f 


x^       a 
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94.  Passons  à  la  détermination  de  IMntëgrale 


m  étant  un  entier  positif. 
Pour  m  ^^o^  on  aura 


5 


Pour  m  =  I , 

n 

iinxdx  =:  (— cosx)j3z  I. 
On  a,  d'autre  part,  quel  que  soit  m, 

=/' 

et,  en  intégrant  par  parties, 

I,„— ( — cosjrsin'"-*x)J —  1     (— cosj7)(m  — i)sin"»-'xcosj:^j:*. 

Le  terme  tout  intégré  s'annule  aux  deux  limites  o  et  -• 
Quant  à  rintégrale  du  second  membre,  elle  est  égale  à 

{m  —  i)  /     sin'»-*j7(i  —  sïn^x)  dx  z=z  (ni  —  i)  {\„i_2~  l,n). 

*^ 

On  aura  donc 

Im^C/»  — l)(I/n-t—  Im), 

d'où 


I^=r:  /     sin'»«-*x  sin^rfj? 


I    -^-'l 


J.  -  II. 
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Supposons,  d'abord,  que  m  soit  un  nombre  pair  a/i.  Cette 
formule  donnera  successivement 


'2n  —  I  2/1  —  3_ 

2n      2/1  —  2   "*■* 


(0 


(2/1  —  l)  (2/4  —  3).  ..  I 

2  /î  (  2  /l  —  2  )  ...  2  * 

(2/1  —  i)  {in  —  3)...I  1C 

V                           2/i(2/t  —  2).  ..2  2 

Si  /n  =  2/1  -I-  I ,  on  trouvera  de  même 

/t        -      ^^     I 
*j/i-+-i  —  «  .»  _i_  ,  **«-» 

2/1(2/1  --  2)       - 

*î/i— 3 


(•^0 


(  2  /<    -T-  I  )  (  2  /l   —   I  ) 

2  /l  (  2  /l    -  2  )  .  .  .  2 


ôi. 


(  2  /J  -H  I  )  (  2  /l  —  I  )  ...  3 
2/1(2/1  —  2  )  ...  2 

~  (2/1  -h  l)(2/l  —  l).  .  .3 

On  déduit  des  formules  (i)  et  (2)  la  relation  suivante  : 


TT 


[9.  /i(2/l  —  2).  .  .2]*  I 


in 


2  (  2  /l  —  1)  (  2  /^  ~  3  )  .  .  .  I  .  (  2  /*  -f-  I  )  (  2  /i  —  I  )  .  .  .  3   1,„4., 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  trouver  deux  limites  supérieure  el 
inférieure  du  rapport  _-'-.  En  eflet,  on  a,  en  général, 


l/n—  Im-»-i  "-  /     sin"*  a:(i  -  sinx)  dx. 

Cette  intégrale  est  positive;  car,  de  o  à  ->  les  facteurs 

sin^r,  1  —  sinx  et  c/jr  sont  tous  positifs.  Chacun  des  éléments 
dont  la  somme  constitue  l'intégrale  est  donc  positif. 
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Posant  successivement  m  -^  in  —  i  etw  =  a/i  dans  cette 
relation,  il  viendra 

d'où 

K,  —  <  j-     > 

et  par  suite,  d'après  la  formule  (a), 

Si  /i  tend  vers  oo,  v-^^  converge  donc  vers  T unité,  de  telle 
^orle  qu'on  aura 

1:  _  |. h .  j  .^. 'î /' V 

2  n  =  «    I.3...(2/l  —  l).3.5...(2/l-hl)' 

C'est  la  formule  de  Wallis,  déjà  trouvée  dans  le  Calcul  difTé- 
leniiel. 


9o.  M.  Hermite  a  établi  que  le  nombre  e  ne  peut  être  ra- 
cine d'une  équation  algébrique.  Nous  allons  exposer  une  dé- 
monstration nouvelle  de  ce  beau  théorème,  donnée  récem- 
ment par  M.  Hurwitz. 

L'intégration  par  parties  nous  donne 

f  e-'/(.v)djc^[-e-'/(x)]-^-h   f  e-'f'{x)dx. 

Si /(j;)  est  un  polynôme  entier,  l'application  répétée  de 
cette  formule  nous  donnera 

r  e-''f{x)dx  —  —  e-'^Yix)  -^¥{0), 

en  posant,-  pour  abréger, 

F(^)  =/(x) -+-/'(^) -f-/'(.r)  + . . . . 
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Nous  aurons  donc 

F{o)e'z=F{jr)-he^  f  e-'f{œ)dx. 

Supposons  que  e  satisfasse  à  une  équation  algébrique 

Co-h  c,eî-f-. .  .H-c„e«=ro. 

En  posant  dans  la  formule  précédente  :r  =  o,  i ,  . .  . ,  /i  el 
ajoutant  les  équations  obtenues,  respectivement  multipliées 
par  Co,  c< ,  .  .  . ,  c„,  il  viendra 

n  n  ^ 

0  0  ^ 

et  cette  égalité  devrait  êlre  satisfaite  quel  que  fût  le  poly- 
nôme/(x).  Or  nous  arriverons  à  une  contradiction,  par  un 
choix  convenable  de  ce  polynôme. 
Posons  en  effet 

f{x)~ ' — .j:f^'U'r  —  i)P{jr—  2^ .  .  .{x  —  n)P, 

•'  ^  {p  —  i)' 

p  étant  un  nombre  premier  infiniment  grand. 

Développons  ce  polynôme  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x\  nous  aurons 

A,  B  étant  des  entiers,  dont  le  premier  n'est  pas  divisible 
par  /?,  si  />  >  n.  On  aura  donc 

/(o)=o,     ...,    //'-»(o)-=o,    /p-ï(o)=A,    //'(o)-=B/>,     .... 

Donc 

F(o)  =:/(o)  -h/(o)  -h  . . .   _  A  -u  B/?  -h  C(p  4-  1  )/?  -+- . . . 

sera  un  entier,  non  divisible  par/?. 

Développant  /(d?)  suivant  les  puissances  de  a:  —  A",  nous 
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aurons  de  même,  pour  A*  =  i ,  2,  . . . ,  /i 

Ba,  Ca  étant  des  entiers;  et 

Fi X)  ../(k)  -^/'(k)  +...-_  B;t/>  -^  C,(p  -^  ,)/>  ^. . . 

>era  un  entier  divisible  par/;. 
La  somme 


^c,F(k 


sera  donc  un  entier,  non  divisible  par/>,  si  />  >  j  r©  |,  et,  par 
>uite,  différent  de  zéro. 
On  a,  d'autre  part,  dans  tout  l'intervalle  de  o  à  /î, 

•^         '       (/'--•)î  (/>-    Mî 

«'t.  par  suite, 

«jiiantiié  qui  tend  vers  zéro  pour  p  =  3C. 

Or  il  est  évident  que  la  somme  d'un  entier  et  d'une  frac- 
tion très  petite  ne  peut  être  ë^ale  à  zéro. 

96.  Le  nombre  it  est  également  transcendant,  mais  nous 
nous  bornerons  à  établir  qu'il  est  incommensurable. 
Prenons  pour  point  de  départ  l'intégrale 


£' 


(I  -    .r*)'*  cos zx  djCy 


n  désignant  un  entier. 
Posons,  pour  abréger, 


{i-x^r=F(x), 
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et  opérons  une  suite  d'intégrations  par  parties  portant  sur  le 
facteur  transcendant.  II  viendra 


/ 


(  I  —  j?*  )'*  ces  zx  dx 
—  I 

rF(:r)sin^x'l^»         f^'F^.r)  sinr.r  ^ 

=  [— T— J-rl — 5 — ''^ 

\Y{x)î:\t\zx~\^^      rF'(j?)cos5.rl+*        r"^*F'ï.r)cosc.r  ^ 

,          .         rF(x)        F^^)  ,       N„F"'(-^)"1         r' 

(        s>n=a;|^-^ __^_-H...H-(-i)»-p^;^|         i 

Or  F  est  un  polynôme  de  degré  in\  on  aura  donc 
p2w+i^^^  =  o,  et  l'intégrale  du  second  membre  se  réduira  à 
zéro. 

D'autre  part,  F(»r)  étant  une  fonction  paire,  il  en  sera  de 
même  de  ses  dérivées  d'ordre  pair  F''(j:),  . .  .,  Y^'^{^x)\  au 
contraire,  F'( x),  . . . ,  F^'»"*  (x)  seront  des  fonctions  impaires. 
Les  termes  tout  intégrés  prendront  donc  pour  x  =  -\'\  ei 
pour  ar  =  — :  I  des  valeurs  égales  et  contraires.  On  aura,  par 
suite,  en  substituant  ces  deux  limites  et  faisant  la  dirï'érence 
des  résultats, 


£■„-«• 


(3)  1        (l  —  J7*)'*  COSSXû^JC  =zr  2(M  sin5  4- Ncos5), 


en  posant,  pour  abréger, 
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Pour  calculer  les  constantes  F(i),  F'(i),  ...,  F='"(ij,  on 
remarquera  que  la  série  de  Tajlor  donne 

F'(i^  A* 


1  '  *  '  I  .  2  ...  A' 

Mais  on  a,  d^autre  part, 

F(l-I-A)    --[l-  -(l-f-Zl)*]"    r-(— l)'»(2A-T-A*r 

Ali,  A|,^,,  .  . . ,  Aj„  étant  des  entiers.  On  aura  donc,  en  com- 
parant ces  deux  expressions, 

Fri)-zo,  ...,         F—nO-^o, 

F«(i).-i.2.../iA„,         ....  F*«(i)— i.2...2/iA,«. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  et  mettons 
-~z^~f-  en  facteur  commun  ;  il  viendra 

(  î )  /      (  I  —  j?* )'*  cos zx  dx  —   -^,,^1^-1—  (  P  sin  5  -t-  Q  ces  z  ) , 

P  et  Q  étant  des  polynômes  en  5,  de  degré  inférieur  à  2  n  4-  i 
el  à  coefficients  entiers. 


97.  Cela  posé,  admettons  que  -  fût  égal  à  une  fraction  ra- 
tionnelle -•  Posons  5=-  dans  la  formule   (4)-  On   aura 
a  2  ^^ 

P  F 

(0S5=zo,  sin5==  I,    ^^   ^  =  Aî«"T'  ï^"  désignant  un  entier; 
z  o 

et,  par  suite, 

/**"  *  .   „  1T        ,  I  .  2  . . .  w  „ 

J         (,  -  x'r  COS-Xfi^^  rzz  -^„,^-  E„, 

d'où 

(>)  E,,i=i  /       (i  —  x')'*  cos- a7é/j:. 

1.2.  ../ijj  2 
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On  devrait  avoir  une  égalité  de  ce  genre  pour  toute  valeur 
de  n.  Mais  cela  est  absurde,  si  n  est  suffisamment  grand. 

En  effet,  i  —  x^  et  cos^x  étant  positifs,  mais  moindres 
que  I  dans  toute  Tétendue  du  champ  d'intégration,  Tinte- 
grale   I       (i  —  x^)"cos-xdx  sera  positive,    mais  ses   élé- 

ments  seront  moindres  que  ceux  de  l'intégrale  /  dx,  qui 
est  égale  à  2.  On  aura  donc 

1       (1  —  jr')"  ces  -xdx  =  0, 

6  étant  positif,  mais  <.;:  2. 

D'autre  part,  le  facteur  —  décroît  rapidement  quand 

n  augmente  :  car,  en  changeant  n  en  /i  -f-  i,  on  le  multiplie 
parle  facteur—  ?  qui  est  très  petit  pour  de  grandes  va- 
leurs de  /i.  Si  donc  on  prend  n  assez  grand,  le  second  membre 
de  l'équation  (5)  sera  une  quantité  positive  et  moindre  que 
l'unité,  tandis  que  le  premier  membre  est  un  entier.  L'hypo- 
thèse de  Tz  commensurable  conduit  donc  à  une  contradiction. 

98.   Soit  à  calculer  l'intégrale 

/*  sin^   ,          ,.         /'  sirio?    - 
dx  ^=rz  lim    I ax. 

Posons  6^^  2/i7c-H /',  /'  étant -<  2  7r,  et  l'entier  n  tendant 
vers  00;  on  pourra  écrire 

La  dernière  intégrale  tend  vers  zéro^  car  le  module  de  la 
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fonction  à  inléerrer  y  est  moindre  que »  et  retendue  du 

^         •'  ^        À/nz 

<hamp  est  <;  ait;  son  module  est  donc  *^  -• 

Les  autres  intégrales  peuvent  se  ramener  aux  mc^mes  li- 
mites par  des  changements  de  variable.  En  effet,  posons 

X—.  {2k  —  1)1: -+-y 
dans  Tinlëgrale   /  ;  elle  deviendra 

r   —  sm  y 

X    (aA~-i)7:-4-y    ^' 

Posons,  d'autre  part, 

joz=z{2k-i)Tz  —  y 

p[tk-  Die 

dans  l'intégrale  précédente   1  ;  elle  deviendra 

.'0     (2A-i)7:-y    ^ 

Réunissant  toutes  les    intégrales    ainsi  transformées,    on 
Hira  l'intégrale 

TMinY-î L-o-  -1 L_^.     ._  .    ___i \dy 

K       "  \'  —  y      T.^y   '   Ir.—y      Sir-hy  ('2/1  —  1)714-// 

dont  il  faudra  trouver  la  limite. 

Cette  limite  ne  sera  pas  altérée  si  Ton  ajoute  à  la  suite 
entre  parenthèses  la  série  infinie 


(2/i-f-i)7r  — y        (2/tH-i)Tr-i-J 

car,  pour  toute  valeur  de  y  comprise  dans  le  champ  d'inté- 
gration, les  termes  de  cette  suite  sont  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs  et  vont  en  décroissant.  La  série  a  donc  une 
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valeur  déterminée,  positive  et  moindre  que 

'  ^       (2/1  -^  1)71  —  y 

et  a  fortiori  moindre  que 

•^  ^  2/l7t 

L'intégrale 

"  0 

aura  donc  son  module  moindre  que  la  quantité  infiniment 
petite 

j^     2mz        in 
La  limite  cherchée  sera  donc  l'intégrale 

/     Ssinyrfy, 

S  désignant  la  série  infinie 


Tz — y       1^4/       3- — y       3iT-Hy 
Or,  si  nous  posons  y  =  11(1  —  25),  il  viendra 

S  :--  —       -    -i ! 1 1 h  .  .  . 

2i:\5  Z  — I  5  -h  I  Z  —  2  3  -+-  2  J 

~  AcotiT^         (T.  I,  n°377) 
==ïCot(^^i:=:^)-=.JtangJ. 

Donc 

J/»«  sin  r  C^ 

\     — -dx—  j     {isnïQiysinydy 
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S©.  Cette  intégrale  est  d'ailleurs  semi-convergente;  on  a, 
en  effet, 


irfj:=liin    /     siny 1 h...-»- r     —   "X- 


Or  le  facteur  entre  parenthèses  est   plus  grand  que  la 
quantité 

1  I  I 

m  —        -\ r.  .  .-h   , 

i:  '2TZ  {2/1  -  -  l)TZ 


L'intégrale  sera  donc  plus  grande  que 
m  I     %in y  dy  —  2 m. 


Or  la  série  i  -r  ^  i-  j  -f-  •  .  étant  divergente,  m  tend  vers 
riniini  en  même  temps  que  n. 

100.  Lorsque  Ton  n'est  pas  en  mesure  de  trouver  la  valeur 
exacte  d'une  intégrale  définie,  on  a  recours  à  des  procédés 
d'approximation  que  nous  allons  exposer. 

Il  faut  tout  d'abord  s'assurer  que  l'intégrale  cherchée  a 
une  valeur  finie  el  déterminée,  et  assigner  des  limites  entre 
lesquelles  elle  se  trouve  contenue.  Le  théorème  de  la 
mojenne  permettra  le  plus  souvent  d'arriver  à  ce  premier 
résultat. 

101.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 

où  Ar*  est  supposé  <C  1 . 

La  fonction  à  intégrer  devient  infinie  pour  :r  =  i .  Mais 
l'ordre  d'infini tude  est  |  :  l'intégrale  est  donc  finie.  Pom* 
assigner  des  limites  à  sa  valeur,  mettons-la  sous  la  forme 


d.v 


0    v^i-  .ry  (iH-  J7)(i  —  k^a:-) 
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Le  facteur—^! restant  positif  dans  toute  l'étendue  de 

V  1  — .r 

rinlégration,  on  aura,  en  désignant  par  M  et  m  des  limites 

supérieure  et  inférieure  à  la  valeur  de  Tautre  facteur, 

D'ailleurs 

D'autre  part,  x  étant  compris  entre  o  et  i,  i -\- x  sera 
compris  entre  i  et  2,  et  i  —  k^x^  entre  i  et  i  —  k^:  on  aura 
donc 

2  >(i  -I-  .r){i  -  k*'X-)  >  I  —  k\ 

On  pourra  donc  poser 

m  =  — :  j  M  : 


V  2  y/f—  k^ 

et  Ton  aura,  en  fin  de  compte. 


.^_>K>-î.. 


y/i  — A»  V2 

102.   Soit  encore  Tinlégrale 


log  sin  ^  dx. 


La  fonction  log  sin  ^  étant  constamment  négative,  l'inté- 
grale a  tous  ses  éléments  négatifs;  sa  valeur  aura  donc  zéro 
pour  limite  supérieure. 

Pour  obtenir  une  limite   inférieure,  mettons-la    sous  la 
forme  suivante  : 

I     log(^ \dx^=l     \o^xdx-\-l    log-— *-^jr. 
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L'intégration  par  parties  donne 


0 

sin.r 
a' 


•     dur 

X  -        rr  —  I. 


U  autre  part,  la  fonction  — ;—  étant  évidemment  decrois- 


sm  J7 


santé  de  o  à  1,  la  plus  petite  valeur  de  log^^ correspondra 

à  celle  dernière  limite,  et  l'on  aura 

/log ^-^^  I     log  sin(i)  û^x^log  sîn(i). 

On  aura  donc  finalement 

X  dx^ —  I  -4-  logsin(i). 

103.  Considérons  en  dernier  lieu  Tintégrale 
j     e-^'dx, 

^lonl  tous  les  éléments  sont  positifs.  Pour  lui  assigner  une 
limite  supérieure,  décomposons-la  dans  les  deux  suivantes  : 


/     logsin.r 


/    e''*dx-h  I     e-'*dx. 


Dans  la  première  intégrale,  e  ^*  est  toujours  <  i.  Elle  sera 
donc  moindre  que  la  suivante 


i 


il 

dx  -- 1 . 
0 


•   Dans  la  seconde,  e"^' <i  e"-^ ,  Elle  sera  donc  inférieure  à 
celle-ci 


/■ 


e-^  dx  z=  [—  e-']*  —  e-K 

On  aura  donc 

/€-'*  dx  <,  I  -he-*. 
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<04.  Pour  calculer  la  valeur  approchée  d'une  intégrale 
définie,  on  peut  avoir  recours  à  l'une  des  trois  méthodes  sui- 
vantes. 

Première  méthode  :  Développement  en  série,  —  On  dé- 
veloppe la  fonction  f{x)  à  intégrer  en  une  série 

f{x)  ^  a,  4-1/,  4- . . .  -h  ««;,  -K . . . 

dont  chaque  terme  soit  une  fonction  dont  on  sache  calculer 
l'intégrale.  Si  d'ailleurs  cette  série  satisfait  aux  conditions  du 

n°  64,  l'intégrale   /    /(^)  sera  donnée  par  la  formule 

Jf    f{x)dxi^-l     Uidx  -h  I     u^dx  -^.  .  .-h  I     Undx  -\- 

105.  Considérons,  comme  application,  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce 

./o     yi  —  A'-sm*^ 

on  aura,  k  étant  <  i , 

_  1. 
(i  —  h}  sin'cp)   * 

,  ,,   .   ,  1 .3. .  .(î?/e  —  i)  ,.      .   . 

*  •  2 .  Z4 .  . .  2  w  ^ 

Intégrant  de  o  à  4>,  et  posant,  pour  abréger, 
f     .sin'^çrf©  1=  Iî„, 

0 

il  viendra 

(6)    F(*)=n*4-J-I.A:'  +  ...+  i4^^^~:l^I.,A-"  +  .... 

V amplitude  ^àw  champ  d'inlégration  une  fois  donnée,  il 
restera  à  déterminer  les  intégrales  1.  Le  procédé  le  plus 
avantageux  consistera  à  les  calculer  de  proche  en  proche  au 
moyen  des  formules  récurrentes  qui  lient  deux  intégrales 
successives  (46). 
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106.  Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  ♦  _-  -.  On  a, 

dans  ce  cas  (94), 

-  I  .3.  .  .('i/l     -  l)    TU 


2.4. .  .2/1        a' 


d'où 


107.  Si  k  e$t  voisin  de  l'unité,  la  série  (ti)  sera  peu  conver- 
gente. Posons,  dans  ce  cas, 

d'où 
li-A--sin»?p)~*zz:(cos*<p-hA-'«sin*(p)"* 

iin   _  — fi-i^'Uang^oH-... 
cos<p  L        *  °   ' 

2  . 4  .  .  .  2  /^  °       ^  J 

el  intégrons  de  o  à  4>;  il  viendra 

(  '     ^        '^  2.4.  ..2/i  ^''•^        ^"•••' 

en  désignant  par  J2/1  l'intégrale 

Jr*  do        /•* 

f      tang*"<p- — ^  =;  1      sin'"cpcos-*'*-'cp(Y9. 
0  coscp        ^/^ 

On  a  d'ailleurs,  en  posant  '^  ■=r. •];, 

Jç    coscp  J^         sin<|; 

s 

=  — Mogtangi^)  =— log  langer  —  -)• 
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Quant  aux  autres  intégrales,  elles  pourront  se  calculer  de 
proche  en  proche  par  les  formules  de  réduction  du  n°  46. 

108.  Si  À'  n'est  ni  très  petit,  ni  très  voisin  de  l'unité,  les  sé- 
ries (6)  et  (7)  seront  toutes  deux  peu  convergentes.  On  peut, 
dans  èe  cas,  par  un  changement  de  variables  dû  à  Landen, 
transformer  ^intégrale  elliptique  donnée  en  une  autre  dont 
le  module  soit  plus  avantageux. 

Considérons,  à  cet  effet,  un  cercle  de  rayon  i  et  un  point  A 
situé  sur  le  diamètre  BC,  à  une  distance  AO  =  A*  du  centre 
i^fig'  1).  Soit  P  un  point  quelconque  du  cercle.  Joignons 


PO,  PA,  PB.  Soient  o  et  i  les  deux  angles  PAO,  PBO.  On 
aura  POC  =  2  A,  APO  :^  2'|  —  cp. 
Cela  posé,  le  triangle  APO  donnera 

AP2=  I  H-  A-^-h  2/:cos2t^  =  (i  -f-  A:)'  —  4^sin*ij/ 

et 

sin(2<|;  —  (p)  :=:  Asincp, 

d'où  

cos(2il  — «p)  =:  y/i  —  /:*  sin'tp. 

Soit  maintenant  Q  un  point  du  cercle  infiniment  voisin 
de  P.  Joignons  QP,  QA,  QB,  et  posons  PAQ=  rfcp,  PBQ  =  rfi. 
Le  triangle  infiniment  petit  APQ  donnera 

sin  ^cp si  n  APQ 

"PQ~"  ~ÂQ 
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Mais  on  a  sensiblement 

sin  dr^    -  d'^, 

PQ-  :arcPQ^2^>, 
iinAPQ    :  cosAPO  iizcos(2'^  —  ?^   -  V^'  --Â'sin'9, 
AQ  -lAP     .^\i-r-k)'~    /|/.Mn*^^ 

et.  par  suite, 

do    __  v  I  —  ^""  *<"*? 

ou 

do  9.  d^ 

\U  —  A-  hin*g        '  -T-  ^"  y  1  —  Aj  sin^^j; 
en  posant,  pour  abréger, 

Intégrons  cette  équation  de  «  =  o  à  cp  -:  0,  il  viendra 

la  limite  supérieure  V  de  la  nouvelle  intégrale  étant  déter- 
minée par  l'équation 

sin(29''  —  4»)  .^Arsin*. 

109.  Le  calcul   de  Tintégralc  proposée  se  trouve  ramené 
par  cette  formule  à  celui  de  l'intégrale  analogue 


.8) 


Le  nouveau  module  k^  est  encore  inférieur  à  l'unité,  car 
on  a 

,_A,._---^-      --.___^^_.  >0, 

mais  il  est  ;>  \f^k,  car  on  a  -  -   .;  >  i . 

Une  transformation  semblable  à  la  précédente  ramènera  le 
J.  -  IL  8 
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calcul  de  Tinlégrale  (8)  à  celui  d'une  nouvelle  intégrale  dont 
le  module  k^  sera  ?>  y/Ai,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  une  intégrale  dont  le  module  soit  assez  voisin  de 
l'unité  pour  que  la  formule  (7)  puisse  lui  être  appliquée  com- 
modément. 

HO.  Il  est  clair  qu'on  pourrait  opérer  en  sens  inverse  et 
ramener  le  calcul  d'une  intégrale  elliptique  d'un  module  quel- 
conque ÂTi  à  celui  d'une  intégrale  d'un  module  moindre  k^ 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  intégrale  où 
le  module  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  employer  la 
série  (6). 

m.  Deuxième  méthode  :  Formule  d^Euler.     -  Cette  for- 
mule a  pour  objet  de  donner  la  valeur  approchée  de  l'intégrale 
-h 
f{x)  dx  en  fonction  des  valeurs  que  prennent  la  fonc- 


tion/(x)  et  ses  dérivées  d'ordre  impair  aux  deux  limites  de 
l'intégration. 

Pour  l'établir,  nous  partirons  de  l'identité 

<p'(-3)  <f5i3  cp(a-i-  A)  —  çp(a). 


Posant  ;5  =  a  -H  A  —  w,  elle  deviendra 

çp(a  H- A)  —  <p(a)  =  /     <^' {a -^  h  —  U)  du. 

En  intégrant  par  parties  2/?  fois  de  suite,  il  viendra  suc- 
cessivement 

ç(a-hA)  — cp(a) 


=  A<p'(a)-f-  /    ^"{a^h  —  u)u  du 
«^0 


(9) 


^  1.2^^  1.2. ..2/?^^ 


Je  u^P 
f  ^ip+i(^a-h  h  —  u) 
0                                    *  '^  • 


u^Pdu 
Tp' 
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C'est  la  formule  de  Taylor,  où  le  reste  est  exprimé  par  une 
intégrale  définie. 

Remplaçons  successivement,  dans  cette  formule,  la  fonc- 
tion y  par  ses  dérivées  ç',  ©*',  .  . . ,  ç^^"*,  en  remplaçant  en 
même  temps  ip  par  ip  —  1,2/?  —  2,  . . . ,  il  viendra 

*  ^    '  I .  a  . . .  (  2/?  —  I  )  ^    ^    ' 

Jo                                                    '   l.2...(2/>  — I) 
» 

ç*/»-' (a -h /O  — ?*'*"*(«) 

—  h^*P{a)-^f    ^^P-*'^(a  -hh'~  ii)udu. 

Ajoutons  ces  équations  à  l'équation  (9),  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par  des  coefficients  A|A,  ..., 
Ajp.i  h^P^* ,  choisis  de  telle  sorte  que  les  termes  en  «p"(rt),  . . . , 
'^^^{a)  disparaissent  du  second  membre.  Il  viendra 

'  ©(an- A)  —  f  (a) -h  A,A[(p'(a-h /i)  -  «?'(«)] -f-. . . 
(       -^  \^p^,h^P-'[fP-'{a-^  h)-  r^^p-'ia)] 


(10) 


en  posant,  pour  abréger, 

'      1.2. ..2/?         *  1.2 . ..  (2/?  — 1)  '^ 

Les  coefficients  Ai,  . . .,  Aa;,^!  seront  déterminés  par  les 
équations  de  condition  suivantes  : 

'  ^'        A.  =  o, 


1.2.3  1.2 

Ai 


1.2.  .  .  2/>  1.2  ..  .  (2p  —  l) 


H-.  .  .4- A,p«i— O 
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auxquelles  on  satisfera  en  posant 

Ai=r —  j,  A3T3O,  ...,  A,p_i — o, 

B|,  ...,  B;t,  ...  désignant  les  nombres  de  Bernoulli.  En 
effet,  les  équations  qui  résultent  de  la  substitution  de  ces 
valeurs  de  A|,  A2  coïncident  avec  celles  qui  déterminent 
ces  nombres  {Calcul  différentiel,  n®  269). 

112.  Prenons  maintenant  pour  'f  (^)  Tune  quelconque  des 
fonctions  qui, ont  pour  dérivée /(.r).  On  aura 


?( 


f{x)dx, 


et  la  formule  (10)  donnera,  en  y  substituant,  pourAi,  A2, 
leurs  valeurs 


\dx 


(--i)p-'Bp^,h^p-^ 


[fP-'ia  -r-  h)  -pp-^{a)]-i-R, 


I  .  2  .  .  .  (  2/>  —  2  ) 

en  désignant,  pour  abréger,  par  R  l'intégrale  définie 

J^  -"      ^  L1.2...2/?        2  1.2. ..(2^—1) 

B^ h^u'P-'  _       ] 

^^  1.2  1 . 2  . . .  (  2/?  —  2  )       •  •  *  J • 

En  négligeant  ce  reste,  on  obtiendra  la  formule  d'Euler. 

113.  Pour  apprécier  l'erreur  commise,  on  remarquera  que 
le  polynôme  entre  parenthèses,  dans  la  formule  précédente, 

n'est  autre  chose  que  h^P^ip  i  (  7  )>  si  l'on  désigne  paroa(/i) 
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le  coefficient  de  x^  dans  le  développement  do       -  — >  siii- 

vani  les  puissances  de  x  (Calcul  différentiel,  n"  270).  Or, 
(le  Téqualion 

(II)  -  —  ^    .  .-  /i-h  (5,(/i)x  -f-.  .  .-h<pa(/i).r*--l-.  .  ., 

qui  sert  de  définition  aux  polynômes  '^4 ,  .  . . ,  '^a,  .  .  . ,  on  dé- 
duit aisément  plusieurs  propriétés  essentielles  de  ces  poly- 
nômes : 
I*  Us  s'annulent  pour  n  =  o  et  pour  n  -  - 1  ;  car,  dans  l'un 

comme  dans  l'autre  cas,  on  a  -,-     -  -  -  n. 

2"*  Prenons  la' dérivée   de  l'équation  précédente  par  rap- 
porta n,  il  viendra 

— j-^  =  IH- 9;  (/i)  a? -h. . . -h  ?i(/i)x»-+- .  .  . . 

Mais  on  a,  d'autre  part, 

1  \  e^  —  I  /       e^—i 

—  j:[n -r- ?,(/i)  J^  H- . . . -h  <pa(/j  )x*-+- .  . .  ] 

/      X               B,x'  B,.r^  B,.r«  \ 

-4- +_i4-        4.-  .... 

\        2  1.2  1 . 2 . J . 4         I . 2 ...  0  / 

On  aura  donc,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  X, 

On  en  conclut  aisément  que  ÇaA+i('i)  ne  peut  reprendre 
plus  de  deux  fois  la  même  valeur  dans  l'intervalle  de  o  à  i. 
En  effet,  s'il  prenait  trois  fois  la  même  valeur,  sa  dérivée 
?2*+«('*)  =  ?2a('i)  s'annulerait  pour  deux  valeurs  au  moins 
comprises  entre  o  et  i.  Elle  s'annule  d'ailleurs  à  ces  deux 
limites.  Donc  elle  s'annulerait  au  moins  quatre  fois,  et  sa 
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dérivée  ^2f({^)  au  moins  trois  fois.  Donc  <p2)t-<(^)  repren- 
drait trois  fois  au  moins  la  même  valeur.  Il  en  serait  évidem- 
ment de  même  de  y2A-8(^)î  ...  et  enfin  de  ?i(/i),  ce  qui 
est  absurde,  cp,  (/i)  étant  un  polynôme  du  second  degré. 

D'ailleurs  'faA+i  s'annule  aux  deux  limites  o  et  i;  donc  il 
ne  pourra  s'annuler  entre  ces  deux  limites,  et  conservera 
toujours  le  même  signe. 

Cela  posé,  dans  l'intégrale 

R  -.^y  pp{a  -H  h  -  u)h^P^rp.,  (j)  du, 

■T  varie  de  o  à  i  dans  les  limites  de  l'intégration.  Le  facteur 
Ça/ï-i  {  t)  ^^  change  donc  pas  de  signe,  et  l'on  pourra  poser 

(JL  étant  une  valeur  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le  mi- 
nimum du  facteur  f'^P{a  -\-  h  —  w).  L'argument  a  -{-  A  —  ii 
variant  de  a  -I-  A  à  a  dans  le  cours  de  l'intégration,  on  aura 
évidemment 

8  étant  compris  entre  o  et  i . 

On  a,  d'autre  part,  en  posant  t  =  ^, 

et  comme  ^2p{^)  s'annule  aux  deux  limites,   on  aura  enfin 

•^        ^  ^  1  .2  ,  .  ,2p 
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114.  Les  nombres  B|,  B^,  . . .  croîssanl  avec  une  rapidité 
eitréme,  la  formule  d'Euler  deviendra  le  plus  souvent  diver- 
gente si  Ton  fait  croître  p  indéfiniment.  Toutefois,  en  don- 
nant à  ce  nombre  une  valeur  convenable,  ni  trop  petite  ni 
trop  grande,  on  obtiendra  généralement  une  approximation 
largement  su  (lisante.  L^  expression  du  reste,  donnée  ci-dessus, 
perooettra  d^ailleurs  d^agir  en  sûreté. 

115.  Pour  appliquer  cette  formule  au  calcul  de  l'intégrale 

définie 

f{x)dx, 


f. 


il  suffira  évidemment  de  poser  h  =^  b  —  a. 

Lorsque  le  champ  de  l'intégrale  est  un  peu  étendu,  il  con- 
viendra, pour  obtenir  plus  d^exactitude,  de  le  subdiviser  en 
plusieurs  portions  égales,  en  posant 


-        b  '  -  a 
n 


Jf%b  ^a-k-k  ^«t-HîA 

j   /(a:)cLv=  f{x)dx-^l         f{.v), 


)dx 

f-nh 

f{x)dx. 


Appliquant  la  formule  d^Euler  à  chacune  de  ces  intégrales 
partielles  et  ajoutant  les  résultats,  il  viendra 

f  f{x)dx^h\{f{a)~\-f{a^h)-^.,.-r-f[a^{n-  -i)h]-^-\f{b)\ 
-iB,/i'[/(6)--/'(a)]4-... 

[rp-^{b)-^pp-^{a)l 


(^i)p-'B,,_,A«/>-«, 


I  .  2  .  .  .  (  2/>  —  2  ) 

et  le  reste  R  sera  donné  par  la  formule 

*^  I  .  2  .  .  .  2/> 


120 
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(JL  étant  compris  entre  le  minimum  et  le  maximum  àef^P{x) 
dans  rintervalie  de  a  à  6. 

H6.  Troisième  méthode  :  Interpolation,  —  L'intégrale 

f    /{x)dx  est  représentée  géométriquement  par  Taire  du 

trapèze  curviligne    T   compris  entre   la  convhe  y  —  f{x), 
l'axe  des  Xy  et  les  deux  ordonnées  x  --  a,  x  ^::^  b  {^/ig-  2). 


Fig.  a. 


Cette  aire  est  représentée,  en  efTet,  par  l'intégrale  double 
S  dx  dy  étendue  au  trapèze  T.  Dans  ce  champ,  x  varie  de  a 
k  b.  A  chaque  valeur  de  x  correspondent  d'ailleurs  des  points 
du  champ  dont  l'ordonnée  varie  de  o  à  /{x).  On  aura  donc 

dx  j        dy  ~:  I    f{x)dx. 

Remarque,  —  L'aire  ainsi  calculée  sera  affectée  du  signe 
-h  ou  du  signe  —  suivant  quey(^)  est  positif  ou  négatif;  et 


Fig.  3. 


si  la  courbe  traverse  l'axe  des  x^  comme  dans  la  fig.  3,  l'in- 
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té^Tale  représentera  la  différence  enlre  la  somme  des  aires 
partielles  A,  B,  situées  au-dessus  de  cet  axe,  et  l'aire  C 
SiUû-o  au-dessous. 

Le  calcul  de  Tinlégraie  revient  donc  à  la  mesure  de  Paire 
de  T.  Celle-ci  peut  se  faire  approximativement  de  la  manière 
.>uivanle  : 

Marquons  sur  la  ligne  nb  (  fi^^  4)  "  poinls  «i,  ^Tj,  .  .  . ,  «« 
e(  mesurons  les  ordonnées  correspondantes  y i  — -  a^  A|,  .  .  . , 


yn--anS^n'  Par  les  points  A|,  ...,  A„  faisons  passer  une 
autre  courbe  y  -  =  y  (x).  Cette  courbe,  ayant  une  série  de 
points  communs  avec  la  proposée  dans  l'intervalle  ab^  s'en 
éloignera  vraisemblablement  assez  peu,  et  pourra  lui  être 
substituée  dans  le  calcul  de  l'aire.  Ce  calcul  pourra  dès  lors 
s'effectuer  sans  difficulté,  si  l'on  a  eu  soin  de  choisir  pour 
^(j")  une  fonction  dont  on  connaisse  l'intégrale  indéfinie. 

Le  plus  habituellement,  on  prend  ])onr  'f  (x)  un  poly- 
nôme de  degré  n  —  i.  On  voit  immédiatement  que  ce  po- 
Knônie  aura  l'expression  suivante  : 

En  effet,  pour  X'-^a^^  tous  les  termes  de  cette  expression 
s'annulent,  sauf  le  premier,  qui  se  réduit  àj^i  ;  pour  x  —  «a, 
tous  s'annulent,  sauf  le  second,  qui  se  réduit  à  y-^-^  etc. 

Intégrant  ce  polynôme  de  a  à  6,  on  aura,  pour  l'aire  cher- 
chée, 
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en  désignant,  pour  abréger,  par  I|,  . . . ,  I„  les  intégrales 

lesquelles  sont  indépendantes  de  la  nature   de    la   courbe 

117.  Le  calcul  de  ces  intégrales  n'offre  aucune  difficulté. 
On  le  simplifiera  un  peu  en  changeant  de  variable,  de  telle 
sorte  que  les  limites  deviennent  o  et  i.  A  cet  effet,  on  po- 
sera 

x=za-h-  {b  —  a) t. 

Soit,  en  outre, 

a,^a  4- (6  —  a)8i,         ...,         ai»=i  a -h  (6  —  a)0„; 
il  viendra 

Ii=(^  — a)Ji,         ...,         I„=:(6  — a)J«, 
en  posant,  pour  abréger, 

j       r'ji-e,)...(.-o,)^, 
'     J,  (e.-e,)...(e.-oj*^ 

> 

Ces  nouvelles  intégrales  ne  dépendent  plus  de  l'amplitude 
du  champ  d'intégration,  mais  seulement  des  rapports  0| ,  .  .  .  ^ 
8,1  des  intervalles  «i — a,  ...,  a^  —  «  à  l'intervalle  total 
b  —  a.  Si  l'on  détermine  ces  rapports  toujours  de  la  même 
manière,  on  pourra  calculer,  une  fois  pour  toutes,  les  con- 
stantes J^,  ...,  J«;  cela  fait,  quelle  que  soit  la  courbe /(x), 
on  n'aura  plus,  pour  trouver  une  valeur  approchée  de  son 
aire,  qu'à  mesurer  ou  calculer  les  ordonnées  y^,  . . .,  yn^ 
et  à  les  substituer  dans  la  formule 

(6  — a)(yiJ,-4-...4-y«Jn). 
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118.  Cotes,  qui  a  indiqué  cette  méthode,  suppose  les  or- 
doQnées  équidistantes,    et  pose,    en    conséquence,    6,  :=  o, 

/i  —  I  /*  —  I 

Nous  allons  effectuer  le  calcul  en  supposant  /i  =  3.  On 
aura,  dans  ce  cas. 

L'aire  cherchée  ^  sera  donc  donnée  par  la  formule 

-^—  —"^— (/!-+- 4/1 4-71). 

On  trouverait  de  même,  pour  /i  =  4» 


pour  n  : 


"-^   -    ~~r^~^  (771  -+-  32/1  -f-  127,  4-  32/4  4-7/8), 

9^ 


119.  Gauss  choisit  autrement  les  quantités  0^,  ...,  0,|.  Il 
se  propose  de  les  déterminer  de  manière  à  atténuer  autant 
que  possible  les  chances  d'erreur  résultant  de  l'application 
de  la  méthode. 

Pour  évaluer  cette  erreur,  concevons  qu'on  ait  développé 
f{x)  en  une  série  de  la  forme 

«0  -H  «1  -2^  -f- .  • .  +  3t,„  x'«  -h . . .  ; 
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on  aura 

/    f{x)dxzzY.%^  I    x'"dx. 

D'autre  part,  ç(j:^)  étant  une  fonction  linéaire  des  ordon- 
nées j^4,  . .  'tyny  on  aura  évidemment 

Çm(^)   étant  ce  que  deviendrait  ^{x)  si  f{x)  se  réduisait 
L'erreur  commise  en  substituant  ^{x)  kf[x)  sera 

en  posant,  pour  abréger, 

b 


120.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  cette  intégrale. 
Effectuons,  en  effet,  la  division  de  x"^  par  le  polynôme  de 

degré  n 

(;r  — a,).,.(a?  — a„)— P(.r); 

il  viendra 

Q/n(^)  étant  égal  à  zéro  si  m  <C  aî,  à  un  polynôme  de  degré 
m  —  n  dans  le  cas  contraire,  et  Rot(^)  étant  un  polynôme 
de  degré  < /i.  D'ailleurs  R;;i(^),  devenant  égal  à  x^  pour 
les  valeurs  ai,  ...,  ««  qui  annulent  P(^),  ne  sera  autre 
chose  que  cp,„(.r). 
On  aura  donc 


d'où 


x^~  ^^^{x)^V{x)Çl„,{x). 


km^  f  P{x)Q,,{x)dx; 
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r)o(x),  . . .,  Q/,_f(x)  élanl  nuls,  on  aura 

Aq  ^=  A I  ^^' .  .  .  ■  ~:  A,|  -1     -  O  ; 

mais  A«,  A'n^t,  . . .  diflereront  en  général  de  zéro. 

Néanmoins,  si  Ton  peut  délermîner  les  n  quantités  Oi ,  . . . , 
a„  qui  figurent  dans  l'expression  de  P(^),  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  n  relations 


(n)  K~Oy         ...,         k 


î/i-i 


ou  fera  ainsi  disparaître  de  l'expression  de  Terreur  les  termes 
en  0L„,  ...,  oLjn-i  lesquels  sont  vraisemblablement  les  plus 
importants,  pour  peu  que  la  convergence  de  la  série  Sa^^r'" 
soit  rapide. 

121.  Pour  satisfaire  aux  équations  (12),  il  suffira,  ainsi 
qu'on  va  le  voir,  de  poser 

P(^),^ '^>        -     -• 

Tout  d'abord,  les  racines  «i,  .  •  •,  a,,  du  polynôme  d'ordre 
n  ainsi  défini  seront  réelles  et  comprises  entre  a  et  6,  ainsi 
que  cela  est  nécessaire. 

En  eDTet,  le  polynôme  [{x  —  a){x  —  6)]"  =  X  ayant  n  ra- 
cines égales  k  a  et  n  racines  égales  à  6,  sa  dérivée  X'  aura 
n  —  1  racines  égales  à  a,  n  —  i  égales  à  6  et  une  racine 
r.'elle  ç  comprise  entre  a  et  b  :  cela  résulte  du  théorème  de 
Iiolle;  X'',  dérivée  de  X',  aura  de  même  n  —  a  racines  égales 
à  a,  n  —  2  racines  égales  k  b  et  deux  racines  r,,,  r^2  respec- 
livement  comprises  entre  a  et  Ç,  et  entre  Ç  et  6;  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  X^"',  qui  n'est  autre  que  P(x). 

En  second  lieu,  chacune  des  quantités  A*,,,  .. .,  A^n-t  est 
(le  la  forme 


/ 


Q  étant  un  polynôme  d'ordre  <;  /i.  Or  cette  intégrale  est 


ia6  SECONDE   PARTIE.  —    CHAPITRE   II. 

nulle.  En  eflfet,  rintégration  par  parties  donne 


i: 


Or  la  partie  tout  intégrée  s'annule  pour  j:  =  a  et  x  =  b^ 
chacune  des  quantités  X^'»-»^  Xf''-^),  . ..,  X  s'annulant  pour 
ces  limites.  D'autre  part,  l'intégrale  s'annule,  car,  Q  étant 
d'ordre  <  /i,  sa  dérivée  n*^*"*  est  nulle. 

122.  Il  conviendra,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué,  de 
transformer  l'intégrale  de  telle  sorte  qu'elle  ait  pour  limites 

o  et  i;  P(^)  -—  — ^~;r~a ^^^^  alors  un  polynôme  par- 
faitement défini,  et  l'on  pourra  calculer  une  fois  pour  toutes 
ses  racines,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  des  inté- 
grales J|,  J2,  .... 

Si  les  limites  de  l'intégrale,  au  lieu  d'être  o  et  i,  étaient 

—  I  et  -^  i,  le  polynôme  P(x)  =  —    ,  ^ — —  se  confondrait, 

à  un  facteur  constant  près,  avec  le  polynôme  X;,  de  Legendre, 
que  nous  avons  précédemment  étudié  {Calcul  différentiel^ 
273  à  273). 

123.  La  méthode  de  Gauss,  étant  en  général  celle  qui 
donne  le  résultat  le  plus  précis  pour  un  nombre  déterminé 
d'ordonnées,  devra  être  employée  de  préférence  lorsque  ces 
ordonnées  seront  difficiles  à  calculer.  Mais,  s'il  s'agit  de 
trouver  l'aire  d'une  courbe  graphique,  sur  laquelle  les  or- 
données peuvent  être  mesurées  immédiatement,  on  obtiendra 
de  bons  résultats  par  les  méthodes  plus  simples  que  nous 
allons  indiquer. 

124.  Méthode  des  trapèzes.  —  On  divise  l'aire  à  évaluer 
en  n  parties  par  des  ordonnées  équidistantes.  A  chacun  des 
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trapèzes  curvilignes  ainsi  obtenus,  on  substitue  le  trapèze 
recliligne  ayant  les  mêmes  sommets.  En  désignant  par ^Vo)  •••, 
y'tt  les  ordonnées,  ces  nouveaux  trapèzes  auront  pour  aires 

respectives 

2  n  2  n  2/1 

et  Taire  totale  sera 

125.  Méthode  de  Simpson.  —  Simpson  divise  encore 
l'aire  en  n  parties,  mais  dans  chacun  des  trapèzes  curvi- 
lignes il  mesure  Tordonnée  médiane,  pour  substituer  à  la 
courbe  une  parabole,  suivant  la  méthode  de  Cotes.  Il  trouve 
ainsi,  pour  les  aires  des  trapèzes  successifs,  en  désignant  par 
7of  • .  -ty^n  les  ordonnées, 

(y^-^^yx^yt)-^y    (y^-^^yz-^y.)-^,^-^    •••» 

et  pour  Taire  totale 

[ro-^y««-f-2(yi^-...-+-y,„-,)H-4(yi-^-y3-+-...-Hy,„-,)]-g^^. 


IT.  —  Applications  géométriques. 

126.  Rectification  des   courbes.  —  Une  courbe  plane 
étant  déGnie  par  deux  équations 

on  a  vu  que  la  différentielle  de  Tare  est  donnée  par  la  for- 
mule 

ds  =z  s/x'^-hy'^dt. 

La  longueur  de  Tare  Si  —  5©,  compris  entre  les  points  /q 
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et  <4,  sera  donc  donnée  par  l'intégrale  définie 


1°  Appliquons  cette  formule  à  la  cycloïde.  On  aura  (t.  I, 
n«  437) 

ds=r  a  v^y.  —  2  cos  tdt  =z  2  a  sinj^  t  dty 
d'oii 

s^  —  Sa^rr.  I     2as'in\  tdt--[— ^a  COS  ^ty^\ 

On  aura,  en  particulier,  la  longueur  de  l'arc  correspon- 
dant à  une  révolution  entière  du  cercle  générateur  en  pre- 
nant ^0  =  o,  ti  ~~  2TZ.  La  longueur  cherchée  sera  8a, 

2^  Pour  la  parabole 

y*  =  27707, 

on  aura,  en  prenant  y  pour  variable  indépendante. 


d'où 

s 


^^-^vy^>y» 


1-^0     '-  -  /     sjy^r-p^dy. 


yn 


L'intégration  par  parties  donne 

'dy 


J  J  vr-+ 


~p^' 


mais  on  a 


J  vy  -^A'      J  J  \y'-^p^ 

et,  en  substituant  dans  l'équation  précédente, 

?-    f^Jr'^P''dy:^yS^^-ry-r-p''    f~^^.^^ 

—  /  V"^/' -t- />- -î- /?Mog  (  v^y  * -h  7?'^ -h  y  )  ^- c. 
La  longueur  S\  —  ^o  de  l'arc  compris  entre  les  points  y^, 
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y^ ,  sera  donc 

3'  Considérons  enGn  Tellipse 

a:=z:£zcos^,        /=:^sin/. 

On  a 

ds  z=L  y'a'  sin*  r  4-  6'  ces*  i  dt 

ou,  en  posant  6^  =  a*  (i  —  e*), 

r/5  —  a  v'i  —  e'  ces'  ^  dt, 
En  posant 


/  —  -  4-  //, 
2 


on  voit  que  Tare  sera  représenté  par  une  intégrale  elliptique 
de  seconde  espèce 


f 


a^i  —  e'  sin^udu. 


On  peut  prendre,  pour  variable  indépendante,  au  lieu  dv  f 

ou  de  M,  la  latitude  \  c'est-à-dire  l'angle  de  la  normale  avec 

le  grand  axe.  On  a 

dx       a 
tangX^-^-zz.^lang/, 

d'où 

1  acosX  cosX 

COS  t  =: 


s/ 


i4--^tang«X      ^  ^ 


/    -     .     . Ti =—          ,  / .-; bcO^t 

Cl  enfin 

a     dt  dX               ,        b  cos'/    „ 

6  cos'^  cos*X                     a  cos*X 

d'où 

^  a  cos  A           J^^    (,_e«siun)ï 

J.  —  II.  () 
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Si  rexcentricité  e  est  faible,  on  obliendra  abémeol  une 
valeur  approchée  de  cette  intégrale  en  développant  la  fonc- 
tion à  intégrer  suivant  les  puissances  entières  de  e-  ;  dans  les 
coefficients  figureront  les  intégrales 

I^r-  /      sin""Xc/)., 


que  nous  savons  calculer 


127.  Si  la  courbe  proposée  est  définie  par  une  équation 

entre  les  coordonnées  polaires  p  et  (o,  on  aurait,  comme  ou 
sait, 

ds  =::  v^r»  -h  r'*  dut 
et,  par  suite, 

0). 

128.  Enfin,  une  courbe  gauche  étani  définie  par  trois  équa- 
tions 

^=f{t),       y==?(0,       ^^'KO, 

on  aura 


et  l'arc  s^  —  Sq  sera  donné  par  l'intégrale 


r 


129.  Aires  planes.  —  Considérons  un  domaine  plan  D, 
borné  par  une  ou  plusieurs  courbes.  Supposons,  pour  plus 
de  simplicité,  que  pour  chacune  de  ces  courbes 

les  fonctions  /et  cp  admettent  de»  dérivées  continues,  sauf 
pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  t.  L'aire  de  D  sera 
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(lonuée  par  Fi ntég^'ale  double 


^dxdy, 


éleodue  à  tout  l'intériecir  de  ce  domaine. 

Mais  cette  intégrale  double  se  ramène  aisément  à  une  in- 
tégrale simple. 

130.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'évaluer  Faire  com- 
prise entre  les  deux  ordonnées  y  =/(x  l'axe  des  x  cl  les 
deux  ordonnées  x  =  Xq,  x  =  j:,  . 

Elle  est  donnée  (116)  par  l'intégrale  simple 


jrdx. 


Si  la  courbe  est  définie  par  deux  équations 

x=/{t),  ^?(0, 

on  pourra  prendre  i  pour  variable  indépendante,  et  Tinté- 
l^rale  se  transformera  en  la  suivante  : 


^(l)/'(l)dl. 


131.   1*  Admettons,   par  exemple,  que  la   courbe  C  soit 

l'bjrperbole  ëquilatère 

xy  z=  a, 

on  aura  pour  l'aire  cherchée 

r*  a  d.r  .      .r, 

2**  Si  C  est  la  parabole 


celle  aire  sera 


r» /      .3  3. 

sjipxdx  zz:  \\l i^p  \x\  —  xjK 
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3°  Si  C  représente  la  moilié  supérieure  de  l'ellipse 

d?  :=  a  cos  t,        y  z=zbsinty 
on  aura 

ydx^^  —  ab  sin*  tdt:^—  ab dt^ 

et  Taire  cherchée  sera 

,  I  —  cos2^  ,        r         , //        sinaAl't 

ab dLz=z\—  ab{ -, —  ) 

a  L  \2  4     /J/o 


En  posant  1^=11^^  ^,  =  0,  nous  voyons  que  l'aire  de  la 

demi-ellipse  sera ;  celle  de  l'ellipse  entière  sera  donc 

égale  à  Tzab. 

4®  Enfin,  si  C  est  la  cycloïd  e, 

j?=:a(/ —  sin^),        /  rz:  a(i  — cosO, 
on  aura 


dt 


et 


y  dx^=ia}{i  —  cos f  )*  rf/  =  a*  (  i  —  2  cos t  -\ '■ ) 

r      ,           ,/             .            t        sin2^\'' 
j  ydx:=za}{t—  'i^mt-\ 1 —  1   • 

Faisons  en  particulier  /o=  o,  /«  =  27t;  nous  voyons  que 
l'aire  comprise  entre  Taxe  des  x  et  la  cycloïde  pour  une  ré- 
volution complète  du  cercle  générateur  est  égale  à  itza^. 

132.  Supposons  plus  généralement  que  le  domaine  D,  dont 
on  demande  l'aire,  soit  borné  par  une  ou  plusieurs  lignes 
reclifîables  dont  chacune  soit  décomposable  en  un  nombre 
fini  d'arcs  partiels  A,  A|,  ...,  tels  que  sur  chacun  d'eux 
X  varie  constamment  dans  le  même  sens  (ou  reste  constant). 
Soient  a?0)  ^  1^  maximum  et  le  minimum  de  x  dans  le  do- 
maine D. 

Par  les  extrémités  des  arcs  A,  A, ,  . . . ,  menons  des  paral- 
lèles Xq^  X|,  ^27  . . .,  X  à  l'axe  desj^. 

Considérons  la  portion  du  champ  comprise  dans  la  bande 
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qui  sépare  deux  parallèles  consécutives  X/,  jt/^i  {fig^  5). 
l  ne  parallèle  x  à  Taxe  des  y  menée  dans  celle  bande  ren- 
conlrera  la  fronlière  de  D  en  a/i  points  P|,  Pa,  Pj,  P*,  ..., 

Fig.  5. 


^    x^xa?, 


le  nombre  n  étant  constant  dans  une  même  bande,  mais  pou- 
vant varier  d'une  bande  à  la  suivante  (il  est  égal  à  2  dans  1h 
fijjure  ci-jointe). 

Soient  Vjjj^'a,  ...  les  ordonnées  des  points  Pi,  P^»  .... 
L'aire  de  la  portion  du  champ  comprise  entre  xi  et  ji*/+«  sera 
•évidemment  égale  à 

dx Jdy—  I        dx{   -y,-+-j'5   -j'3-»-y;  — •..)• 

Hus  généralemenl,  si,  au  lieu  de  l'intégrale  ^dxdy^  on 

voulait  déterminer  Tintégrale  ^^-  dxdy^  où  F  désigne  une 

fonction  de  x^y^  on  aurait,  pour  la  partie  du  champ  com- 
prise dans  la  bande  X/X/^.,,  en  désignant  par  Fj,  F2,  .  •  • 
les  valeurs  de  cette  fonction  aux  points  (x,  j'i),  (x,y2)i  •     ? 


^^±^dxdy^-  Ç^^^  dx{-Y,^V,^Y,^Y,- 


.). 


L'intégrale  totale  s'obtiendra  en  faisant  la  somme  des  in- 
lé^Tales  partielles  ci-dessus,  relatives  aux  diverses  bandes. 

133.  Si  nous  supposons  que  le  long  de  chacun  des  arcs  A, 
A,.  ...  il  existe  une  tangente,  dont  la  direction  varie  d'une 
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façon  continua  avec  Tare  Sj  on  pourra  donner  une  forme  élë- 
gaaie  au  résuUal  précèdent.  Soient,  en  effet,  ds^y  ds^^  ... 
les  éléments  d'arc  voisins  de  P|,  P2,  .  - .  qui  se  projettent 
sur  Télémenl  dx]  N,,  N2,  ...  les  normales  à  ces  éléments, 
menées  dans  le  sens  extérieur  an  champ;  ]N,  Y,  N2  Y,  ...  les 
angles  qu'elles  forment  avec  Taxe  des^  positifs;  on  aura  évi- 
demment 

dx z=  —  ds^  cosNi Y  =  H-  rffj  ces Nj Y  =  —  ^^3 cosN, Y  z=. . ., 
d'où 

c/^(-  F,  -f-  F,-  F,-+-. . .)  =  fFcos^Y ds, 

la  sommation  étant  étendue  à  toute  la  longueur  des  arcs  con- 
tenus dans  la  bande  XiXi^i .  Sommant  les  résultats  relatifs  aux 

diverses  bandes,  on  voit  que  l'intégrale  double  ^^  dxdy 

est  égale  à  rin<tégrale  simple 

yPcosNY^^, 

étendue  à  toute  la  frontière  du  champ. 

Si  la  fronlière  était  constituée  en  partie  par  des  parallèles 
aux^,  il  semble  tout  d'abord  que  ces  lignes  devraient  être 
euclues  de  la  sommation  ci-dessus  ;  mais,  comme  co&NY  est 
nul  tout  le  long  de  ces  lignes,  on  peut  leur  étendre  la  som- 
mation sans  rien  changer  au  résuItaL 

Si  nous  posons  en  parliculier  F=^,  nous  aurons,  pour 

l'expression  de  Paire  ^dxdy^  l'intégrale  simple 

fyco^Wids. 

134.  Lorsqu'une  courbe  fermée  C  présente  des  points 
multiples,  la  distinction  entre  les  normales  intérieure  et  exté- 
rieure ne  peut  être  maintenue.  On  peut  toutefois  distinguer 
encore  deux  sens  dans  la  normale,  en  appelant,  par  exemple, 
normale  positive  celle  qui  reste  en  eliaque  point  k  gauche 
d'un  observateur  décrivant  laligneCdans  un  sens  déterminé. 
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H  e^t  aisé  de  déterminer  d«ns  ce  cat  la  signification  do 

l'intégrale 

Ç  y  cos  NY  ds^ 

prise  sur  cette  ligne,  N  désignant,  pour  fixer  les  idées,  la 
normale  positive. 

Considérons,  par  exemple,  le  contour  à  quatre  points 
inultiples  hahcdedfagcfh  représenté  par  \^fig.  6.  Il  partage 
le  plan  en  six  régions,  dont  cinq,  L,  MjN,  P,  Q  sont  bornées, 
la  dernière  s^étendant  jusqu^à  Tinfiai. 


Soit  a  Tun  des  points  multiples,  choisi  à  volonté.  Le  con- 
tour proposé  sera  formé  de  la  taccession  des  deux  suivants 
abcdedfa  et  agcfha.  Ce  dernier  n'a  pins  de  point  mnittple 
n,  comme  la  normale  positive  lui  est  extérieure,  Tintégrale 
/ycosNYûfj  prise  suivant  ce   contour  sera  égale  à  l'aire 

qu'il  enveloppe,  soîtL  -f-  M-+-  N.  L'a ulrc  contour  cfftcrfe<^c/, 
(]iii  a  encore  un  point  multiple  d^  est  la  somme  des  deux 
contoars  partiels  ded  et  ahcdfa  qui  n'ont  pins  de  point 
multiple.  Sur  le  premier,  ded^  la  normale  positive  est  inté- 
rieure à  Taire  Q;  cosNY  sera  égal  et  contraire  à  ce  qu'il 
aurait  été  si  l'on  eût  pris  la  normale  extérieure;  l'intégrale 
obtenue  sera  donc  — Q.  Sur  le  second,  la  normale  positive 
étant  extérieure,  Tîntégrale  sera  M  -f-  P. 

Ajoutant  les  résultats  qui  précèdent,  on  voit  que  l'inté- 
grale 1  y  cosNY  ds  étendue  à  tout  le  contour  sera  égale  à 

Lh-2M-4-N-+-P-^Q. 
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On  pourrait  opérer  de  même  pour  un  contour  quelconque, 
ol  Ton  obtiendrait  dans  tous  les  cas  un  résultat  de  la  forme 

XL-h  {iM  -h  vN  -h. . ., 

L,  M,  N,  . . .  désignant  les  aires  des  diverses  régions  du  plan 
bornées  par  le  contour,  et  X,  jx,  v,  .  . .  des  entiers  positifs 
on  négatifs. 

133.  Si  nous  remplaçons  les  coordonnées  rectangles  x,  y 
par  des  coordonnées  polaires  /*,  w,  l'aire  sera  donnée  par 
rinlégrale  double 

^rdrdM. 


(Jelle-cl  peut,  comme  la  précédente,  se  ramener  à  une  in- 
h'grale  simple. 

En  eflTel,  soit  en  premier  lieu  à  déterminer  l'aire  du  triangle 
curviligne  compris  entre  les  deux  rayons  vecteurs  Wq  et  w,  el 
la  courbe 

la  fonction /((!))  ayant  une  valeur  unique  et  déterminée  pour 
chaque  valeur  de  co  comprise  entre  coo  et  co,.  L'aire  cherchée 
sera  évidemment 


'      ciui  I    rdrz=z   I      —  du 


L'aire  d'une  courbe  fermée,  enveloppant  l'origine,  sera 
donnée  par  la  même  formule,  en  y  posant  a)o=  o,  co,=  «tt. 
Si  l'origine  est  sur  la  courbe,  il  faudra  poser  w©  ^=  o,  co,  =7:. 

136.  Considérons  plus  généralement  un  champ  D  borné 
par  une  ou  plusieurs  lignes,  décomposables  en  un  nombre 
linis  d'arcs  partiels  A,  A,,  ...  tels  ;  1"  que  sur  chacun  d'eux 
0)  varie  constamment  dans  le  même  sens  (ou  reste  constant); 
2  "  que  le  long  de  chacun  d'eux  existe  une  tangente,  dont  la 
direction  varie  d'une  manière  continue. 
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Joi<^nons  les  extrémités  des  arcs  A,  A,,  ...  à  l'origine;  et, 
^i  l'un  de  ces  arcs  est  une  ligne  fermée,  menons  en  outre 
par  Torigine  deux  autres  droites  arbitraires.  Ces  droites  dé- 
composeront le  plan  en  secteurs. 

Considérons  la  portion  du  champ  comprise  dans  le  secteur 
fi«'lerminé  par  deux  de  ces  droites,  Wi,  w/^|.  Une  droite  me- 
née par  l'origine,  avec  un  azimut  compris  entre  (o,  et  o)/^,, 
coupera  la  frontière  du  champ  en  un  certain  nombre  de 
points;  soit  n  le  nombre  des  points  de  sortie  Po»  Pav  •••; 
criui  des  points  d'entrée,  Pj ,  ...,  sera  n  ou  /i  —  i,  suivant 
que  l'origine  sera  à  Texlérieur  ou  à  rinlérieur  du  champ. 

Soient  Fq^  r,,  /-j,  ...  les  rayons  vecteurs  de  ces  points; 
^aW.  N»  R, ...  les  angles  que  la  normale  extérieure  au  chnmp 
)  forme  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur.  On  aura 
'Mdemment 

/        e/co   /  rdr:  .  f         ^  dw  {ri- r]-^r\ -...). 

Soient  d'ailleurs  rf^o,  (/s^^  ...  les  éléments  des  arcs  fron- 
'i^res  qui  ont  pour  perspective  Tare  du)  sur  un  ct^rcle  (h; 
ravoQ  I  tracé  autour  de  l'origine  :  on  aura  évidemment 

dsç.  ros  Nn  H             dsi  cos  \,  \\ 
av)  --  r=  — ._  ...  ; 

^intégrale  précédente  se  réduira  dojic  à 

I       -  (rç  cos  No  R  ^'^0  ■+■  ''i  cos  N,  R  e/s,  -f- . . .  )  =  /  -  /•  cos  NR  ds, 

'a  sommation  étant  étendue  à  tous  les  éléments  des  arcs 
frontières  compris  dans  le  secteur  to/to/^,. 

Chaque  secteur  donnant  un  résultat  analogue,  l'aire  totale 
ï»era  donnée  par  la  même  intégrale,  étendue  à  toute  la  fron- 
tière du  champ. 

1-e  même  raisonnement,  appliqué  à  Tintégrale  double 
plus  générale 
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montrcrail  qu'elle  est  égale  à  l'intégrale  simple 


rFcosNR 


137.   Aire  d'cne  sraFAcc  courbe.  —  L'aire  d'une  portion 
(le  surface  courbe,  définie  par  les  équations 

est  donnée  par  l'intégrale  double 


A,  K,C  désignant  les  jacobiensdes  fonctions  cp,  o«,  ?2,  prises 
deux  à  deux. 

Il  existe  deux  cas  assez  étendus  où  l'on  peut  eflectucr 
Tune  des  deux  intégrations  nécessaires  pour  le  calcul  do 
celle  intégrale  double. 

138.  Considérons,  en  premier  lieu,  la  surface  engendrée 
par  le  mouvement  hélicoïdal  d'une  courbe.  (Ce  cas  com- 
prend celui  des  surfaces  de  révolution.)  Prenons  pour  axe 
des  z  l'axe  de  ce  mouvement,  et  soient 

X=/(//),  ZzzzcpCl/) 

les  équations  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  des  xy. 
Lorsqu'elle  aura  tourné  d'un  angle  ^,  elle  se  sera  élevée  de 
nii?,  m  désignant  une  constante.  Le  point  (X,  Y)  sera  donc 
venu  en  un  point  (Xj  y^  z)^  où 

.r=:Xcos(',        j'zzrXsinr,         s  ==  Z -h  mp. 

Les  deux  variables  indépendantes  seront  u  et  v^  el  Ton 

aura 

A.=      X'sint^.m  —  Xcost^.Z', 

B  =  — Z'Xsinç'  —  mX'cosr, 
C  =:  X'  cos  v.\.  cos  t^  -H  X  sin  p.X'  sin  s;  =:  XX', 


^A.24.  B*-+- G*  rz  v/w*X'*-+- X>Z'*4- X»X'«. 
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Celte  expression  ne  dépendant  que  de  u^   Tintégrolion 
par  rapport  à  v  sera  immédiate. 

139.  Cherchons,  d'après  cette  formule,  Paire  du  lore  en- 
l^endré  par  la  révolution  du  cercle 

X  r=:a -*- rcostt,         Z=:rsina. 
On  aura 

m  —  o,        Z'«-+-X'»  :-/•', 

oi  la  fonction  à  intégrer  se  rédnîn  à 

rX  =z  r  (a  -h  rcos«). 

On  aura  à  intégrer  de  o  à  2tc  par  rapport  à  p,  puis  par  rap- 
port à  u.  La  première  intégration  donnera 

aiir(a-h  rcostf) 
et  la  seconde 

[air/-(att  -h  rsîna]5^=r  2Ttr.2Trrt. 

140.  Le  second  cas  est  celui  des  surfaces  réglées,  définies 
par  les  équations 

f/,  6,  ûi,  6f,  aa,  fea  étant  des  fonctions  d*un  paramètre  v. 
En  désignant  leurs  dérivées  par  c/,  b\  . . .,  on  aura 


Par  suite,  ^A*  -t-  B^  H-  C^  sera  de  la  forme 


où  M,  N,  P  ne  dépendent  que  de  c?.  Or  nous  savons  effectuer 
rintégration  indéfinie  de  ce  radical  par  rapport  à  u, 

141.  Considérons  comme  application  le  paraboloïde  hj- 
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perbolique  défini  par  les  équations 

j:-=ia  -\-  b  u  -h  c  ç  -h  ci  uv, 
y  —  rt,  -h  bi  II  -f-  c,  r  4-  6/,  uv, 
r  ^  a*  -h  ^,  w  -i-  c,  r  -i-  ûfj  u\\ 

a,  b,  ...  étant  des  constantes. 

Chacun  des  jacobiens  A,  B,  C  sera  de  la  forme 

a  -h  P  M  -4-  Y  ^^. 
L'expression  à  intégrer  sera  donc  de  la  forme 

\/r  dudvy 

F  étant  une  fonction  du  second  degré  en  u^  v  et  positive. 

Proposons-nous  de  calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface 
comprise  entre  les  quatre  génératrices  u  =  w©,  m  =  Wi ,  r  =  i\^ 
i'=ir,.  Prenons  pour  variables  indépendantes,  au  lieu  de  n 
et  r,  de  nouvelles  variables  S,  7|  fonctions  linéaires  de  «  et 
de  iK  Ces  fonctions  pourront  être  choisies  de  manière  à  ra- 
jnener  F  à  la  forme 

m  étant  un  facteur  constant.  Le  jacobien  de  la  transforma- 
tion est  également  une  constante.  Enfin  on  voit  aisément 
que  le  nouveau  champ  d'intégration  sera  un  parallélogramme. 
Or  un  parallélogramme  (et  généralement  un  polygone  quel- 
conque) peut  être  considéré  comme  une  somme  algébrique 
de  triangles  ayant  un  sommet  à  l'origine  des  coordonnées. 
Cherchons  donc  la  valeur  de  l'intégrale 


îmblable  tr 
Posons 


dans  un  semblable  triangle 


înrrcosto,         T,  zz:  rsino), 
l'intégrale  se  transformera  en 


S  v^i  -h  r^  r  dr  du). 
Les  côtés  du  triangle  qui   passent  par  l'origine  ont  des 


LNTÊGRALBS   DÉFINIES.  I^I 

équations  de  la  forme 

elle  coté  opposé  une  éqiialioa  de  la  forme 

n 

r^=Z   ; ^y 

ces  (  (li  —  A  ) 

p  et  A  étant  des  constantes.   La  première  intégration,  par 
rapport  à  r,  peut  s'effectuer,  et  donne  comme  résultat 

n  » 

F',     .     tvîl''''*^"-^»  ^  I  [cos*(w  — X) -+-/>-]'  I 

L^  J^,  3  cos*  (tu—  A)  .i 

Il  restera  à  intégrer  cette  expression  de  to©  a  w,.  Olte 
iolégration  peut  s'effectuer  aisément  en  posant,  dans  le  pre- 
mier terme  de  la  différentielle  proposée, 

sin  (w  —  X)  z^  t. 
Il  sera  transformé  en 


expression  intégrable  par  les  méthodes  connues. 

lia.  Considérons  enfin  Tellipsoïde 

.  .z*       r-       5« 

a*        o*       c* 

Cherchons  l'aire  S  de  la  moitié  de  cet  ellipsoïde  située  au- 
dessus  du  plan  des  xy. 
Décomposons  l'ellipse  de  base 

eo  cléments  infiniment  petits  d^.  Chacun  d'eux  sera  la  pro- 
jcotioa  d'un  élément  de  l'aire  cherchée,  égal  à 

d'y 
C0S9 
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cp  désignant  I^angle  que  la  normale  à  Télément  fait  avec  l'axe 
des  z.  Nous  aurons  donc  à  calculer  l'intégrale  double 

COS^p 

Or  on  a 


cos<p  = 


Le  lieu  des  points  pour  lesquels  ^  est  constant  sera  donc  lu 
courbe  défînie  par  l'équation  (i)  et  la  suivante 

Eliminant  z^,  on  aura,  poiir  la  projection  de  cette  courbe 
sur  le  plan  des  xy,  l'ellipse 

dont  Taîre  U  sera 

I  —  cos'« 


Tzab 


v/(  I  —  a'  cos*  «p  )  (  I  —  p*  ces'  (p  ) 
en  posant,  pour  abréger, 

a^  —  c^         .  ô*— c' 


6* 


-P* 


La  somme  des  éléments  c/t,  compris  entre  les  ellipses  f  et 
cp  -f-  do^  sera  évidemment  dU,  et  la  bande  correspondanle 

de  rellipsoïde  aura  évidemment  pour  aire •  On  obtieii- 

^  '^  cos<p 

dra  S  en  sommant  toutes  ces  bandes,  de  cp  =  o  à  o  =  -  j  ce 

qui  conduit  à  déterminer  l'intégrale  simple 


x: 


*"«  dV 


^    ^     cos© 

9  =  0  • 
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Ii3.  Considérons  d'abord  Tintëgrale  îndéfiuie. 
L'inlégration  par  parties  donnera 


j   coso       cos«      j         ces© 
d,  en  posant 


iloîi 


31 


ou  :i 

cosç  sin^  siu^^ 

I       /*rfU        «'— sin»<|/ 

ita^y  cosç  ~"  asin  +  cosij/vi  — ^*5in-i^ 

/g^— sinH  d^ 

Mais,  en  remplaçant^  dans  la  dernière  intégrale,  a'  par 
X-  i'i  —  k^  sin«^  4-  k^  BÎtt^  ^),  elle  deviendra 

^      '^  y  J  \/i  —  k-sin^         J  sin»'| 


Or 


^~  — rfcot^.; 


sin^<|/ 
ou  aura  donc,  en  intégrant  par  parties, 


—  —  v^i  —  A-*sin*4'  cot^ 
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Réunissant  ces  résultats,  il  vient 

/  := — -        ^         —  ay/i  —  A'*sin*<{^c   li/ 

T^ab  J    cos©        asin<];cos4' V  *  —  A"*sin*4' 

_l_  (a  -  i^^    r  ^        M      _  _  ^  (j-^ZTkr^^di, 
V         */ J  y/i  — A:*sin»4;         -^ 

144.  Il  ne  reste  plus  qu'à  assigner  les  limites  de  Tintégra- 

lion.Or,  pourcp  =  o,  on  ai  =  arc  sina;  pour  o  =  -,  i  =  o. 

On  remarquera  que  la  substitution  t};  =  o  rend  infinis  les 
deux  termes  tout  intégrés.  Mais  leur  différence  s'annule; 
ce  sont,  en  effet,  des  fonctions  impaires,    dont  les  valeurs 

principales  -  et  —  j  se  détruisent. 

On  obtiendra  ainsi  la  formule 


^i  —  A:*  sin*J^ 

,  arc  «In  a 
« 

^0 


f  arc  Bina    
v/i  —  X:*sin*^é/»}/. 


L'aire  cherchée  s'exprime  donc  par  des  intégrales  ellip- 
tiques de  première  et  de  deuxième  espèce. 

143.  Volumes.  —  Ils  sont  donnés  par  l'intégrale  triple 

S  dx  dy  dz  ; 

mais  celle-ci  se  ramène  aisément  à  une  intégrale  double. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'on  demande  le  volume 
d'un  cylindre  parallèle  à  O3  et  limité,  d'un  côté,  au  plan  des 
x^y^  de  l'autre  à  une  surface  S  définie  par  les  équations 

x  —  ^{u,v),         yz=zt:^^{u,v),         z  —  ^^[u,v), 

A  chaque  point  (j;,  y)  de  la  base  du  cylindre  correspon- 
dent des  points  du  champ,  dont  le  z  varie  de  o  à  'f2(^)  (')• 
On  aura  donc,  en  effectuant  une  première  intégration  par 
rapport  à  z, 

S  dx  dy  ^j  =1=  Sep,  dx  dy  1=  S«p,  |C|  du  dv^ 


INTtGRALBS  BÊPUfUS.  1^5 

C  désignant  le  jacobien  de  <p  et  de  ^ i,  et  l'intégrale  double 
étant  étendue  atout  Tintérieur  de  la  base  du  c^^lindre. 

146.  Celte  intégrale  double  se  ramène  elle-même  à  une 
tniégrale  simple  : 

i'*  Si  la  surface  S  est  hélicoïdale  (ou,  en  particulier,  de 
révolution),  car  on  a,  dans  ce  cas  (138), 

^i,  ?2 1  C|  étant  linéaire  par  rapport  à  Çj  on  pourra  effectuer 
lintégration  relative  à  cette  variable. 

2"  Si  elle  est  réglée,  car  cp^  ei  C  étant  linéaires  en  m,  o^  |C| 
sera,  par  rapport  à  cette  variable,  un  polynôme  du  second 
degré,  que  l'on  sait  intégrer. 

147.  Cherchons,  comme  application,  le  volume  compris 
entre  les  plans  des  xy^  des  yz,  une  demi-sphère  de  rajon  r, 
avant  son  centre  à  l'origine,  et  un  cylindre  droit  dont  la 
base  a  pour  diamètre  le  rayon  OA  {Jig.  7). 

Fig.  7. 


Prenons  des  coordonnées  semi-polaires  p,  o,  ^,  délermi- 
iiées  par  les  relations 

^=i:pC09Cp,  y  ^:p  s'in^f  Z  ^r  Z, 

L'ordonnée  z  de  la  sphère  est  évidemment  définie  par  la 
relation 


-.s/r'-?'^ 


J.-  IL 
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On  aura,  d'autre  part, 

coscp     — psin^ 
sintp       pcostp 

Nous  aurons  donc  à  évaluer  Tintégrale  double 


=  ?' 


J  Jv^'-^-p'p^p^?. 


le  champ  dMntégration  étant  le  triangle  curviligne  ÂOB. 

Une  première  intégration  par  rapport  à  p  donnera  pour 
résultat 


[JTO.N 


OM  et  ON  étant  des  valeurs  extrêmes  de  p  pour  une  valeur 
déterminée  de  ©.  Or  la  figure  donne  OM  =  rcoscp,  ON  =  /•. 
Substituant  ces  limites,  il  viendra  comme  résultat  de  la  pre- 
mière sommation 

-5-  sin'(p  a(p. 

Intégrant  de  nouveau  entre  les  limites  extrêmes  de  o,  qui 

sont  ici  o  et  ->  on  obtiendra  le  volume  cherché 

2 

,.3      /»!  /•'/*' 

-/     sin'ïp^9== -^  /     —  (i  — cos*<p)fi?cosç 

:-_:-(^-COS<p+-^j^=:-îr». 

148.   Cherchons  encore  le  volume  compris  entre  le  plan 
des  xy  et  la  moitié  supérieure  de  Tellipsoïde 

.r'        r*       z^ 

Cette  équation   peut  être  remplacée  par  le  système  dt^ 
suivantes 

ir  r. -  a  sin i^  ces  w,         j   =^sinrsinw,         z=zccos{\ 
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et  Ton  obtiendra  tous  les  points  du  demi-ellipsoïde  en  fai- 
sant varier  u  de  o  à  21:  et  r  de  o  à  -  • 

2 

On  aura 

C  =  —  a  sin  ('  sin  u .  fr  cos  v  sin  u 

—  a  cos  V  cos  u.b  sin  ç  cos  u 

=z —  ab  sini^cos^. 

Le  volume  cherché  sera  donc  donné  par  l'intégrale  double 
abc  S  sin r  cos'  v  dv*  du  ■—.  ir.abc  j     cos'  v  sin  r  dv 

—  2'Kabc\ T^\   —ÎT^abc. 

149.  Considérons  plus  généralement  un  volume  V  limité 
par  une  ou  plusieurs  surfaces  fermées.  Supposons  que  ces 
surfaces  puissent  être  partagées  en  un  nombre  fini  de  ré- 
gions telles  :  1**  que  chacune  d'elles  ne  puisse  être  rencontrée 
en  plus  de  deux  points  par  une  parallèle  aux  s]  2**  qu'elle 
possède  un  plan  tangent  dont  la  direction  varie  d'une  ma- 
nière continue;  3°  que  la  frontière  de  séparation  entre  deux 
régions  contiguës  soit  une  ligne  rectifiable. 

Par  ces  diverses  lignes  de  séparation,  faisons  passer  des 
cylindres  parallèles  aux  z.  Ils  découpent  le  plan  des  xy  en 
un  certain  nombre  de  régions.  Une  parallèle  aux  ^,  menée 
par  un  point  x,y  pris  dans  une  de  ces  régions  R/,  rencon- 
trera la  frontière  de  V  en  2/1  points  (le  nombre  n  pouvant 
varier  d'une  région  à  l'autre),  à  savoir  n  points  d'entrée  P4, 
P3,  . . . ,  et  n  points  de  sortie  P2,  P4,  .... 

Le  volume  de  la  portion  de  V  contenu  dans  le  cylindre  de 
lïase  R/  sera  évidemment  égal  à 

Sdjcdf  fdz   -Sdxdy{ — ^i-+-^2 — :;3-l-...)- 

Or  soient  ^t,,  di^^  ...  les  éléments  des  surfaces  frontières 
Cjui  se  projettent  sur  dx  dj^;  NtZ^  N2Z,  ...  les  angles  que 
'es  normales  extérieures  à  ces  éléments  font  avec  O:;;  on 
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aura  évidemment 

dxdy^m  —  t/dj  cosNiZr=£/a,  cosNiZ=:. . ., 

formule  toute  semblable  à  celle  du  n^  133,  et  d*où  Ton  dé- 
duit que  le  volume  cherché  est  donné  par  l'intégrale  double 

S^cosNZe/9, 

étendue  à  toute  la  frontière  de  V, 

Si,  au  lieu  de  l'intégrale  S  dx  dy  dz^  on  considérait  plus 
généralement  la  suivante 

on  la  réduirait  à  l'intégrale  double 
SFcosNZ^ff, 

150.  L'emploi  des  coordonnées  polaires  donne  une  ré> 
duction  du  même  genre.  Le  volume  est  déterminé  par  l'in- 
tégrale triple 

Sr^sinbdrdbdf. 

Une  droîle  issue  de  l'origine  rencontrera  la  frontière  du 
champ  en  n  points  de  sortie  Po,  P2J  -  •  •  ein  ou  n  —  1  points 
d'enlrée  P4,  ....  Soient  respectivement  To,  Ti,  ...  les 
rayons  vecteurs  de  ces  points;  on  aura 

Sr'sinerfrrferfy:z.g""^f'^y  (ri-/? +...)■ 

La  quantité  sin8rf9rf<p  =  rfcj  représente  l'aire  de  l'élément 
inlercepté  sur  une  sphère  de  rayon  1  tracée  autour  de  l'ori- 
gine par  le  cône  limité  par  les  quatre  surfaces  y,  ©  -+-  rff  7  8, 
6  -+-  rfô.  Soient  rfo-g,  rfT,,  ...  les  éléments  des  surfaces  fron- 
tières qui  ont  rfw  pour  perspective  sphérique;  NqR,  N|R 
les  angles  que  les  normales  extérieures  à  ces  éléments  font 
avec  le  rayon  vecteur  prolongé  ;  on  aura  évidemment 

,         ddo  ces  No  R           e/(j,  ces  N 1 R 
di^  = -, = jr, =•••> 
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d'où  Ton  déduit  sans  peine  que  le  volume  cherché  esl  donné 
par  rinlégrale  double 

ISrcosNRe/cr, 

étendue  à  toute  la  surface  frontière. 
On  verrait  de  même  que  l'intégrale  plus  générale 

dF 


V  — £/rsin0d6t/<p 


se  réduit  à  Tintégrale  double 

FcosNR 


Sr  cosT 


d^. 


loi.  Cherchons,  d'après  ce  qui  précède,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale double 

cosNRrftj 


ScosINt 


Associons  ensemble  les  éléments 


cosNoRû^cTo           cosN,Rc^(j, 
\ >         i 7 


•  •  •> 


qui  ont  pour  perspective  sphérique  un  même  élément  (f(o; 
on  aura 

cosNoRûfd       cosi\,R<y(j|  ,  , 

\ ! 4 ~  -f-  .  .  .  =:  fi?a>  —  ^0)  H- 

Si  l'origine  est  extérieure  à  V,  le  nombre  des  points 
d'entrée  est  égal  à  celui  des  points  de  sortie;  la  somn>e  ci- 
dessus  est  nulle.  L'intégrale  est  donc  nulle. 

Si  l'origine  est  intérieure  à  V,  le  nombre  des  points 
d'entrée  est  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  points  de 
sortie.  La  somme  ci-dessus  est  égale  à  diù^  et  l'intégrale  sera 
égale  à  Sc/o>,  la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  éléments 
delà  sphère  de  rayon  i.  L'intégrale  sera  donc  égale  k  ^t^. 

Enfin,  si  l'origine  est  sur  la  frontière  de  V,  l'intégrale  est 
encore  égale  à  2<i(o.  Mais  ici  la  sommation  ne  porte  que  sur 
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les  éléments  de  la  surface  sphérique  situés  d'un  coté  du  plan 
tangent.  L'intégrale  aura  donc  pour  valeur  ai:. 

152.  Masses.  —  On  nomme  densité  moyenne  d'un  corps 
le  rapport  de  sa  masse  à  son  volume.  Un  corps  sera  homogène 
si,  en  le  décomposant  d'une  manière  quelconque  en  plu- 
sieurs parties,  ces  diverses  parties  ont  toutes  la  même  den- 
sité moyenne.  Dans  le  cas  contraire,  le  corps  sera  hétéro- 
gène. 

Considérons  un  corps  hétérogène;  soient  P  l'un  de  ses 
points;  Q  une  portion  du  corps,  qui  contienne  le  point  P. 
i\ous  admettrons  que,  si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  sui- 
vant une  loi  quelconque  le  diamètre  de  Q,  sa  densité  moyenne 
tendra  vers  une  limite  déterminée.  Cette  limite  se  nomme  la 
densité  au  point  P.  Celte  densité  variera  en  général  d'un 
point  à  l'autre  et  sera  une  fonction  des  coordonnées. 

Supposons  qu'on  connaisse  cette  fonction  et  qu'elle  soit 
continue.  Proposons-nous  de  calculer,  d'après  ces  données, 
la  masse  totale  du  corps.  A  cet  effet,  décomposons  le  corps 
en  éléments  de  diamètre  infiniment  petit.  Soient  AV  l'un 
d'eux;  |x  la  densité  en  un  point  (-P,  J',  z)  choisi  arbitraire- 
ment dans  AV.  La  densité  moyenne  de  l'élément  sera  u.  -I-  s. 
£  étant  infiniment  petit  ;  sa  masse  sera  donc  (  ix  -h  e)  AV,  et  la 
masse  totale  M  sera  donnée  par  la  formule 

M  — v(,x-|-e)aV. 

Si  l'on  passe  à  la  limite,  Ss  AV  tendra  vers  zéro,  car  son 
module  ne  peut  surpasser 

V  désignant  le  volume  du  corps,  et  t^  la  plus  grande  des 
quantités  |  s  |  ;  or  celles-ci  tendent  uniformément  vers  zéro 
dans  tout  le  corps.  Donc  M  sera  égal  à  l'intégrale  triple 

lim2|xAV=rS;i.é/V, 

étendue  à  tout  le  corps. 
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153.   Centbes  de  gravité.  Moments  d'ïnertii:.  —  Soieni 

(j:,^,  .;),  {x\  y^  5'),  . . .  des  points  de  masses  m,  m' 

On  nomme  centre  de  granité  du  système  le  point  dont  les 
coordonnées  X,  Y,  Z  sont  déGnîes  par  les  équations 

1       :  -— — =^  )  Là -m 


Lm  £m  £m 

et  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  une  droite  la 
somme 

0  désignant  la  dislance  de  la  droite  au  point  (j*,  y^  z)  de 
masse  m. 

Si,  au  lieu  d'une  série  de  points  isolés,  on  a  un  corps  con 
linu,  ces  sommes  se  changeront  en  intégrales.  Décompo- 
sons, en  effet,  le  corps  en  éléments  inGniment  petits,  comme 
plus  haut. 

Soient 

AV  le  volume  d'un  de  ces  éléments  ; 
;i  la  densité  en  un  de  ses  points  (^,y,  z); 
0  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  par  rapport  auquel  on  prend 
les  moments  d'inertie. 

La  masse  m  de  l'élément  sera  sensiblement  égale  à  |x  AV. 
D'autre  part,  tous  les  points  de  l'élément  auront  sensiblement 
pour  coordonnées  x,  y,  Zj  et  leur  distance  à  Taxe  sera  sen- 
siblement égale  à  0.  On  aura  donc,  en  passant  à  la  limite, 

Im     nilimStJLAV     z=S[id\, 
Zmx  :=limS{i.j7AV^  Sjjlxc/V, 


S/w8«  — limi:{jL8*AV  =  S(Aa»^. 

134.  Application,  —  Soit  à  trouver  le  moment  d'inertie 
d'une  sphère  homogène,  par  rapport  à  un  diamètre.  Prenant 
cette  droite  pour  axe  des  z  et  le  centre  de  la  sphère  pour  ori- 
gine, on  aura  ù^=zx^-\-y^.  Il  faudra  donc  calculer  l'inlc- 
grale 

S(Ji(x«  +  7*)^V. 
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On  trouverait  de  même,  pour  les  moments  d'inertie  rela- 
tifs aux  axes  des  x  et  des  j^, 

Slx(/'-+-3*)rfV     et     2{jL(5«-f-a:«)£/V. 

Ces  trois  moments  d'inertie  étant  égaux,  chacun  d'eux  sera 
égal  à  la  moyenne 

îS[x(x»-+-7«-h5«)rfV. 

En  coordonnées  polaires,  on  aura 

On  aura  donc  à  calculer  Tintégrale 

|S{jLr*sinOrfrfi?efi?4;, 

Dans  retendue  de  la  sphère,  i^  varie  de  o  à  ait,  0  de  o  à  t:, 
/'  de  o  à  R,  rayon  de  la  sphère. 

Les  intégrations  sont  immédiates  et  donnent  pour  résultat 
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CHAPITRE  m. 

DES  FONCTIONS  REPRÉSENTÉES  PAR  DES  INTÉGRALES 
DÉFINIES. 


I.  —  DériTation  des  intégrales  définies. 
135.  Une  intégrale  déGnie 


0 


où  la  fonction  à  intégrer  dépend  d'un  paramètre  /,  est  elle- 
même  une  fonction  de  ce  paramètre.  Les  limites  a,  A  peuvent 
d'ailleurs  être  constantes,  ou  dépendre  aussi  du  paramètre; 
mais  ce  second  cas  se  ramène  aisément  au  premier  par  un 
changement  de  variable.  Posons  en  effet 

x=r  a-h  (A  — a)/. 

L'intégrale  transformée  sera 


/■ 


f[a  -h  (A  -  a)y,  r](  A  -  a)  dfj, 


et  aura  ses  limites  constantes. 
On  opérerait  de  même  pour  une  intégrale  double 


/  •'^/^/(^'^'^)^^- 


Eq  remplaçant  d'abord  x^  puis  y  par  de  nouvelles  va- 
riables, on  rendrait  constantes  successivement  les  limites  des 
deux  intégrales  à  effectuer. 
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Nous  pouvons  donc  nous  borner  au  cas  des  limites  con- 
stantes. 

1S6.  Soit 

1=   r  f{x,  t)dx 

l'intégrale  considérée. 

Supposons  qu*à  toute  quantité  positive  e  on  puisse  faire 
correspondre  un  autre  nombre  8  et  une  décomposition  du 
champ  d'intégration  en  deux  parties  D  et  rf  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  : 

I®  Le  champ  D  est  borné  et  parfait;  et  la  fonction /resle 
continue  par  rapport  aux  deux  variables  x  et  /,  tant  que  .r 
reste  contenu  dans  D,  et  t  dans  l'intervalle  de  f©  —  5  à  /©  -H  '^• 

2®  L'intégrale    /  fdx^  prise  dans  le  champ  rf,  a  son  mo- 

dule  moindre  que  e  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises 
entre  t^  —  8  et  ^o  +  3. 

Dans  ces  conditions,  I  sera  une  fonction  de  ^,  continue  au 
point  ^0' 

Changeons  en  effet  ^o  en  /o+  /'  î  I  subira  un  accroissement 

Alr_-       Ç  f{x,t^^h)dx-  f  /{x,to)dx 
=      f  f{Jo,  ^o4-  h)  dx—  f    /{x,  /o)  dx 

■+-  I    A^y  t^-^h) dx—  f    /{Xy  /o) dx. 
^d  ^d 

Si  I A  [  <<  3,  les  deux  dernières  intégrales  ont  leur  module 
moindre  que  e.  En  désignant  par  t^  le  module  de  la  différence 
des  deux  premières,  on  aura  donc 

|Al|<7l-i-2£. 

Or  on  peut  choisir  e  aussi  petit  qu'on  veut,  puis  prendre  A 
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assez  petit  pour  rendre  Tj  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
l'intégrale    /  /(-c,  t)  dx  est  continue  (  t.  I,  n**  83). 


car 


157.  Si  les  conditions  énoncées  ci-dcssus  ne  sont  pas  sa- 
tisfaites, rîntégrale  sera  souvent  discontinue. 
Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


fsinfo?  , 
ax. 


Si  t  est  positif,  posons    tx^^-y\   l'intégrale  sera  trans- 
formée en 

"■*  sinj 


f 


et  sera  égale  à  -  (98). 
Si  i  est  négatif,  posons  tx  =-=  — y\  elle  se  transformera  en 


rsiny  . 


el  aura  pour  valeur • 

Enfin  si  ^  =  o,  elle  sera  nulle. 

L'intégrale  est  donc  discontinue  au  point  ^  =  o. 

158.  Dérivation  sous  le  signe    /  .   —   Nous   avons    vu 
1. 1,  n*»  83)  que  l'intégrale 

^A 

1-   /     fix,  t)dx 


admet  au  point  ^  =  /©  "ne  dérivée,  représentée  par  l'inté- 
grale 


r 


Cet  important  résultat  n'a  été  établi  qu'en  supposant  a  et  A 
^'ïis,  et  -^  continu  par  rapport  à  x  et  ^,  tant  que  x  reste 
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dans  rintervalle  de  a  à  A,  et  /  dans  rinlervalle  de  /e—  2  à 
^o4-  8  (8  pouvant  être  choisi  aussi  petit  qu'on  voudra).  Mais 
nous  pouvons  étendre  la  démonstration  à  d'autres  cas. 

En  effet,  la  dérivée  de  I  au  point  ^  =  ^o  est,  par  définition, 
égale  à 

lim^  /     U^x,t^^h)—f{x,t^)'\dx 
=  limi  r    dx  f'      ^dt 

=.Mu.^,r"dtr%dx^r'4dx^ 

Le  théorème  sera  donc  établi  toutes  les  fois  que  les  trois 
transformations  que  nous  venons  de  faire  seront  licites. 

La  première  suppose  que  la  fonction  -^  n'est  discontinue, 

par  rapport  à  <,  qu'en  un  nombre  fini  de  points,  entre  ^o  et 
^oH"  /*)  6^  que/reste  continue  en  ces  points  (59).  Si  donc  on 
peut  déterminer  une  quantité  8  telle  que /(a:,  t)  soit  une  fonc- 
tion continue  de  /dans  tout  le  rectangle  (a,A,/o — 8,  /q-^S), 
et  que,  pour  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  A, 

-^  n'ait  qu'un  nombre  limité  de  discontinuités  entre  ^o  — ^ 

et  /o4-  8,  cette  transformation  sera  permise  dès  que  |  h  \  sera 
devenu  moindre  que  8. 

Si  a  et  A  sont  finis,  l'interversion  des  deux,  intégrations 
sera  permise  aux  conditions  suivantes  (68). 

I®  Les  points  du  rectangle  ci-dessus  aux  environs  desquels 

-57  cesserait  d'être  continue  sont  situés  sur  un  nombre  limité 
oc 

d'arcs  de  courbe  continus  P«Qi,  P2Q2»  •••  tels  que  le  long 
de  chacun  d'eux  x  d'une  part  et  t  de  l'autre  soient  crois- 
sants ou  décroissants. 


2°  L'intégrale 


/' 


dt 


DBS  FOlfCTlOlfS  HBPlÉSENTtBS  PAR  DBS  INTfiGRALBS  DfiPINlBS.       107 

a  une  valeur  détermuiée,  et  si  |X  ] ^ /,  son  module  sera  <^  s/, 
£/  tendant  vers  zéro  avec  /. 
3°  L'intégrale 


I 


^rf/z=/(x,  f  +  X)-/(:r,  0 


jouit  de  propriétés  analogues. 

Cette  dernière  condition  sera  certainement  satisfaite,  si, 
dans  le  rectangle,  /  est  une  fonction  continue  des  deux 
variables  j:  et  /;  car  sa  continuité  sera  uniforme. 

Si  Tune  des  limites  a,  A,  par  exemple  A.,  est  remplacée 
par  X,  on  pourra  encore  intervertir  les  intégrations,  si  cette 
opération  est  permise  dans  Tintervalle  de  a  à  un  nombre 
quelconque  A,  et  si  de  plus  Tintégrale 


/■ 


dt 


est  déterminée  et  a  un  module  moindre  que  tj^f^t),  ^[t) 
étant  intégrable  de  ^o  —  S  à  ^o  +  o  et  e^  tendant  uniformément 
vers  zéro  dans  cet  intervalle  lorsque  A  tend  vers  oo. 
Enfin,  si  les  conditions  précédentes  sont  satisfaites,  Tin- 


U'grale 


/ 


dt 


sera  continue  (même  si  le  champ  est  infini).  La  dernière 
Iran  s  forma  tîpn  sera  donc  toujours  permise. 

lo9.  On  pourrait  donner  des  règles  analogues  pour  la 
dérivation  des  intégrales  multiples  ;  mais  elles  seraient  moins 
utiles,  car  la  dérivation  sous  le  signe  d'intégration  reste 
encore  applicable  dans  bien  des  cas  où  la  fonction  f  n'est 
pas  continue.  On  peut  conduire  la  discussion  comme  il  suit. 

Considérons,  par  exemple,  une  intégrale  double 

§  f\^y  y  y  t)dxdy. 
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Décomposons  le  champ  d'intégration,  supposé  d'abord 
borné,  en  deux  parties  D  et  <i,  dont  la  première  soit  mesu- 
rable, et  telle  que  -j-  reste  continue  lorsque  x^  y  décrit  le 

champ  D,  et  t  Tintervalle  de  f©  —  S  à  ^o  +  2.  Dans  le  champ  D, 
on  pourra  dériver  sous  le  signe  d'intégration  ;  on  aura,  par 
suite, 

-.  lim  §^  |-/(-->.r,^o+A)-/(^,.r.Oj  ^^  ^^, 

Faisons  décroître  indéfiniment  S,  et  supposons,  ce  qui 
arrivera  très  généralement,  qu'on  puisse  en  même  temps 
accroître  progressivement  la  région  D  aux  dépens  de  la  ré- 
gion <i,  de  telle  sorte  que  Taire  de  cette  dernière  tende  vers 
zéro.  L'intégrale 

df 


tendra  vers 


s 


,  -^  dx  dy 
Y-  dxdv. 


Pour  reconnaître  si  la  formule  est  applicable,  on  devra 
donc  discuter  le  second  terme,  et  s'assurer  qu'il  tend  vers 
zéro.  Si,  par  exemple,  on  peut  montrer  que,  lorsque  d  el\h\ 
sont  devenus  suffisamment  petits,  on  a  toujours 


f{x  y,  to-hh)-f(x,  y,  t^) 
h 


<?{^f  J'')y 


(f  désignant  une  fonction  positive  dont  l'intégrale  dans  Esoil 
finie  ;  ce  terme  aura  son  module  moindre  que 

§   cp(a:,  y)dxdy, 

expression  qui  tendra  >ers  ziro  avec  d, 

160.  Supposons  enfin  que  E  soit  infini,  mais  que  la  for- 
mule de  dérivation  soit  applicable  à  tout  domaine  borné  con- 
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lenu  dans  E.  On  décomposera  de  même  E  en  deux  régions  D 
ei  rf,  dont  la  première  soit  bornée,  et  contienne  tous  les 
points  de  E  dont  la  distance  à  Torigine  n^est  pas  plus  grande 
qu'un  nombre  donné  R.  On  aura  encore 

^  li„j  §^ [•/(^.■r.^+A^)-/(^.y.MJ  ^^ ^^ 
Faisons  tendre  R  vers  oc.  Le  premier  terme  tendra  vers 

et  la  formule  sera  applicable  si  le  second  terme  a  pour  limite 
z^ro,et  notamment  si,  pour  R  suffisamment  grand  et  |/e|  suf- 
iisamment  petit,  on  a  toujours 

/(^,  y,  rp-h  A)  —  /(a-,  y,  tp) 

•^(x,  y)  admettant  une  intégrale  finie  dans  E. 

161.  La  règle  de  dérivation  précédente  donne  la  solution 
<l  un  problème  important. 

Intégration    des    différentielles    totales.    —    On    dit 
qu'une  expression  de  la  forme 

'M  Xj  rfj?! -h  X, dXi -h  .  .  .  -r-  Xft  dxn , 

'>ùX|,  X.,,  . . .,  X;i  sont  des  fonctions  des  n  variables  indé- 
pendantes jTi,  . ..,  x„  (admettant,  par  hj^pothèse,  des  dérivées 
partielles  continues),  est  une  différentielle  exacte,  s'il  existe 
une  fonction  u  des  variables  j"i,  x^^  . .  -,  -^^  dont  cette  expres- 
>lon  soit  la  différentielle  totale. 
S'il  en  est  ainsi,  on  aura,  par  définition, 

1^)     -^-X  ^"  -X  '^"  -  X 

âxi  dxi  d.c„ 
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On  en  déduit 


ôxi  dx/f      dxfc 

Le  premier  membre  de  cette  relation  ne  changeant  pas  quand 
on  permute  i  et  A*,  il  devra  en  être  de  même  du  second,  d'où 


(3)  -T —  —  3 — y         pour         ]   . 

dxk       axi  ^  (  A:  =  1 , 2, 


»  -«> 


On  obtient  ainsi  un  système  de équations  de  con- 
dition, auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  X4,  ...,  X/,. 

162.  Réciproquement,  si  les  équations  (3)  sont  satisfaites^ 
l'expression  (i)  sera  une  différentielle  exacte.  Nous  allons 
montrer,  en  effet,  qu'on  pourra  déterminer  son  intégrale  u 
par  une  série  de  quadratures. 

La  première  condition  à  laquelle  est  assujettie  cette  fonc- 
tion inconnue  est  la  suivante  : 

du   _ 

Une  solution  de  cette  équation  est  donnée  par  Tinlégrale 
définie 

1      Xidxi 

prise  en  traitant  X2,  . . .,  ^r^  comme  des  constantes  (ai  dési- 
gnant une  constante  choisie  à  volonté).  La  solution  la  plus 
générale  de  cette  même  équation  sera  évidemment 

U—        I  X^dXl-^     tt^y 

//i  étant  une  quantité  indépendante  de  Xt  cl  fonction  de 
Xo,  . . . ,  Xn  seulement. 

Il  reste  à  déterminer  w,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

,  du  du         r 
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Or  on  a^  en  appliquant  la  règle  de  la  dérivation  sous  le 
signe  y, 

X^'  désignant  ce  que  devient  X/  quand  on  y  remplace  x^  par 
la  constante  a|. 

Substituant  ces  valeurs  des  dérivées  de  u  dans  les  équa- 
tions (4)i  elles  deviendront 

D^ailleurs  les  équations  (3)  donneront,  en  posant  jt,  =  ^i , 

.^  d\V       dXV  \    1  =  2,3, ...,«, 

djTjfc        d^/  "^  (  A:  =  2,  3,  . . ., /i. 

La  détermination  de  i/|  par  les  équations  (5),  jointes  aux 
relations  (6),  est  un  problème  entièrement  semblable  au 
problème  primitif,  sauf  une  réduction  d'une  unité  dans  le 
nombre  des  variables.  Pour  le  résoudre,  on  posera 

u^zzz  f    X;'e/j:,4-i/„ 

^2  étant  une  constante  choisie  à  volonté,  et  1/2  une  fonction 
de  X],  . . .,  Xn  seulement,  à  déterminer  par  les  équations 

où  Xj»**  représente  ce  que  devient  X/  pour  j:,  =  «i ,  jTa  =  ^2  • 
Continuant  ainsi,  on  trouvera  évidemment 

u=  f  \idx^-\-  f    Xî«rfar,-+-  f    Xî.«.rfx,4-...-hC, 

Jat  ^at  *^«t 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

J. -II.  Il 
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Les  conslanles  a^^  a^^  ...,  qui  figurent  dans  celle  formule, 
peuvent  être  choisies  à  volonté.  Ou  les  déterminera  dans 
chaque  cas  particulier,  de  manière  à  faciliter  autant  qiio 
possible  les  intégrations  à  effectuer. 

163.  Applications  diverses.  —  La  différentialion,  seule  on 
combinée  avec  l'interversion  des  intégrations,  rintégration 
par  parties  et  le  développement  en  série,  permet  d'obtenir  la 
valeur  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies.  Nous  allons 
en  donner  quelques  exemples. 

L  Soit  à  calculer  l'intégrale 

1=  r  e-^'dx. 


Nous  avons  déjà  vu  (103)  qu'elle  a  une  valeur  finie. 
Pour  la  déterminer,    changeons   de   variable,   en   posant 
X  =  a.tj  a  étant  >>  o  ;  il  viendra 

Multiplions  par  e"**,  et  intégrons  de  o  à  oo;  il  viendra 
P=l  r  e-'^'d^^  r  d%  f    e'^'^'^'^^oLdt. 

Dans  le  second  membre  on  peut  intervertir  les  intégrations. 
En  effet,  considérons  en  premier  lieu  l'intégrale 

Soit  A  un  nombre  positif  quelconque.  La  fonction  e'** 
admet  de  o  à  A  une  intégrale  finie.  D'autre  part,  le  second 
facteur  est  dans  cet  intervalle  au  plus  égal  à  la  constante 
finie 


'dx\ 


enfin  il  tend  uniformément  vers  zéro,  lorsque  B  tend  vers  x, 
dans  tout  intervalle  partiel  qui  ne  contient  pas  le  point  a  =  o. 
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car  si  [x  est  le  minimum  de  a  dans  cet  intervalle,  ce  facteur 
ne  pourra  surpasser  la  quantité 

B(& 

qui  est  infiniment  petite,  et  indépendante  de  a. 
Considérons  en  second  lieu  Fintégrale 

^-A«(l4-/«) 


f    e-*'<»-»-"U€/a=: 


2(1  -^/«) 


La  fonction —  admet,  de  /  =  o  à  f  =  00,  une  intéerrale 

finie,  et  le  facteur  e"^* **■*"''*  est  moindre  que  C*',  quantité 
indépendante  de  t  et  qui  tend  vers  zéro  pour  A  =  x. 
On  aura  donc 

/'^       dt  ,  ,  V-       it 

d'où 

Cette  intégrale  permet  d'en  obtenir  plusieurs  autres. 

164.  II.  Posons  d'abord  x  r=y  y/â,  a  étant  une  constante 
positive  ;  il  viendra 


d'où 


1=  r  er-r^slady^\sf^., 


ei  par  une  série  de  dérivations  successives  par  rapport  à  a 
f    y^e-"'y'dy=\>fk\a^, 


î.3...(2;i  — i)    _l:L±i 
a      ï     . 
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Car  il  est  aisé  de  justifier  que  la  règle  de  dérivation  sous 
le  signe  Test  applicable  à  ces  intégrales,  bien  que  le  champ 

soit  infini. 
Posons,  en  effet, 

d'où 

da  -^ 

Soit  «0  une  valeur  particulière  quelconque  de  a;  prenon-? 
5  <  a©.  Pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  ao— 3  et 
ûTo-f-  0,  rintégrale 

sera  déterminée;  car,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes 
de  y,  on  aura 

da  h*^  ^  7« 

En  outre,  si  Ton  suppose  A  suffisamment  grand,  on  aura 

quantité  indépendante  de  a  et  qui  tend  vers  zéro  quand  A 
croît  indéfiniment.  On  se  trouve  ainsi  dans  les  conditions 

indiquées  au  n^  158,  e^  étant  égal  à  -^j  et  la  fonction  <p  se 

réduisant  à  Tunité. 


-/■ 


165.  m.  Passons  à  Tintégralc 

Remplaçons  cos^by  par  son  développement  en  série 

1.2  1.2.3.4  I  .  2 ...  2  /l 

R/i  étant  de  la  forme 

(_-,)»+i(2^v)««+«cose2  6y 

^ ' ^^ ^ ^^ -y       où       0>0>l. 

I.2...(2/l-h2) 
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On  aura 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

2      L  1.3     a  i.a...3/t  a"  J 

Faisons  tendre  n  vers  FinGni.  La  somme  entre  crochets 
-*! 
lendra  vers  e    *",  et  l'intégrale  complémentaire  vers  zéro,  car 

son  module  est  moindre  que 

J^      1.2. ..(2/1  4-2)-^  -^  1.2.  ..(/l-M)  \  «  / 

quantité  qui  tend  vers  zéro.  On  aura  donc 
166.  IV.  Considérons  encore  l'intégrale 


On 


aura 


Car  si  a©  est  une  valeur  particulière  quelconque  de  a,  et  o 
une  quantité  positive  quelconque  moindre  que  a©,  on  aura, 
pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  ao-h  o  et  <2o  —  ^ 


"•  '  --'  -  2(^0^3) 


quantité  indépendante  de  a,  et  qui  tend  vers  zéro  pour  A  =  oc. 
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Posant  a:  =  ->  il  viendra 


dl       r'    -'•- 


da 
d'où 


=  26  ^e//  =  ~2l, 


Y  =—  2da,        logl=i—  2a-hlogC, 
et  enûn 

C  désignant  une  constante. 

Pour  la  déterminer,  faisons  tendre  a  vers  zéro  ;  il  viendra 


r'—^da: 


C=iliin   fi 
—  f  e-''dx  4-  lim  P  e-'^e"'*  —  i)  dx. 

Le  premier  terme  est  égal  à  ^y/ix;  le  second  a  pour  limite 
zéro.  Soit,  en  effet,  |jl  un  nombre  positif  quelconque.  Dé- 
composons rintégrale  en  deux  autres,  prises  respectivement 
de  o  à  [JL  et  de  a  à  00.  Dans  la  première,  le  module  de  la  fonc- 
tion à  intégrer  aura  pour  maximum  a  ;  dans  la  seconde,  il  no 

pourra  surpasser  e~' \i  —  e  ^j.  L'intégrale  cherchée  sera 
donc  au  plus  égale  à 


^0 

et  comme 


re-^*dx<  I    e-''*dx<{\Jr,, 

il  sera  moindre  que 

2{x-f-(i-e"i^)iV^, 

expression  dont  les  deux  termes  décroîtront  autant  qu'on 
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voudra,  en  donnant  des  valeurs  suffisamment  petites  à  [x, 
puis  à  a. 
On  aura  donc  finalement 

167.  V.  Soit  encore  à  calculer  l'intégrale 

.    V  ""^ 
On  a  (16J) 

et,  par  suite, 

ou,  en  renversant  les  intégrations, 

\JtZ  Jq  Jq 


Mais 

•Ki 


.  X  .     .      1t  1-1-1 

e  *  =  cos  -  -+-  I  sin  y  z= 


4  4""   v^ 


La  première  fraction  simple  aura  donc  pour  intégrale  in- 
définie 

î  log    I  a -=  I   H-  J  I  4-  /  arc  tang(av^2  —  i)  -h  consl. 

et  la  seconde 

—  JlogN  a-l-  -;=  I   -h-J-    -h  tarctang(av'^H-  i)  -\-  const. 
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La  somme  de  ces  expressions  a  pour  partie  réelle 

qui  s'annule   aux  deux  limites  a=o,  a  =  00,  la   quantité 
sous  le  logarithme  se  réduisant  à'I'unité.  Quant  aux  arc  tang, 

ils  varieront  respectivement  de  —  y  à  -  et  de  -^  à  ->  lorsque  a 

croîtra  de  o  à  00.  La  somme  de  leurs  accroissements  sera 
donc  Tz, 

On  aura  donc 

I=-^ir^~i/~(H-«), 
V  Tï  V    ^ 

et,  en  séparant  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire, 

/**  cosxdx /^ûnxdx /ir 


/-K 


168.  Nous  avons  effectué  un  renversement  d'intégrations 
qu'il  est  nécessaire  de  justifier. 

Pour  cela,  considérons,  en  premier  lieu,  l'intégrale 

En  posant  ay/jc  =  p,  elle  se  change  en 

Or  soit  A  un  nombre  positif  quelconque;  l'intégrale   de 
—j=z  entre  o  et  A  a  une  valeur  finie.  D'autre  part,  l'intégrale 
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qui  forme  le  second  facteur  ne  peut  surpasser  la  quantité  fixe 


J'e-?'d?  =  i^'^. 


lorsque  B  tend  vers  oo. 

Enfin,  elle  tend  uniformément  vers  zéro  dans  tout  inter- 
valle qui  ne  contient  pas  la  valeur  x  =  o. 

En  second  lieu,  considérons  l'intégrale 


r 


(_atH-i)A 


^'-' 


Elle  a  pour  module 

^a«A 


Or  -  admet  entre  o  et  oo  une  intégrale  finie.  D'autre 

Va*-I-  I 

part,  e~*'*est  constamment  <  i;  enfin  il  tend  uniformément 
vers  zéro,  lorsque  A  tend  vers  oo,  dans  tout  intervalle  qui  ne 
contient  pas  la  valeur  a  =  o. 

169.  Si,   dans  les  formules  (^),  nous  posons  x=^*,  il 
viendra 

fcos/'  dy:=l     sin  j'  df  r=  -—  • 

Ces  intégrales  ont  été  rencontrées  par  Fresnel  dans  la 
théorie  de  la  difiraction. 


170.  Si  a  désigne  une  constante  positive,  on  a 

'dx=-, 


et  en  intégrant  dea  =  aàa  =  P(aet3  étant  positifs) 
I    da  I    e-^^dx:-\o^^' 
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On  peut  inlervertir  l'ordre  des  intégrations;  on  a,  en  effet. 


rg-aB 


Or,  dans  l'intervalle  de  a  à  P,  -  admet  une  intégrale  finie 

et  c^^  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  B  tend  vers  oc. 
Effectuant  donc  l'intégration  par  rapport  à  a,  il  viendra 


r 


=  u,g5- 

a 
Cette  formule  permet  de  reconnaître  si  l'intégrale 


dxj 


oii  nZy  n^  . , .  sont  des  entiers  et  a,  ^,  ...  des  constantes  po- 
sitives, est  finie  et  déterminée,  et  d'assigner  sa  valeur. 

En  effet,  intégrons  d'abord  entre  e  et  00,  e  étant  une 
constante  positive,  que  nous  ferons  décroître  ensuite  jus- 
qu'à zéro.  L'intégration  par  parties,  appliquée  au  premier 
terme,  donnera 

'  Ag-«-^ 


r 


'dx 


r  A       e-«^  A  g  e-^  l* 

L      m  — 1  a?"*-*       (m  — i)(m— 2)  X'»-*       '     Jt 


r 


dx. 


/g     ^^  —  ^)i^^  —  2)...      X 
La  partie  intégrée,  s'annulant  pour  x  =  00,  se  réduira  à 


m  —  I  e" 


Opérant  de  même  sur  chacun  des  autres  termes  et  réunis- 
sant les  résultais,  on  obtiendra  : 

1  °  Pour  la  partie  intégrée,  une  somme  de  termes  de  la  forme 


Kg-«s 
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■2"  Pour  rintégrale  restante,  une  expression  de  la  forme 

La  partie  intégrée  est  aisément  développable  suivant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  e.  Soit 

ce  développement,  R  désignant  l'ensemble  des  termes  qui 
contiennent  les  puissances  positives  de  e. 
D'autre  part,  si  nous  posons,  pour  abréger, 

l'intégrale  restante  pourra  s'écrire  ainsi  : 

L'intégrale  du  premier  terme  peut  se  décomposer  en  deux 

f     ,  qui  a  ))our  valeur 

e  ^ 

SjiJ    -^  z=— SixLogs, 

;jL  étant  une   quantité  intermédiaire   entre  les    valeurs    ex- 

/**  S  e"'^  dx 
irèmes  c~«*  et  e"«  du  facteur  e~^^\  et  /     '■ — >  qm  a  évi- 

demment  une  valeur  finie  que  nous  représenterons  par  SD. 
L'intégrale  de  chacun  des  autres  termes,  tel  que 

B,(e-P--e-«)^, 

aura  également  une  valeur  finie,   qui,  pour  e=:o,  tendra 
vers  B,  Log  «  • 
La  partie  de  l'intégrale  primitive,  qui  tend  vers  oo  quand 


lim 


17a  SECONDE  PABTIE.  —   CUAPITEE   III. 

£  tend  vers  zéro,  sera  donc  la  suivante  : 

Ces  termes,  étant  d'ordres  inégaux,  devront  s'annuler  sé- 
parément pour  que  l'intégrale  reste  finie,  ce  qui  donnera  les 
conditions 

Cx  =  o,        Cx_i  =  o,         ...,        Ci=zo,        S  — o. 

Si  ces  conditions    sont  satisfaites,    R  s'annulant  d'ailleurs 
pour  e  =  o,  la  valeur  de  l'intégrale  se  réduira  à 

Co  -h  Bi  Log|  -h . . .  =  Go  —  Al  Loga  —  Bi  Log p  — . . . . 

171.  Exemples,  —  1°  Appliquons  cette  formule  à  l'inté- 
grale 

.f[<"-i)-'-a-:)(— »-*')]t- 

L'intégration  par  parties  des  termes  en  —  permettra  de 
donner  à  cette  expression  la  forme  suivante  : 

(-'-=^)>r[<»-"<— '-'''^]- 

Le  terme  tout  intégré  aura  pour  valeur 

V— ï— A=.  ^  ^'"'  ( r-^ )  =-""'• 

Quant  à  l'intégrale  restante,  elle  aura  pour  valeur 
(/i-A)Log/i. 
On  aura  donc,  pour  valeur  de  l'intégrale  totale, 
(/i  — i)Log/i--/i4-}. 
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'1^  Un  calcul  analogue  donnera,  pour  la  valeur  de  Tinté- 
grale 

l'expression  suivante  : 

I  —  Loga. 

IL  —  Intégrales  eaUriennes. 

172.  On  donne  le  nom  A' intégrale  eulérienne  de  deuxième 
espèce  à  Tintégrale 

T{n)=r  x'"'''e-'dx. 

Cette  intégrale  n'a  de  sens  que  si  n  est  positif;  car,  si  n 
était  négatif  ou  nul,  la  fonction  à  intégrer  devenant  infinie 
du  premier  ordre  au  moins  à  la  limite  x  =  o,  Tintégrale  se- 
rait infinie. 

Si  n  est  positif,  Tintégrale  sera,  au  contraire,  finie  et  dé- 
terminée, car  l'ordre  d'infinitude  de  la  fonction  à  intégrer 
pour  j:==  o  est  inférieur  à  i;  elle  est  finie  dans  tout  le  reste 
du  champ;  enfin,  pour  or  =00,  elle  devientplus  petite  qu^une 
puissance  quelconque  de  x. 

On  peut  varier  à  volonté  la  forme  de  cette  intégrale  en 
chaDgeant  de  variable.  Posons,  par  exemple,  x=y^]  il 
viendra 

r(n)  =  I     2j'««-«  e-y*  dy. 

Soit,  en  particulier,  n  =  J  ;  il  viendra 
Posons,  d'autre  part,  x  =  log->  il  viendra 

r(/ï)=J  (log^y-'^^. 
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173.  Il  est  aisé  de  vérifier  Tidentité  de  celte  fonction  avec 
le  produit  T  étudié  dans  le  Calcul  différentiel  (383  à  385). 

En  effet,  soit  [x  un  entier  que  nous  ferons  croître  indéfi- 
niment; on  aura,  par  définition, 

r(/i)=:liin   f      (\og-Y~'dz. 

Or  on  pourra,  sans  changer  la  limite  de  cette  expression,  > 
remplacer  log-  par  ^\i  —  z^j.  Posons,  en  effet, 

d'où 

legs 


log(i-A) 


/  1\  hlo^z  h  ,       I 


on  aura 


/{  désignant  une  valeur  intermédiaire  entre  le  maximum  et  le 

minimum  du  facteur  , — ; 7-- 

log(i  — /i) 

Mais  h  est  une  quantité  infiniment  petite,  comprise  entre 

les  limites    i  —  e   *^i^   et  o  correspondant   aux  valeurs  ex- 
trêmes e~^  et  I  de  la  variable  z.  Le  facteur 


2 

diffère  donc  infiniment  peu  de  l'unité,  de  telle  sorte  qu'on 
aura  à  la  limite  A"  =  i  et 

lim    f      |x«-»(i  — ^1^)       dz=:T(n). 
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Od  a  d^ailleurs 

expression  dont  la  limite  est  nulle.  On  pourra  donc  abaisser 
jusqu'à  zéro  la  limite  inférieure  de  l'intégrale,  et  écrire 

r(/i)  =  limix«-»  f  {i—zV-J       dz. 
Posons  z=^yv^;  il  viendra 

T{n)  =  [ïm^'^f  y^-'{i-yr-'ciy; 
or  Pintégration  par  parties  donne 

(,x-.)(,.-a)...,        r\,  _)„.,-.  rf, 
/i(/i  +  i)...(n+H->)^.    ^        ^ 

_       (1^  — i)(t^-^)---' ' 

/i(/i-+-i)...(«-H(i  — a)  n-H  [x  — I 

On  aura  donc 

r(.)  =  lim,x'.     (!^-')(i— ^)--' 

C'est  Téquation  qui  définit  les  produits  Y  {Calcul  diffé- 
rentiel, n«  325). 
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17i.  L'expression  de  la  fonction  T{n)  par  une  intégrale 
définie,  que  nous  venons  d^obtenir  (dans  le  cas  où  n  est  po- 
sitif), fournit  un  moyen  commode  de  calculer  sa  valeur  pour 
chaque  valeur  donnée  de  la  variable.  On  peut  d'ailleurs  dé- 
montrer à  nouveau,  en  parlant  de  cette  expression,  les  prin- 
cipales propriétés  de  la  fonction. 

Ainsi  rintégration  par  parties  donnera  immédiatement 

et  plus  généralement,  si  k  est  un  entier, 

r(/H-  k)  =  (/i  -f-  A-  —  i)T{n  -f-  X:  —  i)  — . .  . 

:^  {n  -^  k  —  i) n  -h  k  —  2) . .  .nT{n). 

Cette  formule  permet  de  ramener  le  calcul  de  la  fonction  V 
au  cas  où  la  variable  ne  surpasse  pas  Tunité. 

Posons,  en  particulier,  n  =  i  dans  la  formule  précédente. 
En  remarquant  qu'on  a 


r(i):=:  r e-'dxz=z\, 

•^0 


il  viendra 

r(i-^  A:):=i,  2,. . .,  /•. 

175.  La  fonction  Logr(/i)  peut  également  se  mettre  sous 
forme  d'intégrale  définie. 

Prenons,  en  effet,  la  dérivée  de  l'expression 

T{m)=l    x'^-^e-'dx; 

il  viendra 

T'{m)=  I    x'^'^e-^Logxdx. 

On  peut,  en  effet,  dériver  sous  le  signe  J;  car  soit  m©  une 
valeur  particulière  du  paramètre  m,  et  soit  S  une  quantité 
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suffisamment  petite.  Pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises 
entre  niQ  —  o  et  /Wo  -4-  5  Tintégrale 


Lo^xdx 


convergera  uniformément  vers  zéro  lorsque  B  tend  vers  oo, 
car  elle  sera  au  plus  égale  à 


quantité  indépendante  de  m,  et  qui  tend  vers  zéro. 
Maison  a  (170) 


Logx  =  y 


'dz. 


Si  donc  nous  posons,  pour  abréger, 


r»-2  fi-XZ 


a:" 


=/> 


nous  aurons 


r'(m)=  f  ^^  f  /^-- 


176.  On  peut  intervertir  les  intégrations.  Pour  l'établir, 
nous  montrerons  tout  d^abord  qu'en  désignant  par  \  une 
constante  positive,  on  aura 

(I)        r  dx  r  fdz=:\r  dz  r/dx. 

En  effet,  on  a,  d'une  part, 

Or  x^  ■«  e"^  a  une  intégrale  finie  entre  x  =  X  et  a:  =  oo,  et  le 
second  facteur  est  indépendant  de  x  et  tend  vers  zéro  quand 
croît  indéfiniment. 

J.-II.  12 
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On  a,  d'autre  part,  diaprés  la  série  de  Taylor  arrêtée  à  son 
premier  terme, 

€"-   =1  —  5^-^=  (o<e<i), 

e-'-  —  I  —  x5e-^'*=         (o  <  e'<  i), 

d'où  [x  et  z  étant  positifs) 

I  e"*-  —  e~ 


d'où 


-xz  I 


f  fdx\<:   i    x'''-'^e-'{i-i-x)dx. 


quantité  indépendante  de  z,  et  qui  tend  vers  zéro  quand  A 
tend  vers  00. 

177.  Faisons  tendre  X  vers  zéro  dans  l'équation  (1).  Le 
second  membre  tendra  vers  I  dz  j  /  dx.  Pour  le  faire 
voir,  il  suffit  de  montrer  que 

f' dz  f  /dx 

tend  vers  zéro. 

Or  cette  intégrale  est  la  somme  des  deux  suivantes  (u 
étant  un  nombre  arbitraire) 

'     dz  I    /dx       et        I     ^^  I    /^^' 

La  première  a  son  module  moindre  que 


I     dz   I     x"^-Ui'\-x)dx=iil 1 . 

Jo  Jo  ,  V''*        m  4-1/ 

La  seconde  a  son  module  moindre  que 

J^  Jo  -  '^^  J^       - 

-4-  /      dz  I     -^ d.r. 

Jïi.  Jq  "* 
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Dans  celle  dernière  inlëgrale,  posons  x  =  ^«  Elle  devienl 


j  dzj  y       ^. 


quanlilé  moindre  que  la  suivanle 


f,^-^:"^^ 


ym-iç-yfiy  ^   r(/n) 


L^inlégrale  cherchée  a  donc  pour  limile  supérieure  de  son 
module 

'^  \  w        m  -h  1/        m  J       z  m  jjl'" 

Or,  si  nous  prenons  a  =  A""",  n  élant  un  nombre  <C  m,  les 
trois  termes  qui  précèdenl  tendront  séparément  vers  zéro. 

Le  premier  membre  de  Téqualion  (i)  tendra  vers  la  même 
limite,  qui,  par  définition,  sera  Tintégrale 

r  dx  r  fdz. 

178.  Notre  proposition  est  donc  démontrée,  et  nous  au- 
rons 

Mais 

0 
et,  d'autre  part,  en  posant  x{i-\' z)  =y, 

Donc 

Divisons  par  T{m)  et  intégrons  de  m  ^r:  i  à  m  =  n;  on 
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aura,  au  premier  membre,  logT(n),  car 

logr(l)=:logI=:0. 

Au  second  membre,  on  pourra  encore  intervertir  les  inté- 
grations; on  a,  en  effet,  u  désignant  un  nombre  positif  quel- 
conque moindre  que  i  et  que  n  (m  étant  au  contraire  com- 
pris entre  i  et  /i). 


ciz 


quantité  indépendante  de  m  et  qui  tend  vers  zéro  quand  B 
croît  indéfiniment. 

Effectuant  donc  l'intégration  par  rapport  à  m,  il  viendra 

logr(w):i=    /       (/l  — i)e--—   ^^ Y^ ; — —  \- 

Posant  en  particulier  n  =  2,  il  viendra,   en   remarquant 
que  logr(2)  =  log  I  =  o, 

Multipliant  par  (n  —  i),  et  retranchant  de  la  formule  pré- 
cédente, pour  se  débarrasser  du  terme  en  e~*,  il  vient 

.,r,.,.jr-[,„-.,(...)-'-'-T<-'-]i^' 

et,  en  posant  log(i  -h  3)  =  ^,  d*où  z  =  e^ —  1, 

logr(«)  =  jf"  [(«  - oe— ^:;^=^']  ^. 

179.  Le  facteur ^9  qui  multiplie  e""^  dans  Tinlé- 

grale  précédente,  étant  développé  en  série  suivant  les  puis- 

,                                       .11 
sances  croissantes  de  x,  aura  pour  premiers  termes  — I 

Réunissant  ces  termes  (  — 1 —  )  e""^  à  ceux  qui  sont  indé- 
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psndaots  de  celte  exponentielle,  il  viendra 

logr(/i)^F(/i)  +  m(/i), 
en  posant,  pour  abréger, 

"«)=/    — «-»'  — 

J,     \i  — <?-'      X       ay  u- 

L'intégrale  F(/j)  peut  se  calculer  exactement.  On  a,  en 

effet  (171), 

F(«)-F(«) 

=  (/l  — A)log«—  n-f-f 

On  a,  en  second  lieu, 

F(i)  =  logr(i)~in(}-)=zilogtr_m(i). 
Enfin 

ou,  en  changeant  :r  en  20:, 

(.)     «(i)=r(_i___L_i),-.^. 

Mais  on  a,  d*autre  part, 
Pt,  en  changeant  x  en  a  or, 
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et,  en  retranchant, 


Retranchant  cette  égalité  de  la  formule  (2),  il  viendra  (171) 

On  aura  donc  enfin 

F  (/i)  ==  (/i  —  A)log/i  —  n  -4-|log2it. 

Quant  à  la  seconde  intégrale  m  (/i),  elle  tend  évidemment 
vers  zéro  quand  n  augmente.  On  peut  la  développer  en  série 
de  diverses  manières. 

180.  Développons,  par  exemple,  la  fonction  qui  multiplie 
Q-nx  suivant  les  puissances  de  x. 
On  a 

III 


1  —  e"*      X      2 

X  X 

_  I   I  4-  e-^       i  _i  e^  -^e  ^       i /         ix       1 

2  i  —  e~*^      X      2f        _£       X       2  2        X 


Mais  on  a  {Calcul  différentiel,  377) 

I  V^        2^ 

TT  COtltiî =      >     -r :  ) 


«.r 


et,  en  posant  2  =  —  et  multipliant  par  —  ; 


2TC 


i         ix        i  ^  X 

-  cet =2   >  — r 7— r-î 

22  a:  ^x^-\-  L^n^'K* 
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et,  par  siiile, 


1  — e- 


X       2/  j: 


-  2 

1 


Y       I  ^r    I  x^        x^ 

2à  -t'  -1-  4/i*it«  '''^  2d  L4«'^  ""  (4/t' -';'  "^  (T/«*^'     '  *  ' 

Od  a  d'ailleurs  {Calcul  différentiel,  376) 


^(4/l*1t*)''  2*/'-«7ï*''^/l*''  I.2...2yj 


En  outre, 


2 


=  0 


l.2...(2/?l4-2) 

^  étanl  compris  entre  o  et  i.  On  aura  donc 

(-J_^_i_iV_BL Ë.       ....... 

\\  —  e—'       X       2/J7        1.2        1.2.3.4 

-h  (—  1)"» ^'''^' ex*"». 

I  .  2  .  .  .  (  2  //i  -1-  2  ) 

On  en  déduira  t3(/i),  en  multipliant  par  e""-',  et  intégrant 
de  o  à  00. 
Mais  on  a 


\^Pe---dx      -r(2/^4-l)_I.2...2/; 


/ 

Jr*                                                   /**                                              1.2     ..2 
[     ^x^"'e'''''dx  —  \\      j7«'«e-'»^e/x:^0i — - 
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9|  étant  encore  compris  entre  o  et  i.  On  trouvera  donc 
„/„.        Bi    '        B,     I    ,  .    (-1)— 'B^        I 


..2/1       3.4  w'      '  {2m  — 1)2 m  n-"*-^ 

(  2  A/i  -H  1  )  (  a  m  H-  2  )  /i*"»  +■* 

181.  La  série  que  nous  venons  d'obtenir  pour  la  valeur 
de  m  (n)  serait  divergente  si  on  la  prolongeait  jusqu'à  l'in- 
fini. Toutefois,  les  premiers  termes  décroissent  rapidement 
pour  peu  que  n  soit  considérable.  L'expression  du  reste 
montre  d'ailleurs  que  l'erreur  est  moindre  que  le  premier 
terme  négligé.  En  s'arrétant  au  moment  où  les  termes  com- 
mencent à  croître  de  nouveau,  on  aura  donc  une  valeur  de 
Ts{n)  dont  le  degré  d'exactitude  est  facile  à  apprécier,  et 
sera,  en  général,  largement  suffisant. 

Si  n  tend  vers  00.  rs  (n)  tendra  vers  zéro  et  pourra  être 
négligé.  On  aura  donc  à  la  limite 

et,  comme  on  a 

r(/n-i)—  nT{n), 

il  viendra 

logr(/l-|-  l)  =  F(/l)  -hlog/l=:  (/l  4-^)  log/l  —  /l  -Hjlogîi:. 

182.  Les  résultats  qui  précèdent  permettent  de  calculer, 
avec  une  erreur  relative  d'autant  plus  faible  que  n  sera  plus 
grand,  la  valeur  d'une  factorielle  quelconque 

F  =za{a-\-  b). ,  .{a-i-  nb). 

On  a,  en  effet, 

logF=:loga-f-/iIog6-i-logrr^  -h/i-hij  —  *ogr(|  -4-1  j. 
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Mais  on  obtiendra,  par  la  mélhode  précédente,  une  valeur 
approchée  de  logFf  -  -h  /i -h  i  ).  Le  dernier  logarithme  se 

calculera  de  même,  si  j  est  un  grand  nombre;  sinon,  on 
devra  recourir  à  une  Table  des  valeurs  de  la  fonction  F. 

183.  L'une  des  applications  les  plus  importantes  de  la 
formule  précédente  est  relative  au  Calcul  des  probabilités. 

Soient  /?  et  qr  =  I  — /?  les  probabilités  de  deux  événements 
contradictoires  A  et  B.  On  démontre  aisément  que  la  proba- 
bililé  que  sur  [jl  épreuves  successives  l'événement  B  se  présente 
m  fois,  et  l'événement  A,  [x  —  m  fois,  est  représentée  par  le 
lerme  en  p^'~"^q^  du  développement  du  binôme  (/?-{- 7)^. 
Ce  terme  T;„  est  donné  par  la  formule 


1 . 2 . . . //i  I . a . . .  (  jx  —  m) 


r(/n  -i-  I)  r(|jL  —  m  -t-  I) 
Od  en  déduit 

T,„     fx  —  m  -^  \    q         a  —  m  -^  \       7 


T^-i  m  p     ~  m  1  —  7 

Ce  rapport  sera  >  i  ou  <  i ,  suivant  que  l'on  aura 

/w<  (fi. -1-1)7     ou    >([x-M)7. 

Le  plus  grand  terme  sera  donc  T;,,  n  étant  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  ([jl  -j-  1)7.  Ce  nombre  /i,  étant 
^([A+  \)q  —  I,  mais^([x-+-  1)7,  sera  de  la  forme  ^q  H-  r, 
''  étant  compris  entre  q  —  1  et  7. 

184.  Cela  posé,  cherchons  à  évaluer  la  limite  vers  laquelle 
*end,  lorsque  [jl  croît  indéfiniment,  la  somme 


SrzT„«X  +  ...H-T„-+-T„^,  +  ...4-T 


»-»-)*- 1» 
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X  étant  un  entier  fixe  ou  variable,  mais  d'un  ordre  de  gran- 

deur  inférieur  à  celui  de  [jl  . 

Considérons  à  cet  effet  la  fonction 

f(x)  — ^^^"^'^ /?l*-«-*^'«-*-j^. 

Soient  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  du  rapport 

^^^-t: lorsque  0  varie  de  o  à  i  et  :r  de  —  \k\  —  i .  Soit  : 

l'un  des  entiers  compris  dans  ce  dernier  intervalle. 

Pour  j:  =  p,  y (^)  se  réduira  à  T„_|.p,  etde  x  =  p  à^  =  p-riî 
f{x)  sera  compris  entre  Mï|,^p  et  mT/,^p;  on  aura  donc 

..p+i 


0 


Posant  p  rrr  —  ).,  .  .  . ,  X  —  I   ct  ajoutant  les  résultats,  il 
MS>  f  f{x)dx->m?>, 

j   f{x)dx, 


vient 


-X 

d'où 

S=z=^    / 
'-X 


,   ,  .II 

A'  étant  compris  entre  —  et  i^- 

Or  on  a 

log/(j^)=logr(jx-Hi)  — logr(w-+-^-hi)— logr(|x— /i  —  ^r-hi) 

-h  (  jx  —  /i  —  a:)  log/>  -\-{n-^x)  log^, 
ou,  d'après  la  formule  d'approximation  trouvée  plus  haut, 

iog/(^)  =  (|x -f-i)  logfi  —  fi -*- jlogan 

—  {n  -\-  X  -\-\)\o%{n  -\-  x)  -\'  /i  +  x  — |log2  7c 

—  (jjL  —  n  —  J7  -h  y)  log(ji.  —  n  —  ic)-h(x  —  n  —  Jc  —  ^  logi" 
+  (|x—  n  —  x)\o%p-\-  {^n -\r  x)\o%q  ^^-  R, 

le  reste  R  étant  infiniment  petit. 


DES  FOïlCTIONS  REPRÉSKNTftES  PAR  DBS  l?(TfiGRALBS  D(PI5IES.       187 

Mais  on  a  H  =  (jty  -f-  r,  d'où  Ton  déduit 

log(/n- j7)  =  log(ii<7-+-  /•-+- J?) 

/        j*  _i-  f  \ 

=  logjJL7-i-log    i-i . 

V  M    J 

^•^  °^  jxr/  'i{x*y* 

^^0(1*—  '^  —  jt)  HZ  log((jL/>  —  r  —  j;) 

1              1              X -\- r       (x -^  ry       „- 
=  logu  -h  logp ,— ,-  -4-  R", 

les  resles  R'  et  R"  étant  des  inGniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur au  premier  ([JL  étant  considéré  comme  inGni  du  premier 
ordre),  car  x  varie  entre  — X  et  -+-X  —  i,  qui  sont  d'ordre 
inférieur  à  |. 

Substituant  ces   valeurs  dans  l'expression   de  log/(j^'), 
réduisant   et    négligeant    les    termes    infiniment    petits,    il 

viendra 

log/(a?)  =  —  { log  fx  —  1  log/?  —  \  logr/ 


d'où 

1/1     I  \  x« 


■|log2ir -+-  -  1 — > 


On  en  déduit 

Si  8  varie  de  o  à  i  et  ^  de  —  X  à  X  —  i ,  ce  rapport  restera 
compris  entre 

»X-i  _  «X— 1 

Miize^/'VI*       et      m=e    '/'Vl^. 

Si|i  tend  vers  oo,  ces  deux  quantités  tendront  vers  l'unité. 
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Nous  aurons  donc 

et 

limS^lini/    f{x)dx  —  \ïiïï      _. /     e-^P'i^dx. 

J^l  \/'2r.pq\3.J_\ 

185.  Posons,  pour  simplifier, 

X  =  tsjipqik. 
L'intégrale 


/.. 


f{x)dx 
deviendra 

Si  X  croît  moins  rapidement  que  y/^k,  cette  intégrale  aura 
pour  limite  zéro,  le  champ  d'intégration  décroissant  indéfi- 
niment. Si  — ;  tend  vers  une  limite  finie,  l'intégrale  aura  une 

valeur  variable  avec  cette  limite.  Enfin,  si -pr  tend  vers  oo, 
l'intégrale  tendra  vers 


Donc,  si  le  nombre  [jl  des  épreuves  croît  indéfiniment,  la 

probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  événements  B  au 

nombre  des  événements  A  reste  compris  entre  les  deux  li- 

n  —  X  n-h'k  —  I  ,  ,  .'.    j        • 

mites r-  et ^ tendra  vers  la  certirude,  si 

fx  —  n-\-A       |x  —  n  —  A-hi 

X  croît  plus  vite  que  y/[jL.  Or  les  deux  limites  ci-dessus  tendent 

évidemment  toutes  deux  vers  —  •  Donc  le  rapport  du  nombre 

des  événements  A  à  celui  des  événements  B  tendra  vers  la 
même  limite. 
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Cet  important  résultat  est  connu  sous  le  nom  de  théorème 
de  Bernoulli. 

186.  Produit  de  deux  fonctions  F.  —  On  a 

''(/>)  r(9)—   f    'ix^P-'^e-'*dx  j      2y'f-^e-y*dy 
—  f     f   ^x^P-^y*^-^e-''-y'dxdy 
et,  en  posant  :r  =  p  cos ç,  ^  =  p  sin  ç, 

^ip)^{ç)—  f    f   4cos*^-»<psin'^-'<pp-^+*^-'e-PVprfcp 

t: 

z=  f  2Cos*^-*9sin"/-*oû^<p   f    2p'^+-^-*<?-PVp 

en  posant,  pour  abréger, 

B{p,q)=^  f     2C0S*''-*(|> sin*^-*«prf©. 

Soit  en  particulier  p  =  q  =z^.  On  aura 

2E 

el,  par  suite, 

formule  déjà  obtenue  (172). 

Posons  plus  généralement  q  =  1  -^  p\  il  viendra  {Calcul 
différentiel,  384) 

n/                 N       Tip)^i^-P)  _      -^ 
B(/>,  I  -/>)  = ^^ -i^— • 
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187.  L'intégrale  B(/>,  q)^  que  nous  venons  de  ramener 
aux  fonctions  F,  porte  le  nom  à! intégrale  eulériennn  de 
première  espèce.  Elle  est  susceptible  de  plusieurs  autres 
formes. 

Posons,  par  exemple, 

cos-<p=ra?,         d'où         —  2sin«pcos<pûf3  =:t/x; 
il  viendra 

Jq 

Posons  encore 

d  ou  1  —  X  =i >  dx  —- 


il  viendra 

188.  Considérons  l'intégrale  multiple 

prise  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  positives  des  varia- 
bles qui  satisfont  à  Tinégalité 


(f)--(f)'-(-:y^- 


Posons 


x  —  ax'l. 

y^àyl 

s-cz\, 

P^^Pu 

!7  =  ?7.. 

'•=^ï'-i- 

L'intégrale  deviendra 

«"bocr  rrr 

v.-i~  s.^xn'-^ 

y«,-l-r,-I  J 

et  devra  être  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  posili\t'> 
des  variables  qui  satisfont  à  la  relation 
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Posons  maintenant 


On  en  déduit 


et 


^/X  (PidL  —  dx^  dy^  dz^  — 


I       o      o    ' 


d!id't^dX.-\^ixd!idr,d'^, 


Enfin  5,  Tj,  Ç  varieront  de  o  à  i. 

Substituant  les  nouvelles  variables  à  laplace  deoTi,  j^i,  z^s 
l'intégrale  précédente  deviendra 

¥  ^  f  J    /(^^^''•^^*^''"*('  -  T,)'' -*T,7.^r,-l(,  _  j:)7 -1  Çr,-1  ^Ç  dr,  ^. 

Les  variables  étant  complètement  séparées,  cette  intégrale 
sera  le  produit  des  trois  suivantes 

f  fm^^^^^^'-' di, 

f  (. - ,)..-.,..-.-.  dr,  =  Bip,,  ç,  +  ;•,)-  ^^Ç^'-^; . 
On  aura  donc 


aP^c^ 


'  KMlMv) 


«?ï      t(p^1^-\   -o 


V  «        P       Y  / 


^/V(.r 


-   P   r     rf?, 
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et  rintégrale  multiple   sera   ainsi   réduite   à   une   intégrale 
simple. 

189.  Supposons,  en  particulier,  que  la  fonction /se  ré- 
duise à  une  constante  K.  L^intégrale  simple  sera  égale  à 

>  et  I  sera  complètement  calculée  en  fonction  des 


a        p        Y 
transcendantes  F. 

Cette  formule  a  de  nombreuses  applications  au  calcul  des 

volumes,  centres  de  gravité,  moments  d'inertie.  Cherchons, 

par  exemple,  le  moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde 

jo^       y'       5' 
a*        O'        c- 

homogène  et  de  densité  i,  par  rapport  à  l'axe  des  r.  L'inté- 
grale à  calculer  sera  la  suivante 

On  en  aura  le  huitième  en  se  bornant  aux  valeurs  positives 
des  coordonnées. 

Le  premier  terme  de  cette  intégrale  s'obtient  en  posant, 
dans  la  formule  précédente, 

a-?  =  ï  =  2,        />  =  3,         qz=r  —  v,        /  =  !. 

Il  aura  pour  valeur 

8  T{\)  I"     8      H' 

Calculant  de  même  le  second  terme,  ajoutant  et  multipliant 
par  8,  il  viendra,  pour  le  moment  d'inertie  cherché, 

m.  —  Potentiel. 

190.  Potentiel  d'un  corps  à  trois  dimensions.  —  D'après 
la  loi  de  Newton,   deux  points  de  masses  m  et  ni  exercent 
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Tun  sur  Tautre,  suivant  la  droite  qui  les  joint,  une  attraction 

y,  ,     ,    ,   fnim'     ^  , ,  .  1      t- 

r  égale  a  ^ — ^j—j/ désignant  une  constante  et  r  la  distance 

(les  deux  points. 
Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  masse  m'  du 

point  attiré  soit  égale  à  --;  soient  <z,  6,  c  s^îs  coordonnées, 

JT,  r,  z  celles  du  point  attirant,  on  aura 

La  droite  qui  joint  les  deux  points  ayant  pour  cosinus  direc- 
te —  a    y  —  b    z  —  r,  ii» 

leurs  ,  * , ,   les  composantes  de   I  attraction 

/•  /•  /•  * 

suivant  les  trois  axes  coordonnés  seront 

^  _m{x  —  a)  ^r__m(y  —  h)  „i{z  —  c) 

^   — r >  I T »  Ij  _I • 

/•'  /•'  /•' 

Si,  au  lieu  d'un  seul  point  attirant,  on  en  a  plusieurs,  on 
aura,  pour  les  trois  composantes, 

Enfin,  si  les  points  attirants  forment  un  corps  continu,  on 
le  décomposera  en  éléments  infiniment  petits.  Soient  jt,  j>',  :; 
les  coordonnées  d'un  de  ces  éléments,  dV  son  volume, 
;^=/(j:,  jKj  ^)  sa  densité;  sa  masse  sera  -xrfV;  les  compo- 
santes de  son  attraction  seront 

""""l-clW     -^(x^V,     '-Tj^i^dW, 


X 


r*     •  ,.-      •  ,0 


<^t  les  composantes  de  l'attraction  totale  seront  données  par 
les  intégrales 


(  y } 


étendues  à  tout  le  corps  attirant. 
J.  -  II. 
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191.  Ces  composantes  sont  les  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  a,  ft,  c  de  l'intégrale 

(4)  U  =  S1^. 


-> 


qu'on  nomme  le  potentiel  du  point  a,  6,  c.  On  a,  en  effet, 
d'après  une  règle  connue, 


s-i 


ôa       O       /'*       da 
D'ailleurs 

(5)  r^-  {X  -  aY -\-  {y  —  by -\-  {z  —  cY, 

d'où 

dr 
/*-r-  =z—  (o?  —  a). 

Substituant    dans    Tinlégrale    précédente   la    valeur   de   -p 
tirée  de  cette  équation,  il  viendra 

On  trouvera  de  môme 

Une  seconde  dérivation  donnera 

et  de  môme 

c>*U       n  r       I  ^  3(s-c)'1      .^ 
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Ajoutons  ces  trois  équations;  il  viendra,  en  tenant  compte 
.10(5), 

^«U      <PV      d*V 

192.  Les  diflférentiations  sous  le  signe    A  qui  nous  ont 

fourni  les  résultats  précédents,  ne  sont  permises,  sauf  examen 
ultérieur,  que  si  les  fonctions  à  intégrer  restent  continues  et 
si  le  champ  d'intégration  est  fini.  Ces  conditions  seront  satis- 
faites, si  l'on  suppose  :  i**  que  le  corps  attirant  a  des  dimen- 
sions finies;  2°  que  la  densité  est  partout  continue;  3°  que 
le  point  (a,  b,  c)  est  extérieur  au  corps  attirant. 
Mais,  si  le  point  (a,  6,  c)  fait  partie  du  corps  attirant, 

-  devenant  infini  en  ce  point,  une  nouvelle  discussion  de- 
vient nécessaire.  Elle  nous  fournira  successivement  les  ré'' 
sultats  suivants  : 

193.  Les  intégrales  U,  X,  Y,  Z  restent  finies  et  déter- 
minées. 
Posons,  en  effet, 

ij'rrra  -h  r  sin6  cos^j/, 
y  z=z  b  -{-  r  sin8  sin  «{/, 
z-=c  -h  rcos6, 

d'où 

dV  =  r*s'in^drd^d^] 

il  viendra 


U  =  C  |x  r  sin  e  é/r  ûf6  G?t^, 

X  =:^jjLsin*6  cosi}'  dr  d^d^^ 


Sous  celle  nouvelle  forme,  la  fonction  à  intégrer  ne  devient 
plus  infinie. 
Au  contraire,  les  intégrales  (9),  (10),  (11)  conserveront  /• 
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au  dénominateur,  et  il  serait  aisé  de  s'assurer  qu'elles  sonl 
indéterminées. 

194.  V intégrale  U  a  encore  pour  dérivées  partielles 
X,Y,Z. 

On  a,  en  effet  (lo9),  en  désignant  par  /•'  ce  que  devienl  /• 
par  le  changement  de  a  en  a  4-  A, 


H-^SK?-^)^^' 


lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  d'abord  A,  puis  le  champ  de 
l'intégrale  qui  figure  au  second  membre. 

Or,  /',  i\  h  étant  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on  aura 
j  /-^  —  '^  I  <  I  'M  ^^^  P^^  suite, 

\li\r       r')\~        lirr'        <  rr'  <  ^ V/-«  ^  r'^J 
l^e  module  de  l'intégrale  aura  donc  pour  limite  supérieure 

Or,  si  nous  passons  aux  coordonnées  polaires  définies  par 
les  équations  (i3),  la  première  de  ces  deux  intégrales  de- 
viendra 

^^sm^drd^d^, 

et  tendra  évidemment  vers  zéro,  si  le  champ  d'intégration 
décroît  indéfiniment.  Il  en  sera  de  même  de  la  seconde  inté- 
grale, si  l'on  prend  des  coordonnées  polaires  ayant  leur  centre 
au  point  {a  -\-  A,  6,  c). 

Les  dérivées  partielles  X,  Y,  Z  étant  toujours  finies  et  dé- 
terminées, le  potentiel  U  sera  continu  dans  tout  l'espace. 

193.  Les  fonctions  X,  Y,  Z  sont  également  continues 
dans  tout  r espace,  et  leurs  dérivées  partielles  sont  finies 
et  déterminées  dans  tous  les  points  oii  les  dérivées  par- 
tielles -r^-j  -T^j  -T-  sont  continues, 
dr    ôx    ôz 


DES  PONCTIONS  RBPRÊSE!«TÉIS  PAR  DBS  INTÉGRALES  DfiPINIBS.       I97 

En  effer,  considérons  par  exemple  l'intégrale  X.  Si  Von 
Y  change  x  en  j:  -|-  /i,  elle  deviendra 

O  ûT  —  a  —  /{ 


ÎA 


d\. 


Supposons  I  h  I  moindre  qu'une  quantité  fixe  o. 
Décomposons  le  champ  en  deux  régions  D  et  r/,  celle 
dernière  étant  une  sphère  d'un  rayon  R  plus  grand  que  o  et 

ayant  pour  centre  le  point  {a,  6,  c).  L'intégrale  partielle  V 

étant  continue,  il  suffira,  pour  établir  la  continuité,  de  mon- 
trer que,  en  prenant  R  et  o  assez  petits,  on  pourra  faire  eu 
Norle  que  le  module  de  la  seconde  intégrale  partielle 

JT  —  a  —  /i 


!Srf         / 


^V 
/•'• 


soit  constamment  moindre  qu'une  quantité  arbitraire  e  (io6^. 
Prenons  pour  nouvelles  variables  des   coordonnées    po- 
laires, /,  6,  ^  ajant  leur  centre  au  point  (a-{-h,  &,  c).  L'iu- 


légrale  ci-dessus  deviendra 


V  fj.  sin'ô  cos'^  dr'd^  d^, 

et.  si  M  désigne  le  maximum  du  module  de  [jl  dans  la  sphère 
d,  son  module  sera  moindre  que 


MQsinOt/r'é/e^^. 


11  sera  a  fortiori  moindre  que  cette  dernière  intégrale, 
étendue  à  une  sphère  de  rayon  R  -+-  3  décrite  autour  du  point 
{fi-^-hy  bj  c),  car  cette  nouvelle  sphère  contient  la  sphère  d. 
Mais  celte  nouvelle  intégrale  a  pour  valeur 

M.2ic.2(R  +  a). 

Si  nous  faisons  décroître  R  et  2,  M  ne  pourra  que  décroître. 
L'expression  précédente  tendra  donc  vers  zéro,  et  pourra 
être  rendue  moindre  que  e. 
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196.  Cherchons  la  dérivée  de  X.  On  connaît  déjà  celle  de 

l'intégrale  ^  .  Quant  à  celle  de  l'autre  intégrale  partielle  ^  , 

elle  est  égale,  par  définition,  à  la  limite  vers  laquelle  tend, 
pour  A  =  o,  l'expression 

Changeons  x  en  x  -\-  h  dans  la  première  intégrale;  elle  de- 
vient 

di  désignant  une  nouvelle  sphère  égale  à  rf,  mais  déplacée 
de  la  quantité  A  du  côté  des  x  négatifs,  et  [jl,  la  densité  au 
point  (:r  H-  A,  y^  z). 
On  aura,  d'autre  part, 

p  désignant  la  partie  de  d  qui  n'appartient  pas  à  rf|,  et  pi  la 
partie  de  di  qui  n'appartient  pas  à  d. 
L'expression  (i4)  deviendra  donc 

197.  A  la  limite,  ^-^, — -  tend  vers  -t^>  quantité  finie  et  dé- 

A  ax    ^ 

terminée.  La  première  intégrale  deviendra  donc 

Cette  expression,  de  même  forme  que  l'intégrale  X,  sera  finie 
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et  continue^  et  tendra  évidemment  vers  zéro,  si  le  rayon  des 
s))hères  décroît  indéfiniment. 

198.  Passons  à  Texamen  de  la  seconde  intégrale  V  . 

Soient  r,0,'}  les  coordonnées  polaires  d'un  point  V{Jig*^) 
pris  à  la  surface  de  la  sphère  rf,  PQ  la  portion  du  rayon  vec- 
teur interceptée  entre  les  deux  sphères  rf  et  rf| .  Par  le  point  Q, 

Fig.  8. 


menons  une  parallèle  QRaux  x  positifs.  La  quantité  QR  =  h 
<Hant  infiniment  petite,  le  triangle  PQR  sera  sensiblement 
rectangle  et  donnera 

PQ  =  h  cosPQR  =.::  h  "^^^ 

Cela  posé,  soit  rfcT^^r^sinOd/Orfi  un  élément  de  la  surface 
sphérique  contenant  le  point  P.  L'élément  de  volume  rfV, 
intercepté  dans  la  région  o  par  le  cône  de  base  rfo- ayant  son 
sommet  à  l'origine,  sera  évidemment 

Vqdfs  =  hr{x  —  a)  sinO ^0 d^, 

et  l'élément  correspondant  de  l'intégrale  sera 

X  —  a 

— - —  ^r(x  —  a)  sinOé/Orft}/=;  p.sin*ô  cos'i^aO  rf^J/. 


Les  éléments  de  la  troisième  intégrale  se  calculeront  de  la 
naême  manière,  avec  cette  différence  que,  x  étant  <[  rt,  la 


()a 
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quantité  PQ,  qui  doit  toujours  être  prise  positivement,  ne 

sera  plus  égale  a  /i ,  mais  a >  ce  qui  entraînera 

un  changement  de  signe. 

On  aura  donc,  en  réunissant  ces  deux  intégrales, 

—  V  4- Vl     —  "~  /     sin'e^/ft/       {xcos*i^^t;/. 

Si  nous  faisons  décroître  indéfiniment  le  rajon  de  la 
sphère  d,  la  densité  a  tendra  vers  une  valeur  constante  ulo, 
égale  à  la  densité  au  point  (a,  6,  c);  et  Ton  aura 

-|§4-|§    r^-^o  f    sin^dfif     cos»^.rftl--^jxo. 

On  aura,  par  suite, 

=  ô^^  [Z  So  \r  ^  ""  /-^    J  ^^'  -  T  ^^' 

Cette  valeur  sera  finie  et  déterminée,  si  le  premier  terme 
du  second  membre  tend  vers  une  limite  fixe  lorsque  le 
rayon  p  de  la  sphère  d  tend  vers  zéro. 

Pour  montrer  qu'il  en  est  ainsi,  il  suffit  d'établir  que  dy 
d'  désignent  deux  sphères  concentriques  de  rayons  infini- 
ment petits  p,  p',  l'intégrale 

prise  dans  la  couronne  comprise  entre  ces  deux  sphères,  est 
infiniment  petite. 

Or  la  formule  de  Taylor,   arrêtée  à  son  premier  terme, 

donne 

jjL  =  li^+ A  (^  -  a)  H- B(r  -  ^;) -h  C(c  -  c), 

A,  B,  C  étant  les  valeurs  de  -~>  ~- >  -~  en  un  point  dont  les 
coordonnées  sont 

rt-hO(j-  — a),         ^4-0(y  — ^),         c-hO(5  — c), 
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0  étant  compris  entre  o  et  i .  Ces  dérivées  partielles  élant 
continues  au  point  a,  6,  c,  les  modules  { A  |,  |  B  |,  |  C  j  reste- 
ront, aux  environs  de  ce  point  «  inférieurs  à  un  nombre 
fixe  M. 

Substituons  la  valeur  ci-dessus  de  \l  dans  l'intégrale.  Le 
premier  terme 

prendra,  en  passant  aux  coordonnées  polaires 

j  -  a-Hrcos6,       j- =:  6 -+- rsin6  cos'l,       j  ~  c -h  rsinôsin-^^, 

la  forme  suivante 

Cette  intégrale  est  nulle,  car  la  première  intégration  par 
rapport  à  0  donne  comme  résultat 

/cosO  —  cos'OX'^ 
Quant  à  rintégrale  restante 

son  module  sera  moindre  que 

'        dp   f        d^   f      I2MsinO(/Or:r24M.2T:(p'-p), 

quantité  infiniment  petite. 

199.  On  obtiendra  pour  --^  >  -r-^  des  expressions  ana- 
logues à  celle  que  nous  venons  de  trouver  pour   j- r>  ^^  '^^ 
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ajoutant,  les  intégrales  se  détruiront,  et  il  viendra 

formule  qui  contient,  comme  cas  particulier,  celle  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut  pour  le  point  extérieur,  où  la  den- 
sité était  nulle. 

200.  Si  la  densité  \i  est  constante,  les  intégrales  X,  Y,  Z 
pourront  se  ramener,  et  cela  de  plusieurs  manières,  à  des  in- 
tégrales doubles. 

On  a,  en  effet, 

X  =  t*  S  ^T^  dxdydz-  —  iL^-^djr  dy  dz 

et,  par  suite  (149), 

.,  o  ces? 


-,               -,  CCS  NX  , 
X  ==  —  a  V dn. 


D'autre  part,  prenons  pour  variables  des  coordonnées  po- 
laires ayant  leur  centre  au  point  «,  6,  c;  on  aura 

x  =  |xQ:^- sine^/'rfe^^ 

Or  on  a 

—  --z  cosRX, 

r 

RX  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  x.  Celle 

quantité  étant  indépendante  de  r,  l'intégration  par  rappori 

à  /'  donnera  (150) 

-,          n  cosRXcosNR    , 
X  =  ^V;j rf». 

201.  Attraction  d'un  ellipsoïde.  —  Appliquons  ces  ré- 
sultats à  la  recherche  de  l'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde 

que  nous  supposerons  homogène  et  de  densité  i . 
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Celle  équatioa  peut  être  remplacée  par  le  systùine  des 

trois  suivantes  : 

XTizl.  cosp, 

j=z  ^sin/jcosry, 

5  =  Y  sin/?  siD<y, 


où  p  variera  de 

o  à  n  et  ^  de  o  à  2r. 

On  a 

dp' 

asm;,,                     -,- : 

dv 
dp- 

?cospcosq,          ~i 

dz 

dz 

■{COSpsinq,             ^: 

-  3  sinp  siny, 

Y  sin/;  cosf/y 

et  rélément  d'aire  dj  aura  pour  projections 

d,  COsyX  =  {^^^^-~^^)  dp  dq 
=  Py  sinp  cosp  dp  drj 
~^?^sinpdpdq  ^^, 


y 

dtj  cosNY  =  «Py  sin/>  dp  dq  ^,  > 

û^j cos NZ  j=:  ot^Y sin/> dpdq  ^^^ 

Cela  posé,  on  aura  (200)  pour  la  composante  X  de  rat- 
traction,  suivant  l'axe  des  x^ 

Py  sin/?cos/? 


X  =  -j§Hl^i^ip!^«rpc/y, 


d'où,  en  posant  -^  ==  $, 


(,5;  ,5^_g!iîi^^^rfy. 
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Cherchons  comment  varie  la  quanlité  Ç,  lorsque  Ton  fait 
varier  les  axes  a,  |3,  y  de  telle  sorte  que  les  différences 
P'^ —  a2  =  0,  Y*^  —  «^  =  S|  demeurent  constantes. 

En  vertu  de  ces  relations,  une  seule  de  ces  variables,  a  par 
exemple,  sera  indépendante,  et  l'on  aura 

ÔX  X 

dy dy  ^/3 y 

7h  ~df  doL  ""  p  ""' 

âz        àz  d^  z 

07.        t/Y  c^x  ~  Y*    * 


/  X  ^-^       /  1  ^  àv       ,  ^  ôz 

.         (x  —  a)  ~—  -\-  {y  —  b)  -r-  -h  ( z  —  c)  — - 

ôi  ~  r 

—  i  ^,  cosRX  4-  ^^  cosRY  -h  -,  cosRZ^  a, 

ou,  en  remplaçant  —  par  sa  valeur  et  cos/?  par  -  , 


X  (cosNXcosRX4-cosNYcosRY-4-cosNZcosHZj  ^^ 


d^  c\  ^cosNR   , 


a^Ç  H- Ua--^  ^^^  (^cosRX -^  -^jCOsRY -+--^cosRZ^  é/a^/^^7 
doL  r\  X 

doL  r\  ^cos 

di  c\  X  —  a  cosNR  ,        ad7.r\  cosNR  , 

Or  la  première  intégrale  est  égale  à  -^  X  =  $  rfa  (200)  ;  et 

la  seconde  est  égale  à  zéro  ou  à  — ^ —  (1^1)?  suivant  que  le 
point  a,  6,  c  est  extérieur  ou  intérieur  à  Tellipsoïde. 
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202.  Supposons  d'abord  le  point  extérieur.  On  aura 

^/;"-o,         d'où         Î-C,  Xr    Ca?Y, 

C  désitjnant  une  constante;   d'où  ce  théorème  énoncé  par 
Maclaurin  : 

Ij's  composantes  des  attractions  de  deux  ellipsoïdes 
homo/ocaujr  homogènes  sur  un  point  extérieur  sont  pro- 
portionnelles à  leurs  masses. 

On  sait,  d'ailleurs,  que  X  est  une  fonction  continue  des 
coordonnées  du  point  attiré.  Le  théorème  subsistera  donc 
t'iicore  lorsque  ce  point,  au  lieu  d'être  situé  en  dehors  de 
l'ellipsoïde  attirant,  sera  sur  sa  surface  extérieure. 

Le  problème  de  l'attraction  sur  un  point  extérieur  se 
trouve  ainsi  ramené  à  celui  de  l'attraction  sur  un  point  de 
la  surface,  lequel  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'attraction 
sur  un  point  intérieur. 

203.  Passons  donc  au  cas  du  point  intérieur.  On  aura 


(l'( 


,,,       ^r^a  dot, 

al     -    \TZa  -r-Q-  =   'l  TCa -^r^"_^ 


et,  par  suite. 


.    ,     r"" d^ 

J«    a*v/^o4-a»)(o,^-a*) 


const. 


Pour  déterminer  la  constante,  on  remarquera  qu'en  vertu 
<le  la  formule  (ï5)  $  tend  vers  zéro  quand  a  augmente  indé- 
finiment; car  /•  tend  vers  oo  en  même  temps  que  a,  ^  et  y; 
Jonc  la  constante  est  nulle.  On  aura  donc,  en  remplaçant 
pour  plus  de  clarté  la  lettre  a  par  t  sous  le  signe  d'intégra- 
lioD, 
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OU,    en    posant    ^  =   —   et    remarquant    que    S  =  ^^  —  a* 


0.  :=  Y 


2-a% 


X—     4^Py^ 


li^  du 


^■"•)(-^''") 


Une  permutation  circulaire  donnera  Y  et  Z. 

On  remarquera  que  X,  Y,  Z  varient  proporlionnellemeot 
aux  coordonnées  a,  6,  c.  On  aura  donc  à  calculer  les  mêmes 
intégrales,  quel  que  soit  le  point  attiré. 

Remarquons,  en  outre,  que  X,  Y,  Zne  dépendent  que  des 
rapports  des  axes  a,  P,  y.  Si  donc  on  remplace  rellipsoïdc 
par  un  autre  ellipsoïde  homothétique,  Tattraction  restera  la 
même;  d'où  ce  théorème  : 

Uattraction  d'une  couche  homogène  limitée  par  deux 
ellipsoïdes  concentriques  et  homo  thé  tiques  est  nulle  sur 
lout  point  intérieur, 

204.  Le  cas  où  Tellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère  mérite 
une  attention  particulière.  L'attraction  sur  un  point  exté- 
rieur est  la  même  que  celle  de  toute  sphère  concentrique  de 
même  masse.  En  faisant  décroître  indéfiniment  le  rajon  de 
la  sphère,  on  arrive  à  cette  conséquence  : 

V attraction  d'une  sphère  homogène  sur  un  point  inté- 
rieur est  la  même  que  si  toute  la  masse  était  réunie  ou 
centre. 

203.  Potentiel  d'une  surface,  —  Supposons  maintenant 
que  le  corps  attirant,  au  lieu  d'avoir,  comme  précédemment, 
trois  dimensions,  se  réduise  à  une  surface.  Soient  dv  un  élé- 
ment de  celte  surface,  u.  sa  densité;  on  aura,  pour  le  poten- 
tiel, l'intégrale  double 
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et,  pour  les  composantes  de  raUractîon, 

Si  le  point  est  sur  la  surface  attirante ^  ces  formules  peu- 
vent devenir  illusoires.  Il  y  a  donc  lieu  de  les  discuter. 

206.  Pour  plus  de  simplicilé,  prenons  pour  origine  des 
coordonnées  le  point  (a,  6,  c),  et  pour  plan  des  xy  le  plan 
langent  en  ce  point.  L'intégrale  U  restera  finie  et  continue 
en  ce  point. 

Soit  en  effet  (A,  k^  l)  un  point  voisin  de  Torigine.  Sup- 
posons I  A|,  I  A:|,  1 1\  moindres  qu'une  quantité  fixe  5.  La  va- 
leur correspondante  de  U  sera  donnée  par  l'intégrale 


Traçons  sur  le  plan  tangent,  avec  l'origine  pour  centre, 
un  cercle  de  rayon  R^  aS.  Soient  d  la  région  interceptée 
dans  la  surface  par  un  cylindre  droit  ayant  ce  cercle  pour 
base;  D  le  reste  de  la  surface. 

L^inlégrale  ci-dessus  se  décompose  en  deux  autres,  S,/ 
et  S^.  La  seconde  est  évidemment  continue  ;  il  suffira  donc 
de  montrer  que  R  et  8  peuvent  être  pris  assez  petits  pour 
qae  le  module  de  S^  soit  <  e. 

Prenons  pour  variables  des  coordonnées  senji-polaines  p, 
5l,  î  définies  par  les  relations 

j:'=:  Ah- pcosB,         y  =z  A:-H  psine,         ^  =  / -h  Ç. 

L'intégrale  deviendra 

\kdy     n      \L      p  dp  d^ 


Sjxtfj     _  ÇJ      \^      p  dp  gO 
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^  désignant  le  petit  angle  formé  par  le  plan  tangent  à  Télé- 
ment  dy  avec  le  plan  des  xy. 

Soit  M  le  maximum  de  — ^  dans  la  réerion  d:  le  module 
cos<^  ° 

de  l'intégrale  ci-dessus  sera  au  plus  égal  à  MSdpdh.  Mais 
on  a  évidemment  dans  toute  la  région  d 

p  =  R+  |/i|-4-!A-|<R  +  2S. 


Cette  dernière  intégrale  sera  donc  moindre  que  la  sui- 
vante 

M 

'0 


\  d^  dp-M.2T.{R-{-î^), 


Si  R  et  0  décroissent,  M  ne  peut  que  décroître.  Cette  ex- 
pression tend  donc  vers  zéro  avec  R  et  8,  et  peut  être  rendue 
moindre  que  e. 

207.  L'intégrale  Z  reste  également  finie  et  déterminée  au 
point  a  =  6  =  c  =  o.  On  peut,  en  effet,  la  décomposer  en 
deux  autres  Z^  et  Z^,  prises  respectivement  dans  les  régions 
rfet  D.  La  dernière  est  finie;  quant  à  la  première 


'=S, 


ixz  d<7 


"(o.'+j'+s')' 


l'emploi  des  coordonnées  semipolaires 

^znpcosO,         j'^rpsinO,         5  =  s, 
permettra  de  H  mettre  sous  la  forme 


O  cos6 


(X       zp  dp  dfi 

Son  module  sera  fini  ;  car  il  esl  au  plus  égal  à 

I  g  I  p  rfp  rffl 
(p'+s')' 


MtoC  rfprf6<M/n.2ïtK, 
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m,  désignant  le  raaiimam  de    -^  »  lequel  sera  fini,  car  le 

plan  des  xy  étant  tangent  à  la  surface,  z  est,  aux  environs  de 
Forigine,  du  second  ordre  en  x^y^  comme  p'. 

L'intégrale  Z  présente  toutefois  une  discontinuité  remar- 
quable lorsqu*on  traverse  la  surface.  Supposons,  en  eflet, 
/i  =  o,  Ar  =  G  et  /  inGniment  petit  ;  on  aura 


Z=§!illlli2rf,  =  Z,  +  Zo. 


Z0  variant  d'une  manière  continue,  il  suffira  de  considérer 
la  première  intégrale.  Elle  a  pour  premier  terme 


S'-^=S 


(1  sp  dpci^ 


*="*''' [p'-h(--/)»p 


Cette  quantité,  dont  le  module  est   encore    moindre    que 
M/n.27cR,  tend  vers  zéro  avec  R,  quel  que  soit  /,  et,  par 
suite,  ne  donne  lieu  à  aucune  discontinuité. 
Reste  rintégrale 

Le  champ  d'intégration  étant  très  petit,  la  densité  a  restera 
sensiblement  égale  à  [Xo,  valeur  de  la  densité  à  l'origine; 
d7  sera  sensiblement  égal  à  p  Jp  e/O  ;  enfin 


r  rr  v^p» -H  (5  —  /)* 


pourra  être  remplacé  par  y'pM-^»  car,  z  étant  de  Tordre 
de  p>  et  /  très  petit,  2  Iz  et  z^  seront  négligeables  par  rap- 
port à  p*. 

On  aura  donc  sensiblement,  pour  la  valeur  de  l'intégrale 
cherchée, 

J. -ir.  i4 
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p  variant  de  zéro  à  R  el  0  de  zéro  à  2?r.  L'inlégratîon  don- 


nera 

2lt 


^^'Wa«+/«     sjVj 


Si  /  tend  vers  zéro,  le  premier  ternie  de  ce  produit  tendra 
vers  zéro  et  le  second  vers  —  2  7tuio  ou  +  a^p^o^  suivant  que 
/  sera  positif  ou  négatif. 

La  composante  Z  de  l'attraction  variera  donc  brusquement 
de  la  quantité  — 4^1J^o>  lorsqu'on  traverse  la  surface  atti- 
rante en  se  déplaçant  sur  la  normale. 

Enfin  Ton  reconnaît  sans  peine  que,  sur  la  surface  atti- 
rante, X  et  Y  sont  indéterminées. 

£08.  Désignons,  pour  abréger,  par  AV  l'expression 
d'W       d^\       d'Y 

L'équation  aux  dérivées  partielles 

AVzizO, 

que  nous  venons  de  rencontrer  dans  la  théorie  du  potentiel, 
joue  un  rôle  considérable  dans  la  Physique  mathématique. 
Les  fonctions  qui  y  satisfont  ont  reçu  le  nom  de  /onctions 
harmoniques.  Nous  sommes  en  mesure  d'établir  à  leur 
égard  quelques  théorèmes  généraux. 

Soient,  en  effet,  U,  V  deux  fonctions  de  x,  y^  z  continues, 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  dans  un  domaine  fermé  T. 

On  aura 

d\}  d\  _  d      dW  ô^\ 

ôz    dz~  dz^  dz       ^  âz*  ' 

Intégrons  dans  le  domaine  T.  La  première  intégrale  du 
second  membre  se  ramène  à  une  intégrale  double  (149); 
on  aura  donc,  en  désignant  par  di^  l'élément  de  volume  de 
l'espace  T,  par  da  l'élément  de  surface  de  sa  frontière,  el 
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par  NZ  Tangle  de  la  normale  e&térleure  à  réléraentavec  les  z 
positifs 

Permutons  circulairemcnl  x,  j>',  z  dans  cette  formule, 
ajoutons  les  résultats  obtenus  et  posons,  pour  abréger, 

OXàxâx'^âyâf'^âz   dz )      ' 
il  viendra 

lzzCu(J^cosNX4- j^cosNY+^cosNZ^c/t-Qua 

L'intégrale  double  qui  figure  dans  cette  formule  peut  être 
écrite  sous  une  forme  plus  condensée.  Soient,  en  effet,  ôx, 
or,  0^,  oV  les  variations  qu'éprouvent  j?,  y^  5,  V  lorsque, 
partant  d'un  point  de  la  surface,  on  se  déplace  de  la  quantité 
infiniment  petite  ùS  sur  la  normale  intérieure;  on  aura 

Sx  =  -  SN  cosNX,        8/  =  -  SN  cosNY,        8^  =-  8N  cosNZ, 

dx  oy  '^        dz 

^_  (^  cosNX  4-  ^  cosNY  +  ^  cosNz'^  8N. 
\dûc  oy  ôz  J 

L'équation  précédente  pourra  donc  s'écrire 

Permutant  U  et  V  et  retranchant,  il  viendra 

identité  qui  constitue  le  théorème  de  Green, 

SI  U  et  V  sont  des  fonctions  harmoniques,  cette  relation 
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se  réduit  à 

S(  S-"^-S)*=°- 

Posons,  en  particulier,  U  =  i  ;  nous  aurons 

(17)  SIn'''=°- 

S09.  Soit  (a,  &,  c)  un  point  intérieur  à  T.  On  reconnaît  sans 
peine  que  la  fonction 

f  I 


est  harmonique.  Elle  n'est  pas  continue  dans  la  région  T, 
mais  elle  le  sera  dans  le  domaine  T'  obtenu  en  retranchant 
de  T  une  sphère  s  d'un  rayon  p  infiniment  petit  ayant  son 
centre  en  (a,  6,  c).  On  pourra  donc  appliquer  la  formule  (16) 

aux  deux  fonctions  -  et  V  dans  la  région  T',  ce  qui  donnera 

s(4-^w)*-S'(4-?l^)""=°. 

l'intégrale  V  étant  prise  sur  la  surface  frontière  de  T,  et 

l'intégrale  V  sur  la  frontière  de  la  sphère. 

Il  est  facile  d'évaluer  cette  dernière  intégrale.  En  effet, 
sur  la  sphère,  r  a  une  valeur  constante  p.  Le  dernier  terme 
de  l'intégrale  est  donc 

et  s'annule  en  vertu  de  la  formule  (17)  qui  peut  être  appli- 
quée à  la  sphère. 
On  a  d'ailleurs 

2-        «• 
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car,  N  désignant  la  normale  Intérieure  àT  (on  extérieure  à  la 
sphère),  8N  et  8r  sont  égaux.  Donc 

8' 


S'^w*— ?S'^*- 


D'ailleurs,  la  sphère  5  étant  infiniment  petite,  la  valeur  de  V 
en  chacun  de  ses  points  diffère  infiniment  peu  de  la  valeur 
V(a,  6,  c)  qu'il  possède  en  son  centre;  cette  intégrale  aura 
donc  pour  valeur  limite 

Nous  aurons  donc 

(.8)  4i:VKft.c)  =  s(vJ^_l|^)rf,. 


210.  Supposons,  en  particulier,  que  T  se  réduise  à  une 
sphère  de  rajon  R  et  de  centre  a,  6,  c;  cette  formule  se 
réduira,  d'après  le  calcul  fait  plus  haut  (en  remarquant  qu'ici, 
N  représentant  la  normale  intérieure  à  la  sphère,  on  a 
or=  —  3N,  ce  qui  change  le  signe  du  résultat),  à 

(19)  /,7:\{a,b,c)  =  ^^\d^. 

On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Une  fonction  harmonique  V,  continue 
dans  une  région  T  sans  être  constante,  ne  peut  a^oir  ni 
maximum  ni  minimum  à  l'intérieur  de  cette  région. 

En  effet,  supposons  par  exemple  qu'elle  eût  un  maximum 
Voau  point  (a,  b,  c).  Traçons  autour  de  ce  point  une  sphère 
d'un  rayon  r  arbitraire,  mais  assez  petit  pour  que  la  sphère 
soit  intérieure  à  T.  Supposons  qu'en  un  point  Xj  y,  z  de  la 
surface  de  la  sphère,  V  fût  moindre  que  son  maximum  Vo  et 
fût  égal  à  Vo — a.  Soit  8  une  quantité  moindre  que  a.  On 
pourra  assigner  une  quantité  e  telle  qu'en  tous  les  points  de 
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la  surface  de  la  sphère  dont  la  distance  k  x^  y,  z  est  moindre 
que  e,  V  soit  encore  moindre  que  V© — a  4-5.  Soient  5 
Taire  de  la  région  d  formée  par  l'ensemble  de  ces  points; 
4^/»2  —  g  Taire  du  reste  D  de  la  surface  sphérique  ;  V  n'y 
pourra  surpasser  Vo-  On  aura  évidemment 

<^(Vo-«-i-S)^-H^Vo(4^/-'-0<4iïVo, 

ce  qui  contredit  Féquation  (19). 

Donc  la  fonction  V  doit  conserver  aux  environs  du  point 
a,  6,  c  la  même  valeur  V©  qu'en  ce  point  lui-même  ;  et,  en 
cheminant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu'elle  sera  constante 
dans  toute  la  région  T. 

2H.  Corollaire.  —  Une  fonction  harmonique  continue 
dans  la  région  ï  est  complètement  déterminée  lorsqu'on 
connaît  sa  valeur  en  chaque  point  de  la  frontière  de  T. 

En  effet,  soient  deux  fonctions  V,  W  admettant  les  mêmes 
valeurs  aux  divers  points  de  la  frontière;  leur  différence 
V  —  W  sera  nulle  sur  toute  la  frontière  de  T.  Elle  le  sera 
aussi  à  son  intérieur,  car  autrement  elle  devrait  admettre  un 
maximum  ou  un  minimum. 

212.  On  est  conduit  à  se  demander  s'il  existe  toujours  une 
fonction  harmonique  V  continue  dans  la  région  T  et  prenant 
aux  divers  points  de  sa  frontière  un  système  de  valeurs  donné 
a  priori  (sous  la  seule  condition  de  varier  d'une  manière 
continue).  Cette  question  célèbre,  connue  sous  le  nom  de 
problème  de  Dirichlet,  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux 
de  MM.  Schwartz,  Neumann,  Poîncaré,  etc.  Ils  l'ont  résolue 
par  l'affirmative,  sauf  quelques  légères  restrictions. 

Nous  nous  bornerons  à  traiter  la  question  dans  le  cas  d*une 
sphère. 

Â^dmettant  provisoirement  l'existence  de  la  fon^ion  cher- 
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chée,  nous  déterminerons  d^abord  sa  forme;  et  nous  vérifie- 
rons ensuite  qu^elle  satisfait  aux  conditions  requises. 
Soient 

R  le  raj'on  de  la  sphère  ; 

(a,  6,  c)  un  point  intérieur  quelconque; 

l  =  ^a'-^  b'^-Y-c^  sa  distance  au  centre. 

Nous  aurons,  d*après  les  formules  précédentes, 

/     ci 

Dans  rintégrale   du  second   membre  figurent,   outre  les 

valeurs  de  V  sur  la  surface  de  la  sphère,  celles  de  i^>  qui  ne 

sont  pas  des  données  de  la  question.  Mais  on  peut  les  éli- 
miner par  l'artifice  suivant. 

Au  point  (a,  6,  c)  intérieur  à  la  sphère  correspond,  comme 
on  sait,  un  point  conjugué  (ai,  64,  c^)  situé  sur  le  même 
diamètre,  à  une  distance  /«  du  centre  donnée  par  la  formule 

ei  les  distances  r,  r^  des  deux  points  conjugués  à  uq  point 
quelconque  de  la  surface  de  la  sphère  seront  dans  un  rapport 

constant 

r  ~~  r 

Appliquant  la  formule  de  Green  à  la  fonction  V  et  à  la 
fonction  harmonique  — j  laquelle  reste  continue  dans  la  sphère, 
on  aura 


»=sv-i^-7,s;- 


R 


Multiplions  celte  équation  par  y>  c'  retranchons-la  de  la 


21 6  SECONDS  PAITIB.  —   CHAPITRE  III 

précédente,  il  viendra 

Ai  8-L 

/•       R     /'i 


4.V(a.*,c)  =  Svl^^-«^)rf, 


Or  on  a  évidemmenl  {fig*  9) 

Fig.  9. 


f<hA'*hJ        \      fu,àc) 


2Ri 


De  même 


Si 


'i^  JL  R'+r?-/; 


8N 


aRri 


Substituant  ces  valeurs  et  remplaçant  ensuite  ri,  /|  par 

leurs  valeurs 

Rr  ,       R» 


on  aura  enfin 

I  es  R*— /* 
(20)  4^  V(a,  ^  c)  =z  i  |g  ^V^^  ^'• 


1  n  R*— /» 


Telle  est  la  forme  nécessaire  que  doit  avoir  la  solution  si 
elle  existe.  Mais  il  reste  à  prouver  que  la  fonction  ainsi  ob- 
tenue satisfait  bien  aux  conditions  requises. 

213.    1°  Tant  que  le  point  (a,  6,  c)  reste  intérieur  à  la 
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sphère,  r n'est  jamais  nul.  L^intëgrale  et  ses  dérivées  partielles 
successives  sont  donc  continues. 
2^  C'est  une  fonction  harmonique.  Posant,  en  effet,  pour 

abréger, 

/=— — • 
el  tenant  compte  des  relations 

r*  =  {X  -  a)«4-  {y  -  6)* -4-  (5  -  c)«, 
on  trouve  aisément 
ù'f  _  _  3(R«~/«)       i5(R«--/»)(jr  — rz)»  _  ^       îaa(/7  — >r) 

et  de  même  pour  -~>  ^-Y«  Ajoutant  ces  trois  expressions  et 
réduisant,  il  vient 

^^^H-^==o 
dà^       db*       dc^ 

et,  par  suite, 

3^  11  reste  à  prouver  que  cette  fonction  prend,  en  chaque 
point  de  la  surface  de  la  sphère,  les  valeurs  qui  lui  ont  été 
assignées  d'avance,  et  qui  ont  été  adoptées  pour  le  calcul  de 
l'intégrale. 

Il  nous  suffira,  pour  cela,  de  montrer  que,  si  le  point 
A=:(a,  bf  c)  tend  vers  un  point  Ao  =  («oi  ^o?  Cq)  de  la 
surface  de  la  sphère  où  la  valeur  assignée  soit  Yq,  Tinté- 
grale 

4icl   ^ 
tend  bien  vers  V«. 


àS'^^"' 
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Cette  intégrale  est  la  somme  des  deux  suivantes  : 

La  première  représente  une  fonction  harmonique  continue 
ayant  la  valeur  constante  V©,  à  supposer  que  cette  fonction 
existe,  ce  qui  est  évidemment  le  cas,  car  toute  constante  sa- 
tisfait à  Téquation  AV  =  o. 

Donc  la  première  intégrale  a  pour  valeur  Vo-  Reste  à 
prouver  que  la  seconde  tend  vers  zéro. 

Les  valeurs  assignées  à  V  sur  la  sphère  variant  d'une  ma- 
nière continue,  leurs  modules  ne  surpasseront  pas  un  maxi- 
mum fixe  M.  Si,  d'autre  part,  nous  décrivons  autour  du 
point  Ao  un  petit  cercle  correspondant  à  un  arc  trigonomé- 
trique  5  infiniment  petit,  dans  la  calotte  d  ainsi  détachée  de 
la  sphère,  |  V  —  V©  |  restera  inférieur  à  une  quantité  t  éga- 
lement infiniment  petite. 

Dans  le  reste  D  de  la  surface  sphérioue,  chaque  point  sera 
à  une  distance  de  Aq  au  moins  égale  à^  sin-j  8,  et,  si  r\  est  la 
distance  de  A  à  Aq,  r  sera  au  moins  égal  à  2  sin  ^  5  —  tj.  Enfin 
/  sera  au  moins  égal  à  R  —  ti,  et  R^ —  /^^(aR  —  7i)T,. 

Cela  posé,  décomposons  notre  intégrale 


s 


£L_J.(v_v.)rf» 


en  deux  autres,  correspondant  aux  deux  régions  d  et  D.  On 
aura 

;^î!;ji',v-v.,.,|<S^5I^...<S,,„S^-< 

et,  d'autre  part, 

Od        '^  (2  810*8  —  71)* 

Ces  deu.x  expressions  tendront  toutes  deux  vers  zéro,  si 
l'on  fait  décroître -suffisamment  d'abord  r,,  puis  8. 
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214.  Théorème.  —  Une  /onction  harmonique  V  con- 
tmue  dans  tout  l'espace,  et  dont  le  module  reste  infé- 
rieur à  une  quantité  fixe  M,  est  nécessairement  une 
constante. 

Appliquons,  en  effet,  la  formule  (20)  pour  une  sphère 
d'un  rayon  infini  R,  à  la  détermination  de  V  (a,  6,  c)  et  de 
V(o,  o,  o).  On  aura 

47c  V  (o,  o,  o)  —  ^  1^  ^  V  f/cr, 

4-[V(a,6,c)-V(o,o,o)]^j^|§(^---i)v^. 

Or,  si  R  tend  vers  c»,  —  tend  vers  i ,  et  |  V  l  reste  <|  M  par 
hypothèse.  La  fonction  à  intégrer  est  donc  infiniment  petite, 
et,  le  champ  étant  fini,  il  en  est  de  même  de  rinlégrale.  Donc 

V(a,  ^c)z=V(o,  o,  o). 
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CHAPITRE  IV. 

SÉRIES  DE  FOURIER. 


I.  —  Intégrales  de  Fonrier. 

215.  Théorème.  —  Soit  o{x)  une  fonction  de  x^  qui 
admette,  dans  un  intervalle  donné  KR^  (B^-A),  une  in- 
tégrale finie  et  déterminée. 

Soit,  d'autre  part,  f{x),  une  fonction  bornée  et  non 
croissante  (ou  non  décroissante)  dans  le  même  inter- 
valle, 

U intégrale  de  f(x)^(x),  dans  V intervalle  AB,  sera 
finie  et  déterminée,  et  l'on  aura 

B  *  B 

f  f(x)^{a:)dx=f{X^o)f\{x)dx^f{B^o)f  ^{x)dx, 

Ç  désignant  une  quantité  comprise  dans  V intervalle  AB. 

Celle  proposition,  due  à  M.  Ossian  Bormel,  est  connue  sous 
le  nom  de  second  théorème  de  la  moyenne. 

Pour  l'établir,  supposons  d'abord  A  et  B  finis,  et  o{x) 
intégrable  dans  tout  le  champ  ;  f{x)  <p  (a:),  étant  le  produit 
de  deux  fonctions  intégrables,  sera  intégrable. 

Pour  obtenir  l'intégrale,  nous  décomposerons  le  champ 
par  des  points  de  division  x^  =  A,  x^^  . . .,  ^n+i  =  B  en  élé- 
ments infiniment  petits  Ax,,  ...,  £iXn\  dans  rintérieur  de  cha- 
cun d'eux,  nous  prendrons  arbitrairement  un  point  Ç/  et  nous 
chercherons  la  limite  de  la  somme 


on  aura  donc 
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Or  soient  M/,  mi*  et  0/=  M/  —  m/  le  maximum,  le  mini- 
mum et  Toscillation  de  f  (^)  dans  l'élément  Ax/;  le  facteur 
:p(ii)Aj:j$era  compris  entre  Mi-Ax/  et  miAx/;  il  en  est  de 
même  pour  Tintégrale 

?(5/)A^i=  /        cp(j:)^j:-ho, 
|ri|  étant  au  plus  égal  à  O/Aj?/;  et,  par  suite, 

La  première  somme  du  second  membre  peut  évidemment 
se  mettre  sous  la  forme 

B  "  B 

Or  les  facteurs /(Ç,)  — f{Xi^\)  sont  tous  de  même  signe  et 
ont  pour  somme  /(5«)  — /(5i). 

La  somme  des  termes  où  ils  figurent  sera  donc  de  la 
forme 

[/(Î-) -/(?.)]  I*. 

pt  étant  une  quantité  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  des  facteurs 

et,  a  fortiori  y  entre  le  maximum  et  le  minimum  des  valeurs 
que  prend  l'expression 


lorsque  \  varie  de  Â  à  B. 
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Nous  aurons  donc 

V(î/)?(5/)Ax,=/(50y   ?(^)^^H-[/a«)-/(Çi)]î^H-2/-,/(?,). 

Faisons  maînlenant  décroître  indéfiniment  les  intervalles 
AX|.  Le  premier  membre  tendra  vers  l'intégrale 


/' 


f{x)f^{x)dx\ 


Ç«  tendra  vers  A,  \n  vers  B,  et  par  suite/(Ç,)  vers /(A  +  o), 
fÇin)  vers/(B  —  o).  Enfin  2/v/(i/)  tendra  vers  zéro;  car 
son  module  est  au  plus  égal  à  LSOiA^/,  L  désignant  le 
maximum  de  \f{x)\  dans  l'intervalle  AB;  or,  y(x)  étant  iotê- 
grable,  20, Aj:/  tend  vers  zéro.  Donc  (Jl  tendra  aussi  vers  une 
limite  déterminée  [Xq,  qui  sera  comprise,  elle  aussi,  entre  le 
maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale 

/     ^{x)dx. 

Mais  celte  intégrale,  étant  une  fonction  continue  de  \, 
prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  son  maximum  et 
son  minimum.  On  peut  donc  assigner  à  \  une  valeur  telle 
qu'elle  soit  égale  à  [jlq.  Donnant  à  \  cette  valeur,  on  aura 
Téquation  limite 

f  f{x)^{x)dx=/(\^o)  f   ^{x)dx 

-+-[/(B-o)-/(AH.o)]y  <^{x)dx 

=/(\-ho)f\{x)dx-[-/{B-^o)f  <^{x)djr. 

216.  Passons  au  cas  où  le  champ  AB,  étant  encore  fini, 
contient  des  points  singuliers  c,  c'^  ...  aux  environs  des- 
quels o{x)  cesse  d'être  intégrable.  Décomposons  encore  le 
champ  en  éléments  infiniment  petits  A^i ,  . . . ,  Ax^. 
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Désignons  en  général  par  Ao:,-  ceux  de  ces  éléments  qui  ne 
contiennent  pas  de  point  singulier,  par  Ax^  les  autres.  Dans 
chacun  des  éléments  Ax/,  on  peut  intégrer  la  fonction 
/(x)^(x),  et  si  la  somme 


11 


tend  vers  une  limite  fixe,  ainsi  que  nous  allons  le  prouver,  ce 
sera  la  définition  de  l'intégrale 


/ 


f{x)^{x)dx. 

Le  champ  d^intégration  D  formé  par  la  somme  des  élé- 
ments iiXi  se  compose  évidemment  d'une  somme  d'inter- 
valles a^b^y  ^262*  •  •  •  d'un  seul  tenant,  séparés  les  uns  des 
autres  par  des  points  singuliers.  A  une  autre  décomposition 
de  AB  en  éléments  infiniment  petits  correspond  un  champ 
analogue  D'et  nous  devons  montrer  que  la  différence 

l/{x)o{x)dx--   ( f{x)^{x)dx 
est  infiniment  petite.  Or  soit 

le  champ  formé  par  la  réunion  de  D  et  de  D'.  Il  suffira  de 
prouver  que  la  différence 


d 


est  infiniment  petite;  caria  même  démonstration  étant  appli- 
cable à  /  —  /  ,  1  —  1  sera  la  différence  de  deux  infini- 
ment  petits. 

217.   Le  domaine  d  se  compose  d'une  suite  de  domaines 
partiels  dk  respectivement  contenus  dans  les  élémenls  Ax^; 
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chacun  de  ces  derniers,  tel  que  d^^  est  lui-même  formé  par 
une  série  de  domaines  d'un  seul  tenant,  a^^i  ^m,  ...,aAm^j^m, 
séparés  les  uns  des  autres  par  des  points  singuliers.  Appli- 
quant à  chacun  d^eux  le  second  théorème  de  la  moyenne,  il 
viendra 

Jf{x)f^ix)dx 

Soit  L  le  maximum  de  \/{x)\  dans  TintervalleÂB.  Le  mo- 
dule de  la  somme  ci- dessus  ne  pourra  surpasser 

Or  chacune  des  deux  parties  de  cette  dernière  somme  est 
infiniment  petite. 
En  effet,  l'intégrale 


/' 


ff{x)dx 
étant  déterminée,  par  hjpothèse,  Tintégrale 


X 


ff{a:)dx 

ne  subira  plus  que  des  accroissements  infiniment  petits  si  Ton 
subdivise  les  éléments  Axk  par  de  nouveaux  points  de  divi- 
sion choisis  d'une  manière  quelconque. 

Introduisons  tout  d'abord  comme  nouveaux  points  de  di- 
vision les  points  extrêmes  a^i   et  ^6^^  de   chacun  des  do- 
maines dk*  Le  champ  d'intégration  D   pourra  se    trouver  ' 
accru  de  quelques  éléments^  appelons  D|  ce  qu'il  devient 
parcelle  adjonction. 

Soient  maintenant  ctAplhp  ceux  des  intervalles  aÇ  pour  les- 
quelles l'intégrale 


X 


t^{x)dx 
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estposîlive;  oLkn^n  ceux  pour  lesquels  elle  est  nëgative.  Si 
nous  ajoutons  tous  les  points  a^p  et  ^kp  aux  points  de  division 
précédents,  le  champ  d^intégralion  D|  se  trouvera  accru  des 
éléments  oiMp^pj  et  l'intégrale  correspondante  se  trouvera 
accrue  de 

Ajoutons  encore  les  nouveaux  points  de  division  %ffn  et  Çam  ' 
nous  obtiendrons  un  accroissement  négatif, 

Ces  deux  accroissements  sont  infiniment  petits,  par  hypo- 
thèse. 11  en  sera  de  même  de  leur  différence,  laquelle  est  évi- 
demment égale  à  la  somme 

.lu 

étendue  à  tous  les  éléments  a^. 

En  introduisant  comme  nouveaux  points  de  division  d'a- 
bord ceux  des  points  ^  et  ^  pour  lesquels  l'intégrale 

/     ^{x)dx 

est  positive,  puis  ceux  pour  lesquels  elle  est  négative,  on 
trouvera  de  même  que 

.?*!  [ 

^{x)dx 


M 


est  infiniment  petit. 
218.  Ayant  établi,  par  ce  qui  précède,  que  l'intégrale 
/    /{x)fù{x)dx:=.\im\    I     /{x)<^{x)dx 

est  déterminée,   il  est  aisé   d'achever  la  démonstration  du 
théorème. 

J. -II.  i5 
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et,  par  suite, 

-+-  [/(^)  -/(A^  ^  o)]  r?(^) dx 

—  /(A  4-0)/    (p{x)dx-^/{ao)  I     ç(^)rfjr. 

• 

220.  Les  théorèmes  que  nous  établirons  dans  la  suite  de 

ce  Chapitre  sur  les  fonctions  à  variation  bornée  sont  d^une 
nature  telle  que,  s'ils  sont  vrais  pour  deux  fonctions /«, /2, 
ils  le  seront  évidemment  encore  pour  leur  différence.  Nous 
pouvons  donc,  tout  en  les  énonçant  dans  leur  généralité, 
admettre  dans  les  démonstrations  que  la  fonction  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens,  de  manière  qu^on  puisse  lui  appli- 
quer le  théorème  précédent. 

221.  Théorème.  —  Soit  /(ol)  une  /onction  à  variation 
bornée  entre  AetB, 

Soit,  d^ autre  part,  <p(a,  n)  une  fonction  de  a  et  du 
paramètre  /i,  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  : 

i**  L'intégrale  1    cp(a,  n)dcL,  oit  b  est  un  nombre  quel- 

conque  compris  dans  1^ intervalle  AB,  a  son  module  infé- 
rieur à  une  quantité  fixe  L,  indépendante  de  b  et  de  n  ; 

2°  Si  n  tend  vers  00,  cette  même  intégrale  tend  unifor- 
mément vers  une  limite  fixe  G,  pour  les  diverses  valeurs 
de  h  comprises  dans  un  intervalle  quelconque  contenu 
dans  AB,  mais  dont  le  point  A  soit  exclu. 

Pour  ces  mêmes  valeurs  de  b  V intégrale 

f  f{^)'i{^.n)doi 

tendra  uniformément  vers  G/(A  ±  o)(le  signe  -i-  devant 
être  adopté  si  B  >  A,  et  le  signe  —  5/  B  <  A). 
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Les  deux  cas  se  traitent  exactement  de  même.  La  seule 
différence  qui  existe  entre  eux  est  que,  A -h)»  désignant  un 
nombre  compris  entre  A  et  B,  on  a 

À=o  (/(A  — o),     SI    B<A. 

Nous  pourrons  donc  nous  borner  au  cas  où  B  >•  A. 
Posons 

/(«)=/(  A +  o)-+-4.(a). 

La  nouvelle  fonction  ^(oi)  variera  toujours  dans  le  même 
î>cns,  et  Ton  aura 

<KA  H-  0)=:0. 

Cela  posé,  on  a 

Jf    /(a)çrfa=/(A-4-o)  /    <prfaH-   /     ^(oL)tfdoi. 

Si  n  tend  vers  oo,  le  premier  terme  tend  uniformément  vers 
G/(A-f-o).  Il  suffit  donc  de  montrer  que  le  second  tend 
uniformément  vers  zéro. 

Soit  A  -h  X  un  nombre  arbitraire  compris  entre  A  et  B;  on 
pourra  décomposer  Tintégrale  en  deux  autres 

Jj^b  >*A-4-X  ^b 

f  =/       +  /     . 
A  ^k  «^A-t-X 

Appliquons  à  chacune  d'elles  le  théorème  de  la  moyenne; 
il  viendra  pour  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée 

XI  ^A-»-X 

çrfa-f-4^(A-f-X  — o)  1  t^doL 

J/t^t  /^b 

A+A  */Ç. 

Ç  étant  compris  entre  A  et  A  H-  X  et  Ç|  entre  A  H-  X  et  6. 

Le  premier  terme  est  nul,  et  chacun  des  trois  autres 
tendra  uniformément  vers  zéro,  si  l'on  choisit  d'abord  X  suf- 
fisamment petit,  puis  n  suffisamment  grand. 
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Eq  effet,  lorsque  X  lend  vers  zéro,  A(A-f-X  —  o)  el 
^(A  +  X-f-o)  tendent  vers  zéro,  et  les  intégrales  qui  le> 
multiplient  restent  finies;  car  Pintégrale 

XA-k). 

par  exemple,  est  la  différence  de  deux  intégrales 


Jf  t^dx  —  /     ^doL 

A  ^X 


dont  chacune  a  son  module  <C  L,  par  hypothèse. 
D'autre  part,  ^{b  —  o)  est  fini,  et  l'intégrale 


tend  uniformément  vers  zéro,  quels  que  puissent  être  6  et  Çi, 
lorsque,  après  avoir  assigné  à  X  une  valeur  déterminée,  on  fait 
croître  n  indéfiniment;  car  b  et  Ç|  étant  compris  dans  l'inler- 
valle  de  A  4-  X  à  B,  les  deux  intégrales  du  second  membre 
tendent  uniformément  vers  la  même  limite  G. 

222.  Remarque,  —  Si  la  fonction  /(a)  dépend  d'un  para- 
mètre Xj  la  convergence  de  l'intégrale    /    /(a)  ©  doL  vers  sa 

limite  sera  évidemment  uniforme  par  rapport  à  ce  para- 
mètre, si  /(A  4-  X)  converge  uniformément  vers  sa  limite 
/( A  rh  o),  lorsque  X  tend  vers  zéro. 

Toutefois,  si  /,  au  lieu  de  varier  toujours  dans  le  même 
sens,  comme  nous  l'avons  admis,  était  la  différence  de  deux 
fonctions  non  décroissantes  /t  et  /a,  il  faudrait,  pour  la  dé- 
monstration de  ce  dernier  point,  que  chacune  de  ces  deui 
fonctions,  prise  isolément,  convergeât  uniformément  vers  sa 
limite. 
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223.  Corollaire.  —  On  aura  plus  généralement,  en 
désignant  par  x  une  quantité  comprise  entre  A  +  6  —  B 
et  6, 

lim    r/(p)9(P  +  A-j:,/i)^?^G/(:r±:o), 

pourvu  que  la  fonction  /(P)  ait  une  variation   bornée 
entre  x  et  b. 

En  effet,  posons 

P-f- A  —  j:  =  a. 

Celle  intégrale  deviendra 

/(a -f- j:  —  A)  (p(«, /i)  ûfa. 

Or  ft  4-  A  —  X  est  compris  entre  A  et  B,  d'après  les  hypo- 
thèses précédentes;  on  aura  donc  pour  la  limite  de  cette 

intégrale 

G/(AH-:F-A±:o)=rr  Gf{x±io). 

D'ailleurs,  l'intégrale  convergera  uniformément  vers  sa  limite 
lorsque  x  varie,  pourvu  qu'il  reste  en  deçà  de  b  et  que,  dans 
les  limites  où  il  se  meut,  f{x)  reste  continue  (222). 

224.   Applications,  —    On   satisfera  aux  conditions   du 
théorème  précédent,  en  supposant  A  =  o,  B  quelconque, 
/        .        sin/is 

En  effet,  supposons  d'abord  B  positif.  Soient  b  un  nombre 
quelconque  compris  entre  o  et  B,  miz  le  plus  grand  multiple 
de  7î  contenu  dans  bn  ;  on  aura,  en  posant  /i  a  ==  p, 


^rf« 


sm/i 
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Ces  intégrales  partielles  successives  ont  des  signes  alternatifs; 
en  eOet,  le  facteur  sin^  change  de  signe  en  passant  d'uoe 
intégrale  à  la  suivante.  De  plus,  elles  vont  en  décroissant  en 
valeur  numérique;  car,  si  Ton  compare  entre  eux  les  élé- 
ments qui  correspondent  à  la  même  valeur  absolue  de  sin^, 

l'autre  facteur  ^  décroît  d'une  intégrale  à  la  suivante.  A  for- 
tioriy  la  dernière  intégrale   /      ,  qui  ne  contient  qu'une  por- 

,  sera  moindre  en 

valeur  absolue  que  celle  qui  la  précède. 

L'intégrale  /      aura  donc  le  signe  de  son  premier  terme  / 

et  un  module  moindre. 
Mais  on  a 


do 


DC 


1/ 


bit    '     a         I 
sinp    ,n 


D'autre  part,  si  b  se  meut  dans  un  intervalle  compris  entre 
o  et  B,  mais  d'où  le  point  zéro  soit  exclu,  il  ne  pourra 
s'abaisser  au-dessous  d'un  nombre  positif  fixe  X.  Les  diverses 

intégrales    /     — r-^  rfjî,  correspondant  aux  diverses  valeurs 

./o        P 
de  6,  auront  donc  leur  limite  supérieure  au  moins  égale  à  Xn, 
nombre  qui  tend  vers  oo  avec  n  \  elles  tendront  donc  vers  une 
limite  commune 

si  cette  intégrale  est  déterminée.  Nous  avons  vu  (98)  qu'il  eu 
est  ainsi,  et  qu'on  a 

G  =  ^. 

2 
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Nous  avons  supposé  B  et,  par  suite,  b  positifs;  s'ils  sont 
négatifs,  on  n'aura  qu'à  changer  ^  en  —  p  pour  retomber  sur 
rintégrale  précédente,  changée  de  signe.  Les  conditions  du 
théorème  subsisteront  encore;  mais  on  aura 


2 


225.  Théorème.  —  Soient  a,  b  deux  quantités  fixes 
^/uelconques  et  x  une  quantité  variable,  telles  que  Von  ait 
^/  < X  <  6  ;  soit  enfin  f{x)  une  fonction  à  variation  bornée 
dans  r intervalle  ab  ;  on  aura 

li_myV(?)''''p^^~-^^  l  [/(^  +  o)  +  /{x  -  o)]. 

£n  effet,  l'intégrale  considérée  est  la  différence  des  deux 
suivantes  : 


r  «  X" 


qui  convergent  respectivement  vers 

-/(x-ho)     et     _-/(x-o)     (223). 

Tant  que  /{x)  restera  continue,  cette  expression  se  ré- 
duira à  'k/(x).  Chacune  des  deux  intégrales  partielles,  et 
par  suite  l'intégrale  totale,  convergera  d'ailleurs  vers  sa 
limite  d'une  manière  uniforme  (223). 

226.  La  formule  précédente  reste  applicable  si  l'intervalle 
«6  s'étend  de  —  oo  à  +  oo.  On  aura,  dans  ce  cas,  pour  toute 
valeur  de  Xy 
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Mais  on  a 

sin/i(p  — a;)         r"         ,.  ^  . 
p_^        -y     cosft(p-ar)rf|i. 

* 

L'intégrale  précédente  deviendra  donc 
/   û^^y  /(p)cos|x(p-^)e/H^ 

=:  lira     f   d^   f  /(P)cos|jl(P  — a;)t/îJL 

Ù=zao 

-  lim     r  rf(A  r  /(P)cos|x(p-a;)rfp 

û^f^  /    /(P)cos|jl(P  — a?)^p. 
Si  l'intégrale 

jri/(p)irf? 

est  finie  et  déterminée,  les  deux  termes  complémentaires  ten- 
dent vers  zéro;  car  leurs  modules  sont  au  plus  égaux  à 

f''di>.f''\/m\d?=nf''\/{?)\d? 
et 

^0  ^b  ^b 

et  pour  a  =  —  oo,  6  =  oo,  les  intégrales  du  second  membre 
tendent  vers  zéro. 
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On  aura  donc 

'^  n  —  ^J^  J  ^.m 

Celte  formule  est  due  à  Fourîer. 

227.  On  peut  encore  satisfaire  aux  conditions  de  l'énoncé 
du  n°22l  en  posant  A  =  i,  B  =  — i,  o(a, /i)  =  X^,-hXJ,^.,, 
X^  désignant  la  dérivée  de  l'intégrale  définie 

X«(at)  =  i   f    (oi-h^i^^^cos^Td^, 

et  l'on  aura,  dans  ce  cas,  G  =  —  2. 
On  a,  en  effet,  d'après  cette  définition, 

r(x;-Hx;^,)rfa=x„(6)  +  x,^,(*)-x,(i)-x,^..(i) 

l 

— —  2-h-  /     (b-^^h*—icos^y{i-hb-h^b^—îcos^\t)d^ 

Pour  les  valeurs  de  b  comprises  entre  —  i  et  -4-  i ,  cette 
dernière  intégrale  aura  pour  limite  supérieure  de  son  mo- 
dule 

-  f  [6«-i-(i~6*)cos«4/]î[(i4-6)«-h(i  — 6«)cos«4;]îrf4/ 

^I I     [i  — (i  — 6*)sin*4/]i(i -hC0s'4/+ 6sin»4;)îrf4/ 
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Cette  expression  est  évidemment   inférieure,   pour  toute 
valeur  positive  de  n,  à  la  quantité  finie 


En  outre,  elle  tend  uniformément  vers  zéro,  lorsque  n 
tend  vers  oo,  pour  toutes  les  valeurs  de  b  comprises  entre 
1  — Xet  —  1,  quelque  petite  que  soit  la  constante  X. 

En  effet,  nous  allons  déterminer  pour  n  une  valeur  indé- 
pendante de  6,  et  à  partir  de  laquelle  cette  expression  soil 
toujours  inférieure  à  une  quantité  quelconque  £. 

Si  i-4-6<;  —  >  cette  condition  sera  satisfaite,  quel  que 
soit  /i.  Si  I  -h  6  >  ~7  1  —  b  étant  d'ailleurs  >  A,  et  i  -{-  6  <  2, 
Texpression  ci-dessus  sera  plus  petite  que  la  suivante  : 


^  («-T"°''^)'''*- 


Décomposons  le  champ  d^ntégration  en  trois  parties, 
s'étendant  respectivement  de  o  à  y,  de  y  à  «  —  y  et  de  t:  —  y 
à  7C,  Y  désignant  une  quantité  arbitraire.  Négligeons  sin^']' 
dans  la  première  et  la  troisième  intégrale  et  remplaçons-le 
dans  la  seconde  par  sa  valeur  minimum  sin^y.  Il  viendra, 
pour  limite  supérieure  du  module  cherché, 

En  disposant  convenablement  de  y,  nous  pourrons  rendre 
le  premier  terme  inférieur  à  ^c;  puis,  en  prenant  n  assez 
grand,  rendre  le  second  terme  également  <,^t. 

On  aura  donc,  en  désignant  par /(a)  une  fonction  à  varia- 
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lioQ  bornée  entre  —  i  et  -h  i, 

228.  Uintëgrale  X^,  que  nous  venons  de  considérer,  se 
réduit,  si  n  est  enlier,  à  un  polvnâme  entier  en  a;  car,  en  dé- 
veloppant le  binôme  (a  -hy^a*  —  1  cosA)",  on  voit  que  les  puis- 
sances impaires  du  radical  ne  figureront  que  dans  les  termes 
(le  degré  impair  en  cos'}.  Mais  l'intégrale  de  chacun  de  ces 
termes  est  nulle.  En  elTet,  à  deux  valeurs  supplémentaires  de 

l'angle  i^  correspondent  dans  l'intégrale  /     cos**"*"*  i(  di(  des 

éléments  égaux  et  contraires  qui  se  détruisent. 

Nous  verrons  plus  loin  que  les  p^lvnômes  auxquels  nous 
arrivons  ici  ne  sont  autre  chose  que  ?^s  polynômes  X^  de 
Legendre. 


II.  —  Séries  trigonométriqnes. 

229.  Soit  f{x)  une  fonction  arbitraire  de  x.  Cherchons 
à  la  représenter,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  tz 
cl  4-7:,  par  un  développement  de  la  forme  suivante  : 

t/{x)=z  Xft-h  A,  cosar-h  A,  cosao:  -h . . .  -t- A^  cos/ij:-i- .  .  . 
-t-B,  sin  j:  -+-  B,  sin2J?  H-. .  .-h  Brt  sin/ia:-+- 

Le  second  membre  de  cette  égalité  admettant  évidemment 
la  période  27c,  le  développemcnl,  supposé  exact  dans  l'inter- 
valle de  — 1:  à  -f-?:,  subsistera  pour  toute  valeur  de  x^  si 
/(x)  admet  également  la  période  2tî;  dans  le  cas  contraire, 
il  cessera  de  représenter /(jr)  en  dehors  de  cet  intervalle. 

La  forme  du  développement  étant  assignée  a  priori,  le 
problème  se  réduit  à  déterminer  les  valeurs  numériques  des 
coefficients  A  et  B. 
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Ce  calcul  repose  sur  les  formules  suivantes  : 


I     cosnxdx  =  { )      =0, 

/•^  .  ,         /—cosnxX'^ 

I     sinna?dx=z{  ==o, 

r'^      .        ,  r'^i-{-  cos2nx  ,         (x       ^\xiinx\^ 

I      C0S'na?rfj7=    /       dx=::('-'-^ 7 1       ='. 

/•'^  .  .         ,  r'^i  —  co%inx  ,         (x       siïk^nxY  _^ 

/     s'innx  cosnx  dx  =^  I     ^s\n2nxdx=.o, 

r'^                           ,          /•'^cos(m  —  /i)j?-+- cos(/w-f- /i).r,  _ 
I     cosmxcosnxdx=r  I — ai—'-' 

/'^  .             .            ,           /•'^cos(m  — /i)j?  — cos(m -i-n).r  , 
smmxsmnxdu.  -  I     -ax  ^^ 

r^  ,                        ,          r'^sin(m-f- /i)x  +  sin(m  — /i)j-  ,^__o 
/     smmxco^nxdxz:^  1     ^^ ^^ ^rfx  ^ 

Pour  déterminer  Ao,  intégrons  l'équation  (i)  de  — lîà  -i-r.: 
chacun  des  termes  du  second  membre,  sauf  le  premier,  don- 
nera une  intégrale  nulle,  en  vertu  des  relations  précédentes, 
et  l'on  aura  simplement 


d'où 


I    f{x)dx=z  I    Ao6?^  =  27rAo, 


Pour  déterminer  A,,,  multiplions  l'équation  (i)  par  cos^-^ 
et  intégrons  de  — u  à  +11;  il  viendra,  en  vertu  des  rela- 
tions (2), 

/     f{x)cosnxdx  =  Tzk^, 
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d'où 

Aj,=z-  I    f{x)cosnxdx^zz-'  1    /(P)cos/ipû?p. 

On  trouvera  de  même,  en  multipliant  l'équation  (i)  par 
sio/ix  et  intégrant  de  —  ir  à  ~h  ir, 


IX  dx  =z:  icB;,, 


d'où 


/    /(j:)sin/i^ 
h^—lÇ  f{x)sinnxdx=^  f  /(^)sinn^d?. 


Substituant  dans  Téquation  (i)  ces  valeurs  des  coefficients, 
il  viendra 


i3) 


w  «  =  •  ^ 

(«  =  •  ^ 

-f-V  sîn/ixi   r  /(p)sin/ip«:/? 


OU,  en  multipliant  parie  et  réunissant  toutes  les  intégrales  en 
une  seule, 


^i) 


^/(^)-/Vo)^pri+^cos,i(p-x)i. 


230.  Le  procédé  dont  nous  nous  sommes  servi,  d'après 
Fourier,  pour  établir  cette  formule,  donne  Heu  à  de  graves 
critiques  : 

1°  Nous  avons  intégré  le  second  membre  de  Téquation  (i) 
en  faisant  la  somme  des  intégrales  de  ses  termes,  ce  qui  n'est 
légitime  que  s'il  est  uniformément  convergent.  Nous  n'avons 
donc  pas  prouvé  que,  en  dehors  du  système  de  valeurs  que 
nous  avons  déterminé  pour  les  coefficients  A  et  B,  il  ne 
puisse  en  exister  d'autres  donnant  également  une  représen- 
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tation  de  la  fonction /(j:).  Nous  pouvons  seulement  affirmer 
que,  s^il  en  existe,  le  développement  quUls  fournissent  ne 
peut  être  uniformément  convergent. 

2*^  Nous  avons  trouvé  la  forme  que  doivent  avoir  les  coef- 
ficients du  développement  de  f{x)^  en  supposant  que  ce 
développement  soit  possible;  mais  rien  ne  justifie  a  priori 
cette  hypothèse  :  l'exactitude  de  la  formule  (3)  n'est  donc 
aucunement  établie. 

Celte  objection  capitale  ne  peut  évidemment  être  levée 
qu'en  calculant  directement  la  valeur  du  second  membre  de 
la  formule,  pour  vérifier  si  elle  est  égale  à  7z/(x), 

231.  A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  la  série,  arrêtée 
aux  termes  en  sinpx  et  cospx,  aura  pour  valeur 

Mais  la  somme  entre  parenthèses  est  égale  à 

^^    sin--=^4-y2sin-:^cos/i(p^x) 

2sin"     — L  1  J 

2 

o   cir»  i .f  ^^T 


2  sin  - 

2 


sin 

2 


2  Sin 

2 


On  aura  donc 


-[ 


2  Sin 
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et  la  somme  de  la  série  cherchée  sera  la  limite  de  S^  lorsque 
p  lend  vers  oo. 

Celte  limite  est  aisée  à  trouver  lorsque /(x)  n'a  qu'unr 
variation  bornée  entre  — -n  et  -j-it.  En  eflet,  supposons 
d'abord  x>  —  ic,  mais  <  i:.  Faisant,  pour  abréger, 

rintégrale  Sp  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


3 j. 

Or  le  facteur — r-^— .:  -reste  fini  dans  le  champ  <lo 

Fiatégration,  et  n'a  qu^une  variation  bornée,  de  même  que 
/O);  donc  FO)  n'a  qu^unc  variation  bornée,  et  l'on  aura 

(225) 

limSpzr-[F(x-ho)4-F(x-o)]:=-[/(x4-o)-+-/(a'   -o)|, 

3  —  jr 

car  le  facteur  — .    ,  ,q a  pour  limite  l'unité,  quand  S 

2  sin-J-(p  —  X)       ^  '  T  r 

iCDd  vers  x, 

Si/(j;)  est  continue,  cette  expression  se  réduit  à  7i/(.r  i. 
D'ailleurs,  S^  tendant  uniformément  vers  sa  limite  quand  .r 
varie,  la  série  de  Fourier  sera  uniformément  convergente. 

232.  Ces  résultats  seraient  en  défaut  si  x  était  égal  à  Tunr 

Q  j* 

^es  limites  dri:;  car  le  facteur  — —-r-rn r  deviendrait 

2SinJ(p  — :c) 

iofini  à  l'autre  limite  de  l'intégration  ;  mais  il  est  aisé  de 
trouver,  dans  ce  cas,  la  limite  de  S^. 
Soit,  par  exemple,  x  =  —  tî.  L'intégrale 


7C) 


J.  -  II. 
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se  décompose  en  deux  autres,  ayant  pour  limites  — -net zéro. 
zéro  et  -j-it.  On  trouve,  par  la  méthode  précédente,  que  l.i 

première  a  pour  limite  -  /( —  i:  -f-  o) .  Pour  évaluer  la  sccondo, 

posons  ^  =  iz  —  a.  Elle  se  réduit  à 


f  2  sin  - 


a 


.    ap  +  i 

sin  ~~ a 

f(r.  —  a) c^a, 

2  sin  - 

2 


et  aura  pour  valeur 


2 


i_mp(--e)-;-]=^/(.-o). 


On  aura  donc,  dans  ce  cas. 

Si  X  =  4- 1:,  on  arrivera,  par  un  procédé  tout  semblable, 
au  même  résultat. 

233.  Considérons  une  fonction  F(^)  donnée  seulement 
dans  une  portion  de  l'intervalle  de  — tz  k  tz.  On  pourra  la 
représenter  dans  cette  étendue  par  une  infinité  de  séries  iri- 
gonométriques  différentes.  Concevons,  en  effet,  une  fonction 
/(^),  égale  à  F{x)  dans  la  région  considérée  et  prenant  des 
valeurs  arbitrairement  choisies  dans  le  reste  de  l'intervalle 
de  — -n:  à  +7r.  Développons-la  en  série  de  Fourier.  Celte 
série  représentera  F(^)  dans  la  région  où  cette  fonction  est 
donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  F(x)  soit  donnée  dans  Tin- 
lervalle  de  zéro  à  t.  Soit/(^)  une  fonction  égale  à  F{x) 
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dans  cet  intervalle,  et  définie  de  zéro  à  —  tz  par  la  condition 
/( —  x)=i  f{x).  Appliquons  la  formule  (3)  à  cette  fonction. 

Les  intégrales  /    f{^)s\nn^d^  s'annuleront,  car  les  élé- 

ments  correspondant  à  des  valeurs  de  ^  égales  et  de  signe 
contraire  se  détruisent  mutuellement. 
Ces  éléments  s'ajouteront,  au  contraire,  dans  les  intégrales 

/    /(?)^?7   /     /(P)cosnprf^,  qui  se  réduiront  à 

3  r  m)d^,     ^  f  /(?)cos/»?rf? 
ou,  comme  /{x)  =  F(x)  entre  zéro  et  iî,  à 

2  f    F(p.)rf?,       2    f    F(?)C03/lpû??. 


On  aura  donc  entre  zéro  et  tz 


'  (>) 


4--Vcos«a?r   F(?)cos/i?c??. 


234.  Si  Ton  avait,  au  contraire,  déterminé  f{jo),  pour  les 
valeurs  négatives  de  x^  par  la  condition 

/(-x)  =  -/(a:), 

les  intégrales  /    /(p)rfp,   /    /(P)cos/ip  rf^  se  seraient  an- 
nulées,  et  les  intégrales   /    /(p)sin/iPûf^  se  seraient  ré- 

(iuiies    à   2  r  /(p)sinnprfp=2   T    FO)sinnprfiS.     La 
fonction  F(j:)  sera  donc  représentée,  toujours  dans  Tinter- 
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valle  de  zéro  à  ic,  par  une  série  de  sinus 

(6)  F{x)=f{x)  —  ^Ssinnx  f   F(P)sin/iprf?. 

On  remarquera  toutefois  que,  pour  la  valeur  x  =  o,  la 
fonclion  /(x),  définie  par  les  conditions  précédentes,  offrira 
une  discontinuité  siF(jr)  ne  s'annule  pas  pour  j:  =  o.  Aussi, 
pour  x=  o,  la  série  aura-t-elle  pour  valeur,  non  F(o),  mais 

'^ -^  -}  c'est-à-dire  zéro.  11  en  est  de  même  pour 


2 
X  =  TC. 


23S.  Les  développements  (3),  (5),  (6)  sont  valables,  le 
premier  de  —  iî  à  -h  tt,  les  deux  suivants  de  zéro  à  4-i^-Mais 
on  en  déduit  aisément  d'autres  développements  applicables 
de  —  /  à  -4-  /  ou  de  zéro  à  -f-  /,  /  désignant  une  quantité 
quelconque. 

Posons,  en  effet,  dans  ces  formules 

elles  deviendront 

*(a)rf«+y^COS^y  ♦(,)cos^rfa, 

*(7)—  lZJ^^~'i^j    *(*)"" -7- ^"^ 
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et  seront  évidemment  applicables,  la  première  de  —  /à  -h  /, 
les  autres  de  zéro  à  /,  pourvu  que  ?(j')  et  ^{y)  aient  une 
variation  limitée  dans  les  intervalles  ci-dessus.  Les  séries 
cesseront  d'ailleurs  en  général  de  représenter  ces  fonctions  : 
r  aux  points  de  discontinuité;  ;  2**  aux  limites  du  champ  d'in- 
légration. 

III.  —  Fonctions  de  Laplace. 

236.   L'équation  aux  dérivées  partielles 

/  Av       à^^       ^^       à^^ 

ax'       ày^        âz* 

admet  comme  solution  un  polynôme  U  homogène  de  degré  n 
en  JT,  y,  z  et  contenant  2/H-  i  coeftîcienls  arbitraires. 

Substituons,  en  effet,  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion,  un  polynôme  de  degré  n  à  coefficients  indéterminés. 
En  écrivant  que  le  résultat  esi  identiquement  nul,  nous  ob- 
tiendrons ^ —  équations  de  conditions  linéaires  et  ho- 
mogènes entre  Jes coefficients.  Il  restera  donc 

>«  -h  i  arbitraires  dans  la  solution. 
Posons 

j:  =:  p  sinôcos^J/,         y  — :  p  sinôsin^j',         3— :ocos6; 

il  viendra 

^/i  étant  une  fonction  homogène  et  de  degré  n  en  sin8  cos^, 
sinôsin»]/,  cos8.  Ces  fonctions  Y;,  portent  le  nom  de  fonc- 
fions  de  Laplace.  Elles  satisfont  à  une  équation  différen- 
tielle qu'il  est  aisé  de  former. 

En  effet,  l'équation  (1),  transformée  en  coordonnées  po- 
laires, dewieni  {Calcul différentiel,  n°  139) 

d^       J  à^  1        d^y       2  â\_       cote  dV  ___ 

(??*  "^  p«   à^*  "^  p»  sin«e  ^  "^  p   dp"  "^  "y  V^Ô"  ~  ^' 
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Substituant  pour  V  la  quantité  U  =  p''Y«  et  supprimant 
le  facteur  commun  p""*,  il  viendra 

(^)    '^-^s-^-d^i;^^-cote^^--^,^(n^.)Y„  =  o. 

237.  Soient 

X,  y,  z  etx',yj  5' les  coordonnées  rectangulaires  de  deux 

points  ; 
p,  8,  ^  et  p',  8',  ^'  leurs  coordonnées  polaires  ; 
r  leur  distance  mutuelle  ; 

enfin 

cosY  =  cos6cos6'-j-  sinO  sin6'cos(^/  —  Y) 

le  cosinus  de  Tangle  de  leurs  rayons  vecteurs. 

La  quantité  -j  considérée  comme  fonction  de  x^y,  5,  sa- 
tisfera, comme  nous  l'avons  vu  (191),  à  l'équation  (i).  Mais 

on  a 

I  __  I 

'*       ^p*  —  2  pp'  ces  Y  -+-  p'^ 

ou,  en  développant  en    série  suivant    les  puissances  de  p 
{Calcul  différentiel,  n°  273)  et  posant,  pour  abréger, 

X„(cosy)  =  P«, 

Pour  que  celte  expression  satisfasse  à  l'équation  (1)  quel  que 
soit  p',  il  faudra  évidemment  que  chaque  terme  y  satisfasse 
séparément.  Donc  P/,p"  est  une  solution  de  l'équation  (1). 
D'ailleurs  l'expression 

_  I  £/'»  (cos'y  — 0** 


""'  2'*.  1 .2  . . .  n         dcosY^ 
montre  que  P^  est  de  la  forme 

Art  ces'»  Y  -h  A„_,cos'»-'y  4-, . 
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Remplaçant  cosy  par  sa  valeur  — —, ^  >  puis  p* 

par  sa  valeur  x'^  -hy^  -h  5^,  P^p"  deviendra  évidemment  une 
fonction  entière  et  homogène  de  degré  n  en  x^y^  z.  Donc 
P»  est  une  fonction  de  l'espèce  Y„. 

238.  Supposons  p'<  p;  le  point  (x',  ^,  z^)  sera  intérieur 
aune  sphère  de  rayon  p  ajant  pour  centre  l'origine;  et  la 
fonction  U,  étant  harmonique  et  continue,  la  valeur  U' 
qu'elle  prend  au  point  x\  y\  z'  sera  donnée  (209)  par  la 
formule 

rinlégrale  étant  prise  sur  la  surface  de  la  sphère. 
Cela  posé,  nous  aurons  en  coordonnées  polaires 

u=.p»Y„      u':=p'«y; 

^y„  désignant  la  valeur  de  Y„  au  point  x'^^y  z'). 

Développant,  d'autre  part,  -  suivant  les  puissances  crois- 

.   p' 
mantes  de  —  ,  qui  est  <  i,  on  aura 

P 

i=i(p..P/,.....P.^;....). 

Knfin,  N  désignant  la  normale  intérieure  à  la  sphère,  on  a 
?  =  —  3N,  et  par  suite 


op 


8N  -  d^  âN  -"  U^  —np       ï/i, 

5N~"      5^  — ■^■+-    p3  P— •••H  -^1  ^-•••• 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation,  et  remplaçant  en 
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outre  dv  par  sa  valeur  p^sinôrf6rf<}/,  il  viendra 

4ro'«Y;=|J[(n-M)Po  +  (/ï-^2)P,Ê^^-... 

4-  (2/1  H-  i)P„Ç-h. .  1  Y„p»  sinea^-;.. 

Celle  égalité  contenant  rindéterminée  p',  on  aura,  en 
identifiant  les  coefficients  de  ses  diverses  puissances,  les  re- 
lations fondamentales 


^Y;,P;„  sin6û?6^<^  =  o,  si  m^/i, 

239.  Soit/(6,t}^)  une  fonction  arbitraire  des  deux  angles  6 
cl  i  ;  proposons-nous  de  la  développer  dans  Tintervalle  de 
0  :—  o  à  0  =  7:,  et  de  ^  =^  o  à  i{^  =  'i-n,  en  une  série  de  la 
forme 

On  obtiendra  aisément,  par  ce  qui  précède,  chaque  terme 
du  développement. 

Multiplions,  en  effet,  par  P^sinOrfOrf*}  el  intégrons  dans 
les  limites  ci-dessus.  Il  viendra,  en  raison  des  équations  (3), 

i-^)         f   yV(«>4')P»sinee/erf^.=  ^^^Y;. 

Y',^  étant  calculé  par  cette  formule,  on  n'aura  qu'à  j  rem- 
placer 0',  ^'  par  0,  ^  pour  obtenir  Y^. 

L'expression  ainsi  calculée  est  bien  une  fonction  de  La- 
place.  En  effet,  P,j  est  évidemment  svmétrique  en  6,  ^  el 
6',  A'.  C'est  donc  une  fonction  de  Laplace  par  rapport  à  9',  'j''- 
Donc  P/ip'"  sera  une  fonction  homogène  el  de  degré  n  en  x\ 
y,  z'y  satisfaisant  à  l'équation 


SÈMES   DB  FOURIH.  249 

Il  est  clair  que,  raullipliée  par  la  quantité  constante 
/(î,<{/)sin9rf8rf^,  elle  y  satisfera  encore.  Chacun  des  élé- 
ments de  rintégrale  double,  multiplié  par  p'",  vérifiant  ainsi 
Téquation,  leur  somme  jouira  de  la  même  propriété. 

240.  Il  reste  à  vérifier  si  la  série  de  fonctions  Y^  ainsi  cal- 
culées est  bien  égale  à  y(8,  ^)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  la  série 

Y;  +  ...H-Y;-h... 

est  égale  à/(8',  ^')  dans  tout  le  champ  considéré. 
Or  on  a,  d'après  Téquation  (5), 

n 
0 

l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  d'une  sphère  de 
ra von  1 ,  définie  par  les  équations 

jizisinô  cos<^,         j' =  sin6  sin^,         5  =  cos6. 

Il  reste  à  trouver  la  limite  de  cette  expression  pour  /i=:oo. 

241.  Nous  la  transformerons  d'abord  en  remplaçant  les 
variables  9,  ^  par  un  autre  système  de  coordonnées  polaires 
X,  ui,  choisies  de  telle  sorte  que  le  nouvel  axe  des  z  aboutisse 
au  point  (0',  A'). 

La  fonction  /(6,  i^)  sera  transformée  en  une  fonction  de  A 
et  de  |JL,  que  nous  représenterons  par  F(X,  (jl).  La  fonction 
P„  =  X„(cosy)  deviendra  X„(cosX),  cary,  distance  angu- 
laire du  point  (6',  t]^')  au  point  variable  8,  t]^,  n'est  évidem- 
ment autre  chose  que  X.  L'élément  da  sera  égal  à  sinXrf).rf|jL. 
Enfin  les  limites  de  l'intégrale  seront  o  et  tc  pour  X,  o  et  2t 
pour  jiL. 
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1/intégraIe  à  évaluer  deviendra  donc 

y-  f       f   F(X,  {x)  V(2A  H-i)X^(cosX)sinXû?X</[t 

0 

nu,  en  posant  cosX  =  x,  F(X,  |jl)  =  <^(ar,  (x), 

tir        1  " 

(G)  -^-f    y  «f.(^,(.)^(2A:-t-i)X,rfxrf(.. 

2i2.  La  sommation  par  rapport  à  A'  peut  être  efTecluée 
comme  il  suit. 

On  a,  par  définition, 

« 

(7)  (i-aax-  +  ««)''=z^««X„, 

0 

Cl,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  jc  et  par  rapport  à  i. 

(8)  a(i-  2ot^  +  a«)"«  =  ya«X;, 

0 

(9)  (x-a)(i-aaj?  +  a«)"^=y/ia'»-«X,. 

0 

La  comparaison  des  équations  (8)  et  (g)  donne 

0  0 

(1*011,  en  égalant  les  termes  en  a", 

(Jo)  xX'^^X',_,  =  nX„. 

D'autre  part,  l'équation  (8),  multipliée  par  i  —  2%x  -f-  »• 
et  comparée  à  (7),  donne 
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Cl,  en  égalant  les  termes  en  »"+', 
De  (lo)  et  (il)  on  déduira,  par  réliminatlon  de  XJ,, 

(Q«  +  .)x,.=  x;^,-x;_,. 

Cette  formule  subsistera  encore  pour  /?  ^rr  o,  en  y  rem- 
plaçant XI,  par  zéro;  on  aura  également  XJ,  =  o,  car  X^  est 
une  constante. 

Changeant  y  dans  la  formule  précédente,  n  en  n  —  i, 
n  —  Q,  .  • . ,  et  ajoutant  les  résultats,  il  viendra 

n  n 

^(2A-  +  .)X*=:^(Xi.,.-xi._,)  =  x;,,  +  x;,. 

0  0 

243.  L'intégrale  (6)  deviendra  donc 

Or,  si  l'on  admet  :  i®  que,  pour  chaque  valeur  de  jjl  prise 
dans  rintcrvalle  de  o  à  21c,  la  fonction  ^(or,  ix)  n'ait  qu'une 
variation  bornée  entre  —  i  et  -h  i  ;  2°  que,  pour  ces  diverses 
valeurs  de  jx,  <>(i  —  e,  jjl)  tende  uniformément  vers  sa  limite 
*l^(i  — o,  [x)  lorsque  la  quantité  positive  e  décroît  indéfini- 
ment, on  aura  (227) 

J^'*(a:,ix)(X;^j  +  X;)e/^z-2*(i-o,ix)  +  R^, 

R|jL  désignant  un  reste  qui  tend  uniformément  vers  zéro  pour 

L'intégrale  (6)  se  réduira  donc  à 

I    r^"" 

—     /         2[*(l-0,tx)ûr{X-+-R^e/[x], 

cl  si  n  tend  vers  00,  Rjji.  tendant  uniformément  vers  zéro,  son 
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/tu 
R|i^|x  tendra  vers  zéro.  Il  viendra  donc 

244.  Cela  posé,  si  la  fonction /(6,  ç)  =  4>(j:,  jx)  est  con- 
tinue aux  environs  du  point  (0',  :p'),  <^  (i  —  e,  jx),  qui  repré- 
sente la  valeur  de  la  fonction  /(6,  <p)  pour  un  point  infini- 
ment voisin  de  (6',  cp'),  convergera  uniformément,  quel  que 
soit  |JL,  vers  la  valeur  constante  /(O',  f').  On  aura  donc 

y; 4- . . . -H  y;  + . . .  =.  ^y*'/(e',  y') rf^t  =7(6', ,'). 

On  arrive  donc  à  ce  résultat  : 

Le  développement  (4)  d'une  /onction  arbitraire  /(6,  5) 
^/i  5^r£>  de  Laplace  est  applicable  pour  tout  point  de  l(t 
sphère  (6',  'p'),  tel:  1°  grwe?  la  fonction  f  soit  continue  aux 
environs  de  ce  point;  2°  que  sa  variation  soit  bornée  le 
long  de  tout  grand  cercle  qui  passe  par  ce  point. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  ce  développement  sera  unifor- 
mément convergent  sur  toute  région  de  la  sphère  où  ces  deux 
conditions  seront  satisfaites. 

245.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  f  ne  dépend 
pas  de  ^y  la  formule  (5)  deviendra 

Y;.=:  ?4^    r    rf(^)PnSini^dîid^. 

Or  P„,  étant  une  fonction  entière  de 

cos6cos6'-4-  sin6sin6'cos(4'  —  V)> 
pourra  être  mis  sous  la  forme 

Xo-+-  ^1  COS  (<]/  —  <];')  -h  ...  -u  knCOSn{^  —  <]/'), 

^oj  *M  "  '^  f^n  étant  des  fonctions  entières  de   cosôcosV  el 
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siD^sinO'.  Intégrant  par  rapport  à  *{/,  tous  les  termes  don- 
neront une  intégrale  nulle,  sauf  le  premier,  dont  l'intégrale 
est  2TîA"ç.  On  aura  donc 

expression  indépendante  de  <{/'. 

Donc  Y^,,  qui  est  une  fonction  entière  et  homogène  de 
degré  n  en  cosô',  sin^cos^}^',  sinO'sin^',  se  réduira  à  une 
fonction  entière  de  cosO'  seulement,  lorsqu*on  aura  tenu 
compte  de  la  relation 

(sin6'sin4'')*4-(sinO'cos<^')*  —  i  ~cos'6'. 

Cette  fonction  sera  évidemment  de  la  forme 

a^cos"6'4-  art-jCos'-'O'-h. . .; 

par  suite,  Y|,  sera  de  la  forme 

rtrt  cos^O -h  a/,_jcos'»--0 -1' 

Celte  fonction  doit  d'ailleurs  satisfaire  à  Téqualion 

qui  se  déduit  de  (2)  en  exprimant  que  Y,i  est  indépendant 
de  '{^.  Transformons  cette  équation  en  prenant  pour  nouvelle 
variable  la  quantité  cosO  =  ^;  il  viendra 

d^  ~"  dx  f/e  "  du;  ' 

.Sr— cose-^-sin0^^3.-cose-^^s.n'0^^ 

Substituant  ces  valeurs  et  remplaçant,  en  outre,  cosO,  sin^O 
par  X,  I  —  x^,  il  viendra 


M  -  »A 
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Substituons  dans  cette  équation  la  valeur  de  Y«, 
Y„  =  a„  x«  -h  a„^^ x»-*  -h . . . , 
il  viendra,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  du  terme  en  x' 

(/^  —  2A:-^2)(/i  —  2A--M)  a«_u+i 

—  (/i  —  2A-)(/i  —  2/r  — i)a„^,jt 

—  2  (  /i  —  2  A  )  rt„_,ji. -4-  n  (  /i  -+- 1  )  a„ _jA  1=  o. 

Cette  équation  détermine  le  rapport  de  deux  coefficlenl> 

successifs  (ln-2k+2  et  On-2k- 

Le  polynôme  Y„,  défini  par  les  conditions  précédentes, 
est  donc  déterminé  à  un  facteur  constant  près.  Or  on  sait 
que  le  polynôme  \,t{jr)  =  P„  satisfait  à  ces  conditions.  Ou 
aura  donc 

\„  désignant  un  facteur  constant. 

Le  développement  de  la  fonction  /{^)  en  fonctions  de 
Laplace  prendra  donc  la  forme 

En  prenant  x  pour  variable  et  posant 

/(O)-F(^), 
il  viendra 

(i3)  F(^)_-^AoXo  +  AiX, -+-...  4- A„X„ -+-.... 

Ce  développement  sera  valable  dans  l'intervalle  de  j:=— ? 
à  X  =  I ,  correspondant  à  l'intervalle  de6  =  oà6  =  7ç  (pourMi 
que  la  fonction  à  développer  n'ait  qu'une  variation  bornée 
dans  cet  intervalle). 

246.  La  nature  du  développement  étant  établie  par  ce  qui 
précède,  on  obtiendra  aisément  les  coefficients.  Multiplions 
l'équation  (i3)  par  X„  et  intégrons  de  —  i  à  +  i.  On  aura, 
si  m  5^, 


/ 


X„tX„G?X  =  0. 

— 1 
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Soit,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  /i>/?i;  X^  étant  un  poly- 
iiôme  de  degré  inférieur  à  X^,  on  sait  (121)  que  l'intégrale 
ci-dessus  sera  nulle. 

L'équation  intégrée  se  réduira  donc  à 

t» l  déterminera  le  coefficient  A«. 

247.  On  peut  aisément  calculer,  au  moyen  de  l'intégration 
par  parties,  la  valeur  de  l'intégrale 

Posons  en  effet,  pour  abréger,  {x^ — 1)"=  u.  On  trouvera, 
par  une  suite  d'intégrations  par  parties, 

j       u^'^^u^^'^dx 

H- (—')'*  /       uu^^'^^dXy 

et  comme  chacun  des  termes  intégrés  s'annule  aux  deux  li* 
mites,  il  vient  simplement 

(— i)'»i.2.3...2/i  r'^\   ,      ,„  , 

=  ^ — ~ Tï—   /       (x^—\)''dx. 

2««(l.2.../l)«        J_,     ^ 

Mais,  si  l'on  pose 

X=z2Z  —  ly 
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il  viendra 

=  (— i)«a*'«-^»B(/i-i-i,  /i-f-f) 


n^,«^ir(^-^i)r(/i-4-i) 


:(—  i)«2*«-^»  — 


r(a/i4-  a) 
(i.a...n)« 


d'où 


/ 


I .  a . . .  (  a  Al  -h  I  ) 
j       '*  a  /i  -h  I 


248.  Le  développement  d'une  fonction  F(x)  suivant  les 
polynômes  X^,  auquel  nous  venons  d'arriver,  est  un  cas  par- 
ticulier d'une  classe  de  développements  plus  générale,  qu'on 
peut  obtenir  de  la  manière  suivante. 

Considérons  l'intégrale  définie 


Si  l'on  développe  le  dénominateur  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x,  on  obtiendra  une  expression  de  la  forme 


07" 


en  posant,  pour  abréger, 

a,n=  f  z'^-'/{z)dz. 

Formons  les   réduites  successives  du  développement  de 
cette  expression  en  fraction  continue.  Soit 

Q„  z=  Bo -4- Bjo;  4- . . . -+- B„ a:»» 

le  dénominateur  d'une  de  ces  réduites.  Les  rapports  des  coer- 
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licients  Bo,  B|,    ...,  B^  seront  déterminés  {Calcul  diffé- 
rentiel, n*  393)  par  les  équations  de  condition 

«iBo-h  34B1     -4-, .  .4-  3t«^.iB«=:o, 


«*BoH-a»^iB,-i-...4-a,«B„    =0, 

et,  pour  qu'il  existe  elTectivement  une  réduite  dont  le  déno- 
minateur soit  d'ordre  n  en  x^  il  faut  et  il  sufiit  que  ces  équa- 
tions déterminent  complètement  lesdits  rapports. 

Cette  condition  sera  toujours  satisfaite  si  f{z)  ne  change 
pas  de  signe  entre  a  et  b.  En  effet,  si  nous  remplaçons  les 
quantités  a  par  leurs  valeurs,  les  équations  précédentes  de- 
viennent 

f  f{z)dz[Bo         -hB,z  -;-...+ B„3»]       =z  f  Qn{z)/{z)dz, 
^  f  /(=)d:[B,=      +B,s«4-...+  B„-»-']   =  f  zq„{z)f{z)dz, 

• ) 

^  /'/(3)rf-[B,5«-'+B,=«+...+  B„c»'-']=  r  5"-' Q„( 3 )/(-)</=. 

•  a  *^  a 

Ajoutons  ensemble  ces  équations  multipliées  par  des  con- 
stantes arbitraires,  nous  obtiendrons  la  suivante,  qui  les  ré- 
sume toutes  : 

(l'o         0=  r  T^{z)q,{z)f{z)dz, 

nî(w)  désignant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  <C  /«. 

Cela  posé,  soient  Q  et  Q'  deux  polynômes  de  degré  n  qui 
satisfassent  à  cette  condition.  Tout  polynôme  XQ  -+- VQ',  où 
X  et  X'  sont  des  constantes  arbitraires,  y  satisfera  également. 

Or  on  peut  déterminer  le  rapport  y  ^^  manière  à  annuler 

dans  ce  polynôme  le  coefficient  de  3'*.  Posant  alors  en  parti- 
J. -II.  17 
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culier  rs(z)  =  XQ  -f-  VQ',  il  viendra 


/ 


(XQ  +  \'Qy/{z)dz  =  o. 


Or  cette  intégrale  a  tous  ses  éléments  de  même  signe  ;  elle  ne 
peut  donc  s'annuler  que  sMls  sont  tous  nuls,  d^où 

XQ-hVQ'izrO. 

Les  deux  polynômes  Q  et  Q'  sont  donc  égaux  à  un  facteur 
constant  près. 

249.  L'équation  Qn{z)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et 
comprises  entre  a  et  b.  En  effet,  si  elle  admettait  une  racine 
réelle  c  hors  de  cet  intervalle,  ou  une  racine  double  a,  ou  un 
couple  de  racines  imaginaires  a  +  ^e,  on  aurait 

Q„(c)  =  MN, 

M  désignant  un  facteur  de  la  forme  z  —  c,  ou  (z  —  a)^,  ou 
(z  — a)2-hp2^  Ql  -^  un  polynôme  de  degré  -< /i.  Posant 
Ta(>s)  =  N  dans  l'équation  (i4)i  îl  viendrait 

o=:  r  MN^/{3)dz, 

résultat  absurde,  car  l'intégrale  a  tous  ses  éléments  de  même 
signe. 

250.  Soit  maintenant  F(5)  une  fonction  quelconque  de-s; 
proposons-nous  de  la  développer  en  une  série  de  la  forme 

F(3)  =  AoQo(5)-hAjQi(z)+...  +  A^Q«(5)-h... 

[Qo(^)  désignant  une  constante,  égale  à  i,  par  exemple]' 

Pour  déterminer  un  coefficient  quelconque,  tel  que  A«' 
multiplions  l'équation  précédente  par  Q^n{z)f{z)  et  inté- 
grons entre  à  et  6.  On  aura 

Qm(5)Q„(s)/(^)^^  =  o,     si(m>/i) 


/ 


SÉRIES  Di  pouEiBR.  aSg 

En  effet,  soît,  par  exemple,  m<.n.  Cette  équation  sera  un 
cas  particulier  de  (14)9  obtenu  en  posant 

wiz)  =  Q^{z). 

L'équation  intégrale  se  réduira  donc  à 

f  Qn(z)f{z)F{z)dz=fii,f  Ql(^)/{^)ciz 

et  déterminera  A^. 

On  doit  toutefois  remarquer  que  cette  analyse  n'établit  pas 
la  légitimité  du  développement,  laquelle  restera  à  démontrer 
dans  chaque  cas. 

251.  Si  nous  posons  en  particulier  /(a:)  =  i,  a  =  —  i, 
/^  =  I ,  Téquation  (i4)  se  réduit  à 


'\z)  Q^{z)dz  =  o. 


Or  on  sait  que  les  polynômes  \„  satisfont  à  cette  équation. 
Elle  détermine  d'ailleurs  Q/i(^)  à  un  facteur  constant  près. 
On  a  donc  ce  résultat  : 

Les  polynômes  X«  sont,  à  des  /acteurs  constants  près, 
les  dénominateurs  des  réduites  de  l'intégrale 

-'    dz 
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CHAPITRE  V. 

INTÉGRALES   COMPLEXES. 


L  —  Intégrales  des  fonctions  monodromes. 

2S2.  8011/(5)  une  fonction  analytique  de  la  variable  com- 
plexe z.  Si  cette  variable,  partant  d'une  valeur  initiale  donnée, 
décrit  une  ligne  rectifiable  L,  on  pourra  suivre  la  variation 
def{z)  tout  le  long  de  celte  ligne  pourvu  qu'on  ne  soit  pas 
arrête  par  la  rencontre  d'un  point  critique. 

Nous  avons  donné  dans  ce  cas  la  définition  de  l'intégrale 

/7(s)rf5(t.  I,  nOl93). 

Mais  cette  définition  suppose  essentiellement  l'absence  de 
point  critique.  On  admettait  donc  que  tout  le  long  de  la 
ligne  L  la  fonction /(5)  reste  continue  ainsi  que  sa  dérivée. 

>îou9  continuerons  à  poser  en  principe  que,  sur  tout  le 
parcours  de  la  ligne  d'intégration  (ses  extrémités  exceptées), 
il  ne  doit  exister  aucun  point  critique;  mais  nous  admettrons 
que  ses  extrémités  a  et  b  puissent  être  critiques. 

Soient,  dans  ce  cas,  a  H-  s  un  point  de  la  ligne  L  infini- 
ment voisin  du  point  a;  b  —  e'  un  point  de  celle  ligne  infi- 
niment voisin  du  point  6;  L|  la  partie  de  L  comprise  entre 
les  deux  points  a  -4-  e  et  b  —  s'.  Nous  définirons  l'intégrale 

/(z)dz  par  la  formule 


/• 


f/(z)dz=^     lim       f/{z)d^, 


à  la  condition  que  le  second  membre  ait  une  limite  déter- 
minée. 
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De  même,  supposons  que  la  ligne  L  s'étende  jusqu^à  Tin- 
fini.  Prenons  sur  celte  ligne  un  point /?,  et  soit  L|  la  portion 
de  L  comprise  entre  a  et  p.  On  pourra  déterminer  pour 
chaque  position  du  point />  Tintégrale 

ff{z)dz. 

et,  si  cette  expression  tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque 
le  point /?  s*éloigne  à  Pinfini  en  suivant  la  ligne  L,  nous  dé- 
finirons l'intégrale    /  f{z)  dz  par  Téqualion 


f/(z)dz^\ïm  f/{z)dz 


253.  Supposons,  par  exemple,  que,  la  variable  z  étant  as- 
sujettie à  la  seule  restriction  de  rester  dans  Tintérieur  d'un 
contour  C,  la  fonction  f{z)  n'admette  dans  ce  domaine 
qu'un  seul  point  critique  b,  déterminé  de  position.  Admet- 
tons, en  outre,  que,  lorsque  z  tend  vers  b,  de  telle  sorte  qu'aux 
environs  de  ce  point  l'argument  de  z  —  b  reste  compris  entre 
deux  nombres  fixes  Xq  et  X|,  on  ait  constamment 

M  désignant  une  constante  et  a  un  exposant  <  i . 

Soit  L  une  ligne  quelconque  intérieure  à  C  et  partant  d'un 
point  donné  a  pour  aboutir  à  b,  de  telle  sorte  que,  dans  la 
portion  de  cette  ligne  infiniment  voisine  de  6,  l'argument 
de  z  —  b  reste  compris  entre  \q  et  X,.  L'intégrale 


ff{z)dz 


aura  une  valeur  déterminée  et  indépendante  de  la  ligne 
particulière  choisie  pour  L. 

En  effet,  supposons  d'abord  que,  dans  le  voisinage  de  6,  on 
ait  pris  pour  L  une  ligne  droite  Lq  faisant  l'angle  cpo  avec 
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l'axe  des  x.  On  aara  sur  celte  ligne 

5=:  6-|-p(cos(p,-4-/sin^o)> 

^0  restant  constant  et  p  tendant  vers  zéro. 

Soient  Zoi  ^i  deux  points  de  cette  ligne,  po)  pi  les  deux 
valeurs  correspondantes  de  p.  On  aura 

/    f{z)dz=z  I    /(5)(cosaoH-'*sinoo)«/?. 

Cette  intégrale  tend  vers  zéro  avec  po  et  pi;  car,  d'après  nos 
hypothèses,  son  module  ne  peut  surpasser 


quantité  infiniment  petite.  Donc    /  /(z)  dz  a  une  valeur  dé- 

lernunée. 

Soit  maintenant  L|  une  autre  ligne  arbitraire  issue  de  a  et 
aboutissant  à  b.  Traçons  autour  du  point  b  comme  centre 
un  cercle  de  rayon  p  infiniment  petit.  Soient  5o=  (p,  fo)  et 
j5,  =  (p,  ç,  )  ses  points  d'intersection  avec  L©  et  L^  {fig-  'o). 

Fig.  10. 


Les  deux  lignes  d'intégration  az^z^  et  az^  étant  évidemment 
équivalentes,  on  aura 

C  f{z)dz=  f  f{z)dz+  f  /{z)dz. 

^az^  ^az.  Jz.z, 
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Faisons  tendre  p  vers  zéro.  L'intégrale    /    aura  pour  li- 

mite  /  \  et  Tintëgrale  suivant  Tare  de  cercle  jSq^i  tendra 
vers  zéro.  On  a,  en  effet,  sur  cette  ligne 

5  =  64-  p(cosf  -H  «  sinç), 
p  étant  constant,  et  cp  variant  de  'fo  à  f|.  Donc 

(i)  /    f{z)dz—  f     /(5)p(— sin<p-+-icos<p)rfç. 

Le  module  de  cette  intégrale  a  pour  limite  supérieure 


\i 


•'*  M         I 
^pe/çUMp«-«|^,-Oo|-Mp«-«(X.-X,), 


quantité  infiniment  petite. 
Donc   l'intégrale    1      tend   vers   une  limite  déterminée, 

égale  à   /  .  D'ailleurs  celte  limite  représente,  par  définition, 
rintégrale   /  .  Notre  proposition  est  donc  établie. 

2oi.  Nous  nous  sommes  astreint  à  ne  considérer  dans  ce 
qui  précède,  parmi  les  lignes  L  aboutissant  au  point  6,  que 
celles  où  l'argument  de  z  —  b  reste  compris  entre  deux 
nombres  fixes  Xq  et  X| .  Mais  il  est  clair  que  cette  restriction 
pourra  être  levée  si  Ton  est  en  mesure  d'établir  que  l'inté- 
grale (1)  reste  infiniment  petite,  quels  que  puissent  être  (Sq 
et?i. 

Cette  circonstance  se  présentera  si  la  fonction /(.s)  est  de 
la  forme 

'!^(z)  étant   monodrome  et  bornée   dans   l'intérieur  de  C 
[M  désignera,  dans  ce  cas,  le  maximum  de  |  ^(z)  \  ]. 
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Soit  en  effet 
r  étant  <]  ai:.  L'intégrale 

peut  se  décomposer  dans  la  somme  des  suivantes 

+  J  +...+  / 

Or,  lorsque  z  décrit  le  cercle,  fi^z)  se  reproduit,  multiplié 
par  le  facteur  e"^'*^^.  Si  donc  on  désigne  par  I  l'intégrale 


on  aura 


/ 

et  par  suite 

—  I(,  +  e-23t7:i  4__  .  ^  g-nk-i)arJ)  _^  / 

Or  les  deux  intégrales  du  second  membre  ont  un  module 
moindre  que  Mp*~«27:.  D'autre  part  [e~2*ai^« — i|^2.  Donc 

quantité  infiniment  petite. 

255.  On  peut  formuler  des  propositions  toutes  semblables 
aux  précédentes  pour  les  intégrales  prises  suivant  des  lignes 
qui  s'étendent  jusqu'à  l'infini. 
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Soit /(s)  une  fonction  analytique  n'ayant  aucun  point 
critique  dans  la  région  du  plan  extérieure  à  un  contour 
donné  C,  et  telle  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  suffisamment  grand,  et  l'argument  compris  entre 
deux  nombres  fixes  \q  et  X|,  on  ait  constamment 

!/(=)!<  py 

M  étant  une  constante,  et  a  un  exposant  positif  >- 1. 

Soit  L  une  ligne  quelconque  extérieure  à  C  partant  d'un 
point  donné  a  pour  aboutir  à  l'infini,  de  telle  sorte  que, 
lorsque  z  parcourt  cette  ligne,  son  argument  finisse  par  rester 
compris  entre  Xq  et  X|. 

L'intégrale    1  /{^z)dz  aura  une  valeur  déterminée  et 

indépendante  du  choix  de  la  ligne  L. 

Enfin  la  restriction  que  l'argument  de  z  reste  compris 
entre  deux  limites  fixes  pourra  être  levée,  si  l'on  a 

•i(5)  restant  monodrome  et  bornée  à  l'extérieur  de  C. 

Soit,  en  effet,  6  un  point  arbitrairement  choisi  dans  l'inté- 

rieur  de  C.  Posons  zz= -.  Lorsque  z  décrit  C,  la  nou-     u'        ^ 

u  —  b  ^ 

velle  variable  u  décrit  un  contour  correspondant  F.  Lorsque  z 

se  meut  en  dehors  de  C,  u  décrit  l'intérieur  de  F;  il  tend 

vers  b  lorsque  z  tend  vers  c»;  enfin,  si  l'argument  de  z  est 

compris  entre  X©  et  A|,  celui  de  u  —  fr,  qui  lui  est  égal  et 

contraire,  sera  compris  entre  les  deux  nombres  — X©  et  — \\. 

Cela  posé,  faisons  décrire  à  z  une  ligne  quelconque  L  et 

à  u  une  ligne  correspondante  A;  on  aura 

et  la  première  intégrale  tendra  vers  une  valeur  déterminée 
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lorsque  L  s'allonge  jusqu'à  Tinfini,  si  la  seconde  tend  vers 
une  valeur  déterminée  lorsque  Â  s'allonge  de  telle  sorte  que 
son  exlrémité  se  rapproche  de  b.  C'est  ce  qui  aura  lieu  en 
effet,  en  vertu  des  théorèmes  précédemment  démontrés,  car, 
si  l'on  a 

i/(5)i<il^.     »>'' 

on  en  déduit 


I     /     I     \         I        I  M 

l-^yu-^b)  {it  —  by\^  |M_6|«-« 


2  — a<i, 


et  si 


/(.)=ii|>,     «>., 


on  aura 


-^[u-oj  (u-^by  (/^-6)«-«'  ^       *<'' 

^  étant  bornée  et  monodrome  dans  F. 

256.  On  peut  compléter  les  résultats  ci-dessus  par  la 
remarque  suivante,  qui  nous  sera  souvent  utile. 

Soit/(5)  une  fonction  de  z  telle  que  (z  —  b)f{z)  tende 
uniformément  vers  une  limite  fixe  M  lorsque  s  —  b  tend 
vers  zéro  (ou  vers  oo),  pour  toutes  les  valeurs  de  son  argu- 
ment. L'intégrale  /  /(z)dz^  prise  sur  un  arc  de  cercle  de 
rayon  p  ayant  b  pour  centre  et  correspondant  à  un  angle  au 
centre  Çi  —  (po?  tendra  vers  tM(oi  —  Ço)  lorsque  p  tendra 
vers  zéro  (ou  vers  oo). 

On  a  en  effet  sur  le  cercle  considéré 

8  étant  un  infiniment  petit;  et  d'autre  part 

z — b-=ip{     cosf -f-i  sintp), 

dz=zp{ — siD(p  +  i cos^)  d^  =:  i{z  —  b)d^. 
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Donc 


Le  premier  terme  a  pour  valeur  iM(f  i  —  Oo)  ^^  1^  second 
a  pour  limite  zéro;  car  son  module  ne  peut  surpasser 
7i|?<  — 9o|,  7;  étant  un  infiniment  petit,  égal  au  maximum 

de|o|.  * 

257.  Soit  f{z)  une  fonction  monodrome  dans  tout  le  plan 
(oa  tout  au  moins  dans  la  région  du  plan  que  nous  nous 
bornerons  à  considérer).  Si  elle  présente  des  points  critiques, 
ceux-ci  auront  une  position  fixe  et  resteront  critiques  quel 
que  soit  le  chemin  suivi  pour  les  atteindre  (t.  I,  n^  351). 

Ces  points  pourront  être  de  nature  très  variée,  comme  le 
montrent  les  exemples  suivants. 

Nous  donnerons  le  nom  de  pôles  aux  points  critiques  de 

la  fonction  f(^z)  qui  sont  des  points  ordinaires  pour  -77—:  • 

Tels  seraient,  par  exemple,  les  points  critiques  d^une  fonc- 
tion rationnelle  de  z.  * 

Aux  environs  d'un  semblable  point  a,  ^—  est  dévelop- 

pable  par  la  série  de  Taylor.  En  outre,  le  terme  constant  doit 
s'annuler,  car  autrement  le  point  ne  serait  pas  critique  :  on 
aura  donc  aux  environs  de  ce  point 

et,  en  effectuant  la  division, 

•'^    '       (s  — a)"*  z  —  a^^    ^' 

? (5)  étant  une  série  de  puissances  entières  et  positives  de 
^  — a. 

Le  nombre  m,  nécessairement  entier,  se  nomme  V ordre 
de  multiplicité  du  pôle  a. 
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La  fonction  f{z)  devient  infinie  au  pôle  ^  =  a;  mais  elle 
reste  évidemment  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée, 
pour  toute  autre  valeur  de  z  suffisamment  voisine  de  a.  Les 
pôles  sont  donc  des  points  critiques  isolés. 

258.  On  donne  le  nom  de  points  singuliers  essentiels 
aux  points  critiques  des  fonctions  monodromes  autres  que 
les  pôles. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  la  fonction 


I 


Elle  est  toujours  finie  et  déterminée,  ainsi  que  ses  déri- 
vées, sauf  pour  2  =  a.  En  ce  point  elle  devient  indéterminée. 
En  eflet,  soient  u^  un  nombre  quelconque  autre  que  zéro, 
log{/o  un  de  ses  logarithmes  choisi  à  volonté.  L'équation 

a  une  infinité  de  racines,  données  par  la  formule 

—\osuç^-h2kr.i, 

z  —  a 


\  =  a-h 


logMo  -h  2/^1:1 


Comme  on  peut  prendre  k  aussi  grand  qu'on  veut,  on  voit 
({u'il  existe  des  points  aussi  rapprochés  qu'on  voudra  de  a  et 
pour  lesquels  la  fonction  prend  la  valeur  donnée  Uq  choisie 
arbitrairement. 

Soit  d'ailleurs 

s  =  a  -h  p(cos<p  -4-  I  sin^p), 
on  aura 

—  i  C0S9  — itlnoi 

Si  z  tend  vers  a,  p  tendra  vers  zéro.  Si  donc  cosy  reste 
positif  et  plus  grand  qu'un  nombre  fixe  X,  le  module  de  u, 
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e^      ,  croîtra  indéfiniment.  Il  tendra  au  contraire  vers  zéro  si 
cosy  reste  <  —  ^' 

2o9.  Passons  à  la  fonction 

i 


sm- 

z 


Elle  devient  infinie  pour  toute  valeur  de  z  de  la  forme  -7-  > 
k  éUint  un  entier.  En  outre,  elle  devient  indéterminée  pour 


=  o. 


Les  points  z  =  —  sont  des  pôles.  Posons,  en  effet, 


il  viendra 

I  ktz 


i-h  kizh 


Alt 


=  ^71  — ^»ir«A-+-..., 


i  -  sini  =:  (-«  I)*-»  sin(^»7rV«  — . .  .), 

expression  développable  suivant  les  puissances  entières  et 

positives  de  la  quantité  A  =5  —  -r— • 

Le  point  critique  5  =  o  est  d'une  nature  toute  différente. 
Soient  en  effet  u^  un  nombre  quelconque  autre  que  zéro, 
V  Tune  des  racines  de  Téquation 


L^équation 


I 
sini'  =  —  • 

Mo 


f  I 

— T  =  "0=  ::-■ 


sin  — 

z 


aura  une  infinité  de  racines,  données  par  les  formules 


_, 


v-^-ikiz  —  i>H- (aA-H  1)7: 
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Parmi  ces  racines,  il  en  existe  qui  sont  plus  rapprochées 
de  zéro  que  toute  quantité  donnée. 

Ce  résultat  rappelle  celui  que  nous  avions  trouvé  pour  le 
point  critique  de  l'exemple  précédent.  Mais  nous  devons 
signaler  ici  cette  circonstance  nouvelle  que  le  point  critique 
n'est  plus  isolé;  car  tout  cercle  décrit  de  ce  point  comme 
centre  renferme  toujours  une  infinité  de  pôles,  quelque 
petit  que  soit  son  rayon.  ^ 

260.  On  formerait  aisément  des  fonctions  plus  complexes^ 
possédant  une  infinité  de  points  critiques  essentiels.  Les 
points  limites  de  cet  ensemble  seront  de  nouveaux  points 
critiques  essentiels,  qui  pourront  eux-mêmes  être  en  nombre 
infini,  et  ainsi  de  suite.  On  peut  même,  ainsi  que  nous  al- 
lons le  montrer,  construire  des  fonctions  douées  de  lignes 
critiques,  dont  tous  les  points  soient  critiques. 

261.  Soit  L  un  arc  de  courbe  continue  ayant  pour  équa- 
tion 

OÙ  le  paramètre  t  varie  de  Iq  à  T. 

Supposons  que,  dans  cet  intervalle,  les  fonctions  f  et  i 
admettent  des  dérivées,  de  telle  sorte  que  la  courbe  ait  une 
taogente  en  chaque  point. 


Soit  —  l'une  des   fractions    irréductibles   moindres  que 


T —  ^oî  et  soit  Zpq  le  point  de  L  qui  correspond  à 

P 


Considérons  l'expression 


/w=S 


PI 

p,q 


les  coefficients  Cpq  désignant  des  constantes  positives  telles 
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qae  la  série  double 

ZCp^  (/)=I,2,  .  ..,00;   Ç  =  1,2,  ...,») 

ait  une  somme  finie  S. 

La  série  /(z)  ainsi  définie  sera  convergente  et  représen- 
tera une  fonction  uniforme  de  Zj  sjnectique  aux  environs 
de  tout  point  non  situé  sur  L. 

Soient,  en  effet  : 

^  une  valeur  particulière  de  z; 

A  la  distance  du  point  !^  à  la  ligne  L; 

0  une  quantité  quelconque  moindre  que  A. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  comprises  dans  un  cercle  de 
rajon  A  —  8  décrit  autour  de  J^,  on  aura 

et  les  modules  des  termes  de  /{z)  seront  au  plus  égaux  à 
ceux  de  la  série  convergente 


T-f 


Pff 


La  série  f{z)  est  donc  absolument  et  uniformément  con- 
vergente dans  le  cercle  considéré. 
Il  en  est  de  même  de  la  série  dérivée 


car  les  modules  de  ses  termes  sont  moindres  que  les  termes 
de  la  série  convergente 


i^ouc/(z)  est  synectique  dans  le  cercle  considéré. 

Tous  les  points  de  L  sont  critiques  pour  cette  fonction. 
Chacun  d'eux  est  en  effet  un  point  limite  de  l'ensemble  des 
points  Zpq.  Mais  chacun  de  ceux-ci  est  critique,  car  nous 
allons  montrer  que,  si  z  s'approche  indéfiniment  de  Fun  de 
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ces  points,  tel  que  ^/a,  en  suivant  la  normale  à  la  ligne  L. 
f{z)  tendra  vers  l'infini. 

Supposons,  en  ellet,  les  termes  de  la  série  f{z)  rangés 
dans  un  ordre  déterminé.  On  pourra  décomposer  cette  série 
en  deux  autres 


la  première  formée  des  [jl  premiers  termes  de  f{z)  et  la  se- 
conde contenant  tous  les  suivants. 

L'entier   [jl  est  supposé  assez  grand   pour  que  le  terme 

'*—  figure  dans  la  première  somme. 


Soit  £  la  distance  des  points  Zik  et  z.  Le  module  de  ce  terme 


sera 


Soit,  en  second  lieu,  7|  la  plus  courte  distance  du  point  Zik 
aux  autres  points  5ap;  chacune  des  distances  |  Jap — misera 
au  moins  égale  à 

I  -X?  —  -a-  [  —  I  -lA:  —  'S  I  =  1Q  —  6. 

La  somme  des  modules  des  termes  de  la  première  somme, 
autres  que  celui  considéré  le  premier,  sera  donc  au  plus 
égale  à 

^TT)    —  £  7)  —  £ 

Enfin  chacune  des  distances  \z^i —  z\  sera  au  moins  égale 
à  e;  d'où 

On  aura  donc 

On  pourra  prendre  jjl  assez  grand,  puis  e  assez  petit,  pour 

Se  . 

([ue  Scys,  puis deviennent  aussi  petits  qu'on  voudra. 
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Le  terme  entre  parenthèses  tendra  donc  vers  Cik  et  /(-) 
vers  X  lorsque  s  tend  vers  zéro. 

262.  Les  fonctions  non  monodroines  peuvent  oflfnr  des 
points  critiques  encore  plus  variés.  ^îous  nous  bornerons 
à  signaler  : 

i**  Les  points  critiques  al  algébriques  ou  branchements 
ab^ébriques.  Ce  sont  les   points  a  aux  environs  desquels 

chaque  branche  de    la   fonction   est  développable  en  série 

1 
suivant  les  puisiances  entières  et  croissantes  de  (:;  —  a)'", 
;•  étant  un  entier  (le  développement  pouvant  d'ailleurs  con- 
tenir au  début  des  termes  à  exposants  négatifs).  Aux  diverses 

valeurs  du  radical  (^  —  rt)'*  correspondront  r  branches  de  la 
fonction,  qui  forment  un  cycle  et  se  permutent  circulaire- 
ment  lorsque  la  variable  tourne  autour  du  point  critique. 

2**  Les  points  critiques  logarithmiques  où  les  branches 
de  la  fonction  admettent  des  développements  de  la  forme 
précédente,  mais  complétés  par  Tadjonction  d\in  terme  lo- 
garithmique Alogfs  —  a).  Une  rotation  de  z  autour  du 
point  a  accroissant  ce  terme  de  la  constante  A.2ti/,  chaque 
cycle  contiendra  une  infinité  de  branches. 

3"  Les  points  critiques  où  chaque  branche  de  la  fonction 
admet  un  développement  de  la  forme 

(^-a)^[A4- A,(5-a)-hA5(:;  — a)»-h...], 

a  n'étant  pas  rationnel.  Chaque  cycle  contiendra  encore  une 
infinité  de  branches  correspondant  aux  diverses  détermina- 
tions de  {z  —  a)*. 

263.  Revenons  aux  points  critiques  isolés  des  fonctions 
monodromes.  Aux  environs  d'un  semblable  point,  la  fonc- 
tion admet  un  développement  que  nous  allons  établir,  en 
nous  appuyant  sur  le  lemme  suivant,  connu  sous  le  nom  de 
théorème  de  Laurent  : 

Soit  /(z)  une  /onction  synectique  dans  la  couronne  cir- 
J.  —  II.  18 
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culaire  comprise  entre  deux  cercles  c,  c'  de  rajons  r,  r 
ayant  un  centre  commun  a;  et  soit  a-\-  t  un  point  quel- 
conque intérieur  à  cette  couronne;  /(a-\-  t)  sera  repré- 
sentée par  une  série  convergente  de  la  forme 


ni  ^^  w 

f{a-^t)=.    ^   A, 


Soient,  en  effet,  c  et  c'  {fig*  1 1)  les  deux  cercles  qui  li- 

Fig.  II. 


Y  •  a-^t 


(--r-^- 


mitent  la  couronne;  y  un  cercle  infiniment  petit  entouranl 
le  point  a  +  t.  On  aura  (t.  I,  n°  20i) 

•^  '  ''       iT,iJ^  z  —  a  —  t 

ou,  comme/(;;)  est  synectique  entre  les  cercles  c,  c',  y? 

^  iT.ijz  —  a — /        2TziJ,z  —  a  —  t 

Dans  la  première  intégrale,  on  peut  écriie 


4- 


t 


z  —  a  —  t       z  —  a        (z  —  ay 


/" 


et,  dans  la  seconde, 


z  —  a  —  l 


{z-ay^        {Z'-ay^iz  —  a-^t) 


L- 


l" 


i"{^z  —  a  —  l) 
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Substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

—Il 
en  posant,  pour  abréger, 

celle  dernière  intégrale  devant  être  prise  sur  le  cercle  c  si 
m  5  o,  sur  le  cercle  c'  si  m  <  o.  Mais  on  peut  supprimer  celle 
clifTérence  et  prendre  toujours  l'intégrale  sur  le  cercle  exté- 
rieur c,  car  la  fonction  à  intégrer  est  sjnectique  entre  les 
deux  cercles. 

Faisons  tendre  n  vers  00;  il  est  aisé  de  voir  que  R,,  et  R^^ 
tendront  vers  zéro.  En  effet,  sur  c,  on  a 

et,  en  désignant  par  M  le  maximum  de  1/(^)1  sur  le  cercle  c, 

d'où 

liin  R„^o. 

On  a,  au  contraire,  sur  d 

et,  en  désignant  par  M'  le  maximum  de  |/(v)|  sur  C', 
,^.  ,-J r'-W 

limR^j  =  o. 
On  a  donc,  ainsi  que  nous  Pavons  annoncé, 

oe 

f{a-\-t)=^k,„t'". 
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26 i.  Ce  développement  de  f{a  -\-  t)  en  série,  suivant  les 
puissances  positives  et  négatives  de  /,  ne  peut  d'ailleurs 
s'effectuer  que  d'une  seule  manière. 

Supposons,  en  effel,  qu'on  ait  obtenu,  par  un  procédé 
cpielconque,  un  au  Ire  développement 

En  le  comparant  au  précédent,  il  viendra 
y(B,„-A,,)^'"==^o. 

Divisons  cette  identité  par  /"+*  et  intégrons  le  long  du 
cercle  c.  Chaque  terme  aura  pour  intégrale  indéfinie  une 
fonction  rationnelle,  qui  reprend  sa  valeur  primitive  lorsque 
l'on  revient  au  point  de  départ.  Son  intégrale  définie  est  donc 

nulle.  Il  j  a  exception  pour  le  terme  en  -  lequel  a  pour  coef- 
ficient B/,  —  A,^,  et  pour  intégrale  indéfinie  (B,, —  A;,)log/. 
Son  intégrale  le  long  du  cercle  sera  (B^, —  Art)27rf.  On  aura 

donc 

(B„— A„)2i:/=i=o,         d'où         B„=A„. 

Cette  relation  ajant  lieu  quel  que  soit  /i,  les  deux  déve- 
loppements seront  identiques. 

265.  On  peut  incidemment  déduire  du  théorème  de  Laurent 
la  conséquence  suivante  : 

Skrik  dp:  FouiuER.  —  Soit /(z)  une  /onction  de  z  satis- 
faisant à  la  relation 

/(c-f-2co)=/(c) 

et  qui  n'ait  aucun  point  critique  dans  la  bande  comprise 
entre  deux  droites  parallèles  L,  L',  faisant  avec  l'axe 
des  X  un  angle  égal  à  V argument  de  2ii),  On  aura  dans 
cette  bande 
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/  désignant  une  droite  de  longueur  20)  parallèle àh et  L\ 
et  située  arbitrairement  dans  la  bande. 

Posons,  en  efTet, 


co 


e  ^  r=  w,  d'oii  z—  -~.\o^u. 

Lorsque  z  se  déplace  sur  une  parallèle  quelconque  aux 
droites  L,  L',  son  afiixe  croît  de  la  quantité  2w/,  f  reslanl 
TvA  et  variant  de  —  oc  à  -|-  x.  Ce  clian<j;ement  multiplie  u 
par  le  facteur  r?-'^'^,  quantité  dont  le  module  est  i  et  Targu- 
nient  irU.  La  variable  w,  ayant  son  module  constant,  tournera 
sur  un  cercle  ayant  son  centre  à  Tori^ine,  et  fera  une  révolu- 
tion complète  chaque  fois  que  z  aura  crû  de  liù, 

A  chaque  valeur  de  z  contenue  dans  la  bande  située  entre 
L  et  L'  correspondra  évidemment  pour  u  un  point  de  la  cou- 
ronne circulaire  comprise  entre  les  cercles  G  et  C\  resj)ec- 
livement  correspondants  à  L  et  à  L'.  Clia(|ue  point  de  la 
couronne  correspondra  d'ailleurs  à  une  infmilé  de  [)()inls  5, 
(iilFérant  les  uns  des  autres  de  multi[)les  de  2(0;  mais  a  tous 
ces  points  correspond  une  même  valeur  tle  /(z),  en  vertu  de 
la  périodicité  admise.  Donc  /{z).  regardé  comme  fonction 
de  u,  sera  monodrome  dans  la  couronne  considérée.  U  est 
d'ailleurs  évident  qu'elle  n'y  a  pas  de  point  critique.  On  aura 
donc,  en  appliquant  le  théorème  de  l^aurent, 


-00  _-ao 

A,„  désignant  l'intégrale 


''  la 


prise  le  long  d'un  cercle  arbitraire  c  concentrique  à  G,  G' et 
contenu  dans  la  couronne. 
Substituant  à  £^  sa  valeur  en;?,  cette  intégrale  se  transforme 
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évidemment  en 


ùP^- 


l  représentant  un  tronçon  d'amplitude  20)  pris  sur  la  droile 
correspondante  à  c. 

On  aura  donc,  en  remplaçant  la  variable  de  sommation  r 
par  une  autre  lettre  a,  afin  d'éviter  la  confusion, 


—  ao 

se 

Il  ne  restera  plus,  pour  obtenir  la  formule  (i>.),  qu'à  rem- 
placer les  exponentielles  parleurs  valeurs  en  sinus  et  cosinus. 
Ce  développement  d'une  fonction  en  série  trigonométrique 
a  déjà  été  établi  au  Chapitre  IV,  mais  dans  des  conditions 
toutes  différentes.  Il  ne  s'appliquait  alors  qu'aux  valeurs  réelles 
de  la  variable  ;  en  revanche,  il  laissait  plus  de  latitude  pour  la 
nature  de  la  fonction  /(z)- 

266.  Soit  maintenant  r/  un  point  critique  isolé  d'une  fonc- 
tion monodrome  /(z)»  De  a  comme  centre,  on  peut  décrire 
un  cercle  c  ne  contenant  aucun  autre  point  critique.  Soit 
z  =  a  -\-  t  un  point  quelconque  autre  que  a  pris  dans  ce 
cercle.  On  pourra  tracer  un  cercle  c'  concentrique  à  c  el 
auquel  z  soit  extérieur.  Entre  ces  deux  cercles  y(-s)  sera  svnec- 
tique,  et  l'on  aura,  en  vertu  du  théorème  de  Laurent, 

—  00  —  oc 

ce  développement  restant  convergent  dans  tout  le  cercle  c 
(le  point  a  excepté). 

Si  la  série  précédente  est  limitée  du  côté  des  puissances 
négatives,  le  point  a  sera  un  pôle;  sinon,  ce  sera  un  point 
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critique  essentiel.  La  série  peut  également  être  limitée  du 
coté  des  puissances  positives.  Dans  Tun  ou  Tautre  cas,  on 
pourra  généralement  déterminer  par  des  procédés  directs 
I  notamment  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés) 
les  coefficients  de  la  série,  et  spécialement  celui  du  terme  en 

T 

z  —  a 

Ce  dernier  coefficient  se  nomme  le  résidu  de /(z)  par 
rapport  au  point  critique  a.  Il  oflfre  une  importance  parti- 
culière, résultant  du  théorème  suivant  : 

267.  Théorème.  —  Soient  /(z)  une  fonction  mono- 
drame  dans  une  certaine  région  du  plan;  k  un  contour 
fermé  sans  point  multiple,  tracé  dans  cette  région  et  ne 
contenant  dans  son  intérieur  que  des  points  critiques 
isolés  a^  a\  ....  On  aura 


l 


/(5)^3  =  27re(A_,-+-A:,  +  ...), 


A_,,  Al,,  ...  désignant  les  résidus  relatifs  à  ces  points 
critiques,  et  V intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direct. 

Entourons,  en  effet,  ces  points  critiques  par  des  cercles 
infiniment  petits  c,  c',  ....  La  fonction  f{z)  étant  synec- 
lique  dans  la  région  comprise  entre  ces  cercles  et  le  con- 
tour A-,  on  aura  (t.  I,  n«  203) 

ff{z)dz=  ff{z)dz^  ff(z)dz^.... 

Jl,  c/^.  c/j.- 

Mais  on  a,  aux  environs  du  pointa, 

f{z)-=z:LK,,(z-aY-, 

Intégrons  cette  série  le  long  du  cercle  c.  Chacun  de  ses 
termes  aura  pour  intégrale  indéfinie  une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  son  intégrale  définie  sera  nulle.  Il  y  a  excep- 
tion pour  le  terme  A_|  (5  —  «)~*,  dont  l'intégrale  indéfinie 
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sera  A_|  l()g(  3  —  a),    cl  riiiU'*;^rale  dclinic    2t:/\_,.  On  a 
donc 


/■ 


On  Iroiive  de  mcnie 

*•  <  ' 

cl,  par  siiile, 

ff(z)dz  ^o-/(A^,-HA:.,-h...). 

'A 

2G8.  Ce  théorème  fournil  une  mélhodc  féconde  pour  le 
calcul  ou  la  transformalion  des  intégrales  définies. 

Soit,  par  exemple,  /(-)  une  fonction  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Elle  est  inonodrome  et  n'a  d'autres  points  critiques 
que  des  pôles  dans  toute  la  région  du  plan  située  au-dessus 
de  l'axe  dos  x] 

2"  Si  elle  a  des  points  critiques  />,  b\  ...  situés  sur  cet 
axe,  ces  points  seront  isolés,  ci f[^z)  pourra,  aux  environs 
de  Tun  quelconque  d'entre  eux,  tel  que  fe,  se  mettre  sousJa 
forme 

(3,        ^_''v,_.._jv...^.^.^,,;     ■ 

(:;  —  b)>^         {z  —  by^ 

j3i,  fia,  •  •  •  étant  des  constantes  réelles  au  moins  égales  à  i 
et  lé  reste  p  étant  tel  que  Ton  ait 

lim(5 — .6)0^=0,         pour         z=:h\ 
3"   Enfin  elle  peut  également  se  mettre  sous  la  forme 

}X|,  [jLo,   .  .^. 'étant  au  moins  égaux  à  —  i,  et  le  reste  a-  étant 
tel  que  Ton  ail 

liin:;jii=o,         pour         ^  z:.- 00. 
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Intégrons  celle  fonction  le  long  d'un  contour  formé 
( //^.  12)  :  i"  d'un  demi-cercle  C  de  rayon  infini  R,  ayant 
pour  centre  l'origine  et  pour  diamètre  inférieur  Taxe  des  x; 
>.°  de  ce  diamètre,  à  Texception  des  portions  avoisinanl  les 
points  critiques  t,  6',  ...  auxquelles  on  substituera  des 
demi-cercles  c,  c',  . . . ,  décrits  de  ces  points  critiques  comme 
centres,  avec  des  rayons  infiniment  petits  r,  /*',  .... 


ris.  la. 

M 
^ c 


b 


L'intégrale  prise  suivant  ce  contour  est  égale  (207)  à  2  tiiS  A , 
I A  représentant  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  points  cri- 
tiques contenus  dans  le  contour. 

Or  cette  intégrale  se  compose  ■:    i®  des  intégrales  /  j    1  y 

Je    Je 

I  >  •••>  prises  suivant  les  demi-c(M'clos;  2°  de  l'intégrale   /  , 
*c  Jl 

prise  suivant  les  portions  reclilignos  du  contour.   On  aura 

donc 

Cherchons  ce  que  devient  cette  équation,  lorsque  R  tend 
vers  00  et  /•,  /•',  .  .  .  vers  zéro. 

L'intégrale   /  a  pour  limite,  par  définition,  la  valeur  prin- 

cipale  de  l'intégrale  /    /{jr)dxy  et,  par  suite,  cette  inlé- 
©rale  elle-même,  si  elle  a  une  valeur  finie  et  déterminée. 
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La  somme  SA  s'étendra  à  tous  les  pôles  shués  au-dessus 
de  Taxe  des  x.  Chacun  des  termes  qui  la  composent  se  cal- 
culera par  un  développement  en  série  facile  à  effectuer. 

Enfm  les  intégrales   /  j    />•••)    /  sont  aisées  à  calculer. 
On  a,  par  exemple, 

Or  on  a  (256) 

/'p./=---.-o. 

D'autre  part,  si  pi  >  i , 

./.  (^_^;?. "[.--fi;  (^_^)^.-iJ,_,. 

et,  si  ^1  =  I , 


/ 


]^^--   =.  [B,log(c  -  6)]^;  rr-  B,,./. 


L'intégrale  de  ce  terme  sera  donc  nulle,  si  pi  est  un  en- 
tier impair  ;>  i  (car  on  aura,  dansée  cas,  i  — <?"'^'f?.-')  =  o): 

égale  à  une  constante,  si  j3,  r^  i,  et,  enfin,  de  la  forme  -y:^ 

dans  tous  les  autres  cas. 

On  peut  calculer  de  même  l'intégrale  de  chacun  des  autre> 

Bor/c  ,  ,  .      ,      1 

termes —   -, La  somme  de  toutes  ces  inteffrales  se 

réduira  à  z^ro  ou  à  une  constante,  si  toutes  les  quantités  ,3r 
pa,  ...  sont  des  entiers  impairs.  Dans  le  cas  contraire,  il  est 

clair  que,  en  faisant  tendre  r  vers  zéro,  l'intégrale   /  f[z)(i'^ 
tendra  versoo,  et,  par  suite,  la  valeur  principale  de   /    f{jc)d^ 

•'  —je 

sera  elle-même  infinie  ou  indéterminée. 
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On  peut  calculer  de  mémo  chacune  des  intégrales  /  > 

On  a  enfin 

f/{z)d==  fM,{z\^,~...+  ,)d:. 
•^  c  '  r. 

D'ailleurs  (2o6), 


X"'-'^" 


D'autre  pari,  si  a|> —  i, 

et  si  [X,  = —  I, 

fM,^=.{M,\o^z)-/^-M,T.i. 

L'intégrale  sera  donc  nulle  si  [x,  est  un  entier  impair  >>  —  i  ; 
conslanle,  si  (Ai  =  — i;  de  la  forme  Kllî^i"^',  dans  tous  les 
autres  cas. 

Donc  I  f{z)  dz  se  réduira  à  zrro  ou  à  une  constante  si  jjli  , 

;^2'  •  • .  sont  des  entiers  impairs.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
lendra  vers  oc  en  même  temps  que  R,  et  la  valeur  principale 

Je  /    /(^z)dz  sera  infinie  ou  indéterminée. 
269.  Posons,  comme  application, 

/(  =  i=,r-, 

a  étant  compris  entre  o  et  i . 

Cette  fonction  n'a  aucun  pôle  au-dessus  de  Taxe  des  x. 
Elle  a  sur  cet  axe  deux  points  critiques,  o  et  —  i  (/?^.  i3). 
Ou  aura  donc 

val.  princ.  r   -i;^lrfx  =  -  f-  f-  f. 
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Or  zf{z)  a  éviclemment  pour  limite  zéro,  pour  ^  =  o  et 
pour  :?  =  30.  Donc  les  intégrales  /  ^t  /   sont  nulles. 
On  a,  d'aulrc  part, 

(i  -f-  5)0  s'annulant  pour  x;  =  —  1 ,  et,  par  suite, 

d'où 

(4)  val.  princ.   / <r/.r —  (— !)«-'-/. 

Avant  d'aller  plus  loin,   il  convient  de  préciser  celle  des 
branches  de  la  fonction  z^~^  que  nous  considérons.   Nous 

Fig.  i3. 

^1 


/ 
/ 


^^. 


-1         :o 


-h.-* 


\ 
\ 

\ 

t 


choisirons  celle  qui,  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  -, 
est  réelle  et  positive.  On  aura,  d'après  cela, 

^''-'  =  p<*-*[co3(a  —  0?  +  *'sin(a  —  0?]> 

p  désignant  le  module  de  z  et  ?p  celui  de  ses  arguments  qui 
est  compris  entre  o  et  tt.  En  particulier, 

( —  i)^"*  =  ces  (a  —  1)7:-}-  is\i\{a —  i)7c  = —  cosa?:  —  /sin^r. 

f      -' dx ^  que  nous  désignerons 

par  I,  est  finie  et  déterminée,  et  ses  éléments  sont  tous  réels. 
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Soit,  d^autre  part,  ( —  i)''~*R  la  valeur  principale  de  Tinté- 

grale    I dx\  K  aura  également  tous  ses  éléments  réels 

cl  Téqualion  (4)  deviendra 

ou 

I  —  (cosai:  -h  I  sinar)K3r  —  ir£'(cosaTC  4-  /  sinar). 

Séparons  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire,  il  viendra 

I  —  K  cosar:  =  t.  sin^r, 
K  sin  ar  =  7:  cosair; 
d'où 

K  =  TTCotair, 


sinar: 


270.  Soit,  en  second  lieu,  f{z)  une  fonction  qui  satisfasse 
aux  conditions  du  n°  268  el  qui,  de  plus,  tende  vers  zéro 
pour  ^  z=  00. 

Considérons  l'intégrale  j  e^^f{z)dz  ^  prise  suivant  le 
même  contour  que  dans  l'application  précédente.  On  aura 
encore 

val.  princ.  /     e^^f(z)dz  =  27:^2 A—  /  —  /—...—  /  . 

Les  intégrales   /  >    /  ^  •  •  •  pourront  se  calculer  comme  tout 

à  Theure,  car  la  fonction  e'^  pouvant  être  développée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  z  —  fe,  si  f{z)  peut  être  mis 
sous  la  forme  (3),  il  en  sera  évidemment  de  même  de  e^^/(z). 

Quant  à  l'intégrale   /  >  elle  aura  pour  limite  zéro.  Soit,  en 

effet,  UL  le  maximum  du  module  de  /{z)  sur  le  demi-cercle 
de  rayon  R.  On  aura  sur  ce  demi-cercle 

5  m  R  (  ces  cp -h  «  sin  ^  ) . 
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cp  variant  de  o  à  tî.  On  en  déduit 

1  çiz  I  __  I  ^rRcosç  — Rsfnç  1  — _  ^— Rsinç 

et 

\dz\  =irf5  =  R^^; 

on  aura  donc 

Or,  entre  o  et  ->  sinç^^^  •  Le  module  cherché  sera  donc 

2  '       TZ 

moindre  que 

2  jx  /     e  '^     H^/©  =  2{jL-(i  —  <?~*^). 

*-  0 

Or,  pour  R  =  oo,  [JL  tend  vers  zéro,  ainsi  que  e~*;  donc  celle 
expression  tend  vers  zéro. 

271.  Soit,  par  exemple, 

Cette  fonction  a  un  pôle  z  =  ai  au-dessus  de  l'axe  des  x  et 
n'a  aucun  point  critique  sur  cet  axe.  De  plus,  l'intégrale 

I     -, r  dx  est  finie  et  déterminée.  Elle  aura  donc  pour 

valeur  2it/A,  A  désignant  le  résidu  de  -^^ —  par  rapport 

au  pôle  ai.  Or,  si  nous  posons  z  =  ai -{-  A,  cette  expression 
devient 

e>-«  (  I  -i-  //,  _4_  .  .  .  )  ^  ^-a    I 

2 aih  -h  /i^  2ai  h 

Donc 


Azzz— . 

2ai 


et 


/  -^ — i  ^'^ = - 
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Séparons  encore,  dans  cette  équation,  la  partie  réelle  de 
la  partie  imaginaire;  il  viendra 


/        ros.r       ,  7: 

/      -dx~-e-'\ 

/      -, ,-  dx  mo. 


272.  Considérons,  comme  troisième  application,  la  fonc- 
tion e~^\  Intégrons-ia  suivant  le  rectangle  ABCD  {fig*  i4)- 


Fig.  14. 

'Y 


D 

C 

A 

0                                    i 

1           X 

La  fonction  e  ^'  restant  finie  et  monodrome,  l'intégrale  sera 
nulle;  d'où  la  condition 


(5) 


»^AH       »^BC       *■  Cl)       *-  l)A 


Supposons  que  les  longueurs  OA  =/?,  OB  =  q  croissent 
indéfiniment,  la  hauteur  BC  conservant,  au  contraire,  une 
longueur  constante  a. 

L'intégrale  /    aura  évidemment  pour  limite 
1      e^^^  dx  ^=2  1     e'-'*  dx  =  y  r. 

Dans  Tintégrale  /  ,  posons  z:=  q  -\-  it]  la  nouvelle  va- 
riable  t  sera  réelle  et  variera  de  o  à  a.  On  a  donc 

/    e--'dz=        e-^'i^'''idt  —  e-'i'i     e-'^'i^' e'' idt. 

-  BC  «^tf  *^0 
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Son  module  aura,  pour  limite  supérieure, 

quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  q  z=cc.  Donc 

lim  /    r^  o. 

•/ce 

Posant  ^  :=  — p  '\-  it  dans  /    ,  on  trouvera  de  môme 

•^  D.\ 
lim  /    =:  o. 

Enfin,  dans  l'intégrale   /    ,   posons  z=^  ai  -\-  l\  /variera 
•-'ci» 
de  +  00  à  —  00,  et  Ton  aura 

lim  /    e-'-'dz—  j       e-^^'^^-' (il. 

L^équation  (3)  deviendra  donc 

V^^-h  f      e-««'-^'^'^/i=o, 
ou 

I     f,ai  Q-ti  (ces 2 a/  —  /sin2a/)  dt  my/^. 

Divisant  par  e***  et  séparant  les  parties  réelles  des  parties  ima- 
ginaires, il  viendra 

1      e-^'  cos2atdlz:z  e-«* y/r: , 
/      e-"sin2a/^//  =  o. 
273.   Considérons,  en  dernier  lieu,  la  fonction 

/(5)  = ■ ■     (/i  entier  positif). 
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Intét;rons-Ia  le  long  d'un  cercle  c  {^fig-  i5)  de  rayon  r  infini- 
ment petit,  décrit  autour  de  Torigine. 

Fig.  i.'». 


L'intégrale  sera  égale  au  produit  de  airi  par  le  résidu  de 
la  fonction  correspondant  au  pôle  z  =  o.  Mais  on  a,  en  se 
tenant  à  celle  des  valeurs  du  radical  qui  se  réduit  à  i  pour 

,  =  I  4-  X ,  ^  -h . . .  -+-  X  „  .^  "  -H . . . , 

X,,  . . .,  X,;,  . . .  désignant  les  polynômes  de  Legendre  {Cal- 
cul différentiel,  273).  Divisant  par  -s""'"*,  on  trouvera  évi- 
demment pour  résidu  X;,.  On  aura  donc 


-f — - 


dz 


2  tZ'  3  ~\~  Z 


274.  Le  radical  ^v  —  'àxz-\-z'^  s'annule  pour  les  deux 
valeurs  de  z  qui  ont  pour  aHixc  «  =  j:  -f-  yjx-  —  i  et 
û  ==  .r  —  \Jx' — I.  Entourons  ces  points  par  des  cercles  y 
et  y'  de  rayons  infiniment  petits  p  et  p';  joignons  ces  cercles 
par  une  droite  mm'  dirigée  suivant  la  ligne  des  centres  et  con- 
sidérons le  contour  K  formé  par  la  droite  mm' ^  le  cercle  y', 
la  droite  m! m  et  le  cercle  y.  Soit,  enfin,  C  un  cercle  de  rayon 
infini  tracé  autour  de  l'origine. 

J.  —  II.  19 
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La  fonction  à  intégrer  reste  monodrome  dans  l'espace  com- 
pris entre  les  contours  C,  K  et  c.  On  sait,  en  effet,  que  le  ra- 
dical change  de  signe  lorsqu'on  tourne  autour  d'un  des  points 
critiques  a  et  «';  mais,  tant  qu'on  ne  traverse  pas  la  ligne  mm\ 
on  ne  pourra  tourner  autour  d'un  de  ces  points  sans  enve- 
lopper l'autre  en  même  temps,  ce  qui  donne  un  nombre  pair 
de  changements  de  signe. 

On  aura  donc 

•-  c  ^r  •^'K  »^«'  ^  /«/«■        ^'x         ^  mm        "W    " 

273.  Or  les  intégrales  f  ^  f  t  f  ont  évidemment  pour  li- 
mite zéro  (236).  "^      ^    '  ^ 

D'autre  pari,  les  intégrales    1      et    /      sont  égales;  car, 

«'  »im'  *^^m  m. 

aux  points  correspondants,  la  fonction  à  intégrer  est  la  même, 
sauf  le  signe,  qui  est  changé  par  suite  de  la  révolution  opérée 
autour  d'un  point  critique,  et  la  différentielle  rf;:  a  égalemeot 
changé  de  signe,  le  sens  de  l'intégration  étant  renversé. 

Les  points  m  et  m!  tendant  d'ailleurs  vers  a  et  a\  ces  in- 
tégrales ont  pour  limite  commune  l'intégrale 

r '^-^ 

prise  en  ligne  droite  de  a  à  a',  et  le  radical  devant  être  pris 
avec  la  valeur  qu'il  possède  sur  le  côté  droit  de  la  ligne  aa'. 
Changeons  de  variable  en  posant  z  =  x  -\-  yx-  —  i  coso. 
Il  est  clair  que,  lorsque  z  parcourra  ao',  cosîp  variera  de  -f  1 
à  —  1 ,  et  cp  de  zéro  à  tz.  On  aura  d'ailleurs 


^;;  zz:  —  \/.-t- —  I  sintp  ^ç, 

y/i  —  ':txz  H-  J3^  =  ±:  \J i  —  a?*  sino. 
Donc 


cosoj 
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276.   Il  reste  à  délerniiner  le  signe  à  donner  à  l'intëgrale. 
Faisons  Thypollit^se  particulière  j?  =  i ,  il  viendra 


=  i-+-  5  - 


y  1  —  2u;z  -i-  z^ 


et,  par  suite,  Xrt(i)  =  i.   Quant  à  l'intégrale  du   second 
membre,  elle  devient 

ch  =r  ±:  I . 
^0 


j: 


C'est  donc  le  signe  +  qu'on  devra  prendre. 
Supposons,  au  contraire,  x  =  —  i.  On  aura 

y/,  _  2^-5 -+-5*         »H-- 

Donc  X/,  ( —  i)  =  ( —  1)".  L'intégrale  définie  devient,  d'autre 
part, 

11  faudra  donc  prendre  le  signe  — . 

On  voit  donc  que  le  signe  à  prendre  dépend  de  la  valeur 
de  X,  Cherchons  comment  il  varie  avec  x, 

11  est  tout  d'abord  évident  que  ce  signe  ne  peut  varier  que 
lorsque  x  passe  par  une  valeur  qui  annule  les  deux  membres 
de  l'équation  (6),  ou  rend  l'un  d'eux  discontinu. 

Or  Xrt  est  continu  et  ne  s'annule  que  pour  des  points  iso- 
lés, qu'on  pourra  toujours  éviter  dans  le  passage  d'une  va- 
leur de  x  à  une  autre.  Quant  à  l'intégrale  du  second  membre, 
elle  ne  pourra  devenir  discontinue  que  si  son  dénominateur 
s'annule  dans  le  champ  de  l'intégration.  Il  faut  et  il  suffit 

pour  cela  que  — _'         soit  réel  et  compris  entre  —  i  et  -h  i , 

^x* —  I 

et,  par  suite,  que  ~ soit  réel  et  <  i .  Cela  n'aura  lieu  que 

si  x^  est  réel  et  négatif.  L'axe  Oy  sera  donc  la  ligne  de  dé- 
marcation entre  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  doit 
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prendre  le  signe  4-,  et  celles  pour  lesquelles  on  doit  prendre 
le  signe  — . 

Si  X  est  purement  imaginaire,  la  relation  (6)  est  d'ailleurs 
illusoire,  car  la  fonction  à  intégrer  devient  inCnie  dans  le 
champ  de  Tintégration,  et  de  telle  sorte  que  l'intégrale  est 
en  réalité  indéterminée.  Ce  défaut  de  la  méthode  provient 
de  ce  que  la  droite  aa^  passant  dans  ce  cas  par  l'origine 
des  coordonnées,  qui  est  un  point  critique  de  la  fonction 

~=^. )  il  ne  saurait  être  question  d'intégrer  sui- 

vaut  cette  ligne. 


277.  Si,  dans  l'expression 


\/l  —  2J.Z  -{-  Z* 

nous  changeons  de  variable  en  posant  z  =  -i  d'où  rf^  =  —  -7» 
il  viendra  évidemment 

_  _i_    r —  /»  dt 

C  désignant  un  cercle  de  rayon  infini. 

La  nouvelle  fonction  à  intégrer  restant  monodrome  entre 
le  cercle  C  et  le  contour  K,  on  aura 

!=(='!■ 

Dans  cette   dernière   intégrale,    posons,   comme   tout  à 
l'heure, 

t=i  œ  -{-  \lx'^  —  I  cos©; 
il  viendra 

Ç  --^£J[.=  =  dz  /  r  {x  -h  v/:^^=7 cosç)Vo, 

et,  par  suite, 

X„  =  ib  -   /    (x  -h  v/j?'— icos9)'*rf(p. 
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Pour  X  =  ij  il  faudra  prendre  le  signe  -f-.  Ce  signe  devra 
d'ailleurs  être  maintenu,  quel  que  soit  x,  car  les  deux  membres 
de  Téquation  sont  toujours  continus. 


278.  L'intégrale 


/     l 


JC  -h  \'^- —  l  COSCp^ 


-TztznX, 


que  nous  venons  de  considérer  tout  à  l'heure,  nous  fournit 
l'exemple  d'une  intégrale  définie,  dépendant  d'un  para- 
mètre x^  et  qui  change  brusquement  de  valeur  lorsque  x 
passe  lui-même  par  une  valeur  pour  laquelle  l'intégrale  cesse 
d'être  déterminée.  C'est  là  un  phénomène  très  habituel. 
C'est  ainsi  que  l'intégrale 


SB 


\'^^, 


o\i/(z)  désigne  une  fonction  synectîque  dans  l'extérieur  du 
contour  fermé  K,  est  égale  à  zéro  si  le  point  x  est  extérieur 
à  K,  et  à  2Tzl/(x)  s'il  est  intérieur;  elle  est  indéterminée  si 
X  est  sur  K. 

279.  Considérons  plus  généralement  l'intégrale 


L 


-dz, 


)^  G{z,  X) 

où  L  désigne  une  ligne  continue  sans  point  multiple,  F  et  G 
des  fonctions  entières. 

Donnons  à  x  une  valeur  particulière  \\  et  soient  !^i,  ^2?  ••• 
les  racines  de  l'équation 

(7)  G{z,l)  =  o. 

Chacune  d'elles  variera,  comme  on  sait,  d'une  façon  continue 
avec  Ç.  Si  aucune  d'elles  n'est  située  sur  la  ligne  L,  l'inté- 
grale considérée  aura  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  \  une 
valeur  déterminée^   et  représentera  une  fonction  synectique 
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de  x^  dont  les  dérivées  successives  pourront  s'obtenir  par  la 
dérivation  sous  le  signe   /. 

280.  Supposons,  au  contraire,  que,  pour  J7  =  $,  Tune  des 
racines  Ç|,  ÎJ^,  ...,  par  exemple  Ç|,  soit  située  sur  L.  Ad- 
mettons d'ailleurs  que  Ç|  ne  coïncide  pas  avec  les  extré- 
mités a,  b  de  la  ligne  L,  et  que  ce  soit  une  racine  simple  de 

Téquation  (7),  de  telle  sorte  qu'on  ait ---G (Çi,  5)^o. 

L'intégrale    /   sera  indéterminée;  mais,  si  l'on  remplaçait 

la  partie  mn  de  L  voisine  de  Çi  par  un  arc  de  courbe  peu 
différent  mpn  ou  mqn  {Jlg*  16),  on  obtiendrait  deux  nou- 


velles lignes  ampnb  =  L|,  amqnb  =  L2,  le  long  desquelles 
l'intégrale  aurait  une   valeur  déterminée.    Entre  ces   deux 

lignes,  la  fonction  admet  un   seul   point  critique 

^=  Ç,,  aux  environs  duquel  on  a 

F(^,S)  =  F(î„$)4-^-^(3-Ç,)-^..., 
Ce  point  est  donc  un  pôle,  auquel  correspond  le  résidu 


A=: 


^G(Ç..Î) 


ariera 
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et  Ton  aura 

D'ailleurs   chacune  de  ces  deux  intégrales    /   j     /     v; 

d'une  façon  continue  avec  x  (aux  environs  de  j:  =  $). 

A  chaque  valeur  de  x  infiniment  voisine  de  \  correspond 
une  quantité  ^i,  racine  de  réquation 

G(5,  x)  —  o, 

et  infiniment  voisine  de  ÎJ,.  Supposons  que  x  varie  de  telle 
sorte  que  lorsqu'il  franchit  la  valeur  Ç,  5|,  qui  franchit  au 
même  instant  la  valeur  ^, ,  passe  de  la  région  mqn  à  la  ré- 
gion mpn.  L'intégrale  s'accroîtra  brusquement  de  la  quan- 
tité 27:/A.  Considérons,  en  efiet,  deux  valeurs  x\  x"  de  x 
infiniment  voisines  l'une  de  l'autre  et  comprenant  entre  elles 
la  valeur  Ç.  Pour  x  =  x',  Zi  étant  situé  dans  la  région  mqn^ 
il  n'existe  aucun  point  critique  entre  les  lignes  L  et  L|  ;  on 
aura  donc 


et  à  la  limite,  l'intégrale  du  second  membre  variant  d'une 
façon  continue, 


Pour  a:  =  ^',  Z\  étant  situé  dans  la  région  mpn^  ce  sont 
les  intégrales  suivant  L  et  Lj  qui  seront  égales,  et  l'on  aura 

lira    I    j^-  — 7,zdz-=i    I    — ^\dz. 

L'intégrale     /  -^  -— — ^Iz   éprouvera   donc,    d'un  côté  à 
l'autre  de  la  valeur  x  =  ^y  une  discontinuité  égale  à  2TziA, 
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281.  Remarquons  toutefois  que  x  =  ^  n'est  pas  un  point 
critique  pour  la  fonction  analytique  que  représentait  Finlé- 
grale.  Car  si  Ton  suppose  que  la  ligne  L,  au  lieu  de  rester 
fixe,  se  déforme  progressivement  au  moment  où  elle  serait 
près  d'être  atteinte  par  le  point  variable  ^1,  l'intégrale  prise 
suivant  cette  ligne  mobile  restera  continue,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées. Or  on  peut  toujours  éviter  la  rencontre  entre  la 
ligne  variable  et  les  points  Zi^  ^2,  . . .,  racines  de  Féquation 
G(^,  x)  =  o,  sauf  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1**  L'un  des  points  ^j,  -32,  ...  tend  vers  l'une  des  extré- 
mités a,  b  de  la  ligne  L  (lesquelles  restent  fixes); 

2®  Deux  racines  3|,  z^y  situées  de  part  et  d'autre  de  L,  ten- 
dent à  se  confondre  en  une  seule  racine  double. 

On  voit  donc  qu'à  la  condition  de  déformer  à  propos  la 

ligne  L  d'intégration,  l'intégrale    /  ,  considérée  comme  fonc- 

tion  du  paramètre  x,  ne  peut  avoir  de  points  critiques  que 
pour  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a 

G(rtf,  jr)  =  o         ou         G(6,  ^)  =  o, 

ou  simultanément 

r-/         x                   âG(z,  x) 
G{z,x)—o,  ~ — '-—o. 


IL  —  Intégrale  de  Cauchy. 

282.  Soient  /(z)  une  fonction  qui  dans  l'intérieur  d'un 
contour  fermé  K  n'admette  d'autres  points  critiques  que  des 
pôles;  <p(5)  une  autre  fonction  synectique  dans  l'intérieur  de 
ce  contour;  nous  allons  nous  proposer  d'évaluer  l'intégrale 


'2TZI  J^   ^ 


Pour  cela,  cherchons  d'abord  à  déterminer  les  points  cri- 

f  (  z)    , 
tiques  de  la  fonction  if(z)'^         situés  dans  l'intérieur  de  K. 
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Soit  a  un  point  quelconque  intérieur  à  K;  9(3)  étant  sy- 
nectique,  on  aura  aux  environs  de  ce  point 

?(-)  =  ?(«) -H ?'(«;( :î~«; -h.... 

D'autre  part,  si  a  n'est  ni  un  zéro  ni  un  pôle  pour  /(s), 
on  aura  un  développement  de  la  forme 

/(5)  =  Ao-h  A,(w  — rt)  4-.  ..,  A„;  G, 

d'où 

Donc  a  est  un  point  ordmaire  pour  -^{z)'-  -     -• 

Supposons  au  contraire  que  a  soit  un  zéro  de  f{^)^  et  soit 
m  son  ordre  de  multiplicité;  on  aura  un  dévelop[)emcnt  de 
!a  forme 

/(5)  =  (5-a)"'[Ao4-A,(5-«)4-A,(^-«r-+-...], 

et,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique, 

f'iz)  m  A,-hsiA,(;;  — ^)-4-... 

/(-)  ~  z-a~^    Ao-hA,(5-«)H-... 

= h  1^0 -+-  fXi(^  —  a)  -h. . ., 

z  —  Ci 

,f'(z)        m9(a)    ,   .    ^.    ,         ^v    . 

/(z)  z-^a 

f'{z)' 
Le  point  a  est  donc  un  pôle  pour  la  fonction  ç(w)  ->——' 

et  le  résidu  correspondant  est  m  îp(«). 

Enfin,  si  le  point  a  était  un  pôle  de  f{z)  d'ordre  de  mul- 
tiplicité m,  on  aurait  un  développement  de  la  forme 

/(^)=z(5-a)— [A,4-A,(;;-a)-f-...], 

f  iz) 
et  Ton  verrait  de  même  que  a  est  un  pôle  pour  cp(-3)     .       > 

et  que  le  résidu  correspondant  est  —  m  'f  («). 
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Cela  posé,  on  sait  (267)  que  Tintégrale  cherchée  est  égale 
à  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  pôles  de  cp(^)  ^-  con- 
tenus dans  rinlérieur  de  K.  Si  donc  la  fonction  f[z)  admet 
dans  rinlérieur  de  R  les  zéros  at,,  ...,  a/,  ...  avec  des 
ordres  de  multiplicité  /Wi,  . . . ,  w/,  ...  et  les  pôles  a,,  . . ., 
ttA,  ...  avec  des  ordres  de  multiplicité  jjl,,  . . .,  jx*,  . . .,  on 
aura 

Si  les  zéros  et  les  pôles  sont  tous  simples,  on  aura 

On  peut  s'en  tenir  à  celte  dernière  formule,  car  la  précé- 
dente s'en  déduit  en  supposant  que  plusieurs  zéros  ou  plu- 
sieurs pôles,  primitivement  distincts,  viennent  à  coïncider. 

283.  Supposons,  en  particulier, ^5)  =  5i*;  il  viendra 

Soit  en  second  lieu^p3)  =  i.  Chacun  des  termes  oiai). 
©(a^)  se  réduisant  à  Funité,  nous  aurons 

M  désignant  le  nombre  des  zéros  a/  et  N  le  nombre  des 
pôles  a;^  (comptés  chacun  avec  son  ordre  de  multiplicité). 

284.  Remarque.  —  Soient  ;:  =  ^  +  yi^  f{z)  =  P  +  Qr, 
on  aura 


r^Çp^^3=:log(P4-Q0-i-const. 


=:JLog(P-4-Q')  H- zarc  tangp  H- consl. 
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Ea  intégrant  suivant  le  contour  K,  le  logarithme  arithmé- 
tique reprend  la  même   valeur  aux  deux  limites.  D'autre 

part,  arc  tang  p- se  sera  accru  de  {k  —  A/)"!:,  A*  désignant  le 

nombre  de  fois  que  p-  passe  du  positif  au  négatif  en  devenant 

infini,  et  A'  le  nombre  des  passages  inverses  du  négatif  au 
positif.  On  aura  donc 


(^) 


'  K 

285.  Application.  —  Soit 

le  premier  membre  d'une  équation  algébrique.  L'intégrale 

0 


donnera  le  nombre  des  racines  contenues  dans  l'intérieur 
de  K.,  car  la  fonction  /{z)  n'a  aucun  pôle  (à  dislance  finie). 
Pour  obtenir  le  nombre  total  des  racines,  nous  prendrons 
pour  K  un  cercle  de  rayon  infini.  L'inlégrale  sera 

E  étant  infiniment  petit   pour  z  infini.   On  aura  donc  a  la 

limite 

Je  ntdz 
---=0. 
K 

D'autre  part, 

JCndz 
I    zz:  2'Kin, 
K       ^ 

Le  nombre  des  racines  est  donc  égal  à  n,  degré  de  l'équa- 
tion. 

286.  Formule  de  Lageange.  —  Soient /{z)  et  (f{z)  deux 
fonctions  synectiques  dans  V intérieur  d^un  certain  con- 
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tourK]  X  un  point  intérieur  à  ce  contour;  a  une  constante 
assez  petite  pour  que  la  condition 


soit  satisfaite  pour  tous  tes  points  du  contour  K. 
Ces  suppositions  admises^  V équation 

Z  —  X-{-7.f{z) 

admettra  une  racine  unique  a  dans  ^intérieur  du  con- 
tour, et  ^{a)  sera  donné  par  la  série  convergente 

!?(«)  =  ?(^) -H  a/(^r)  cp'(a;) -+-. . . 

La  fonction 

¥{z)  =  z-x-o^J{z) 

n'avant  pas  de  pôles  dans  le  contour,  le  nombre  des  racines 
a,  a^,  . . .  intérieures  au  contour  sera  donné  par  l'intégrale 

2T.iX    ¥(  =  )"•" 

et,  plus  généralement,  l'intégrale 

j^j_  r^iz)F^iz)dz ^  I    r^{z)[i--oLf(z)]^^ 

sera  égale  à  \  f  («). 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  dont  la  première  n*est  qu'un 
cas  particulier,  développons  en  série  le  facteur 

I   _         I         _Y  [«/(^)]" 

F(5)        z-a:-oLj\z)'^Zj{^-^)''^'' 

0 

Cette  progression  géométrique  étant  uniformément  cou- 
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vergenle  sur  K,  on  aura,  en  intégrant  terme  à  terme, 

^J-S^n  r?(^)[i-«/^(^)][/(^)r^. 

0 
0 

1 

1 

i 

1 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  <p  se  réduit  à  l'unité, 
cette  expression  se  réduit  à  i.  Il  n'y  a  donc  qu'une  racine  a 
dans  l'intérieur  du  contour,  et  l'expression  précédente  .de  I 
donnera  la  valeur  de  y  (a).  Le  théorème  est  donc  établi 

287.  Théokème.  —  Soit  S (5,  m,  v,  ...)  un  élément  de 
/onction  analytique  dépendant  de  plusieurs  x^ariables  z, 
u,  V,  . ,.  et  tel  que  Inéquation 

S(j,  o,  o,  ...)  =  o 

admette  une  racine  nulle,  de  l'ordre  n  de  multiplicité. 

Pour  un  système  de  valeurs  infiniment  petites  donné 
à  a,  (^,  ...  :  I**  l'équation 

S{z,  w,  c,  ...)=o 

admettra  n  racines  infiniment  petites  ;  2**  ces  racines  satis- 
feront à  une  équation  de  la  forme 
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OÙ  pi,  .  ..^  Pn  sont  des  fonctions  de  u,  r,  . . .,  synectiques 
aux  empirons  du  point  (o,  o,  ...);  3**  enfin,  on  aura 
identiquement 

S(;;,^/,r,...)::=:FG, 

G  étant  un  nouvel  élément  de  fonction  analytique  qui  ne 
s'annule  plus  pour  z  =  u  =^{>  =  . ,  .  =  o. 

Mettons  en  évidence  parmi  ceux  des  termes  de  la  série  S 
qui  sont  indépendants  de  7/,  t*,  ...  celui  dont  le  degré  ea  z 
est  le  moins  élevé;  on  pourra  écrire 

S  =  az''-hSX:,^y...z^u?vy. .  .=  a3«-4-  T, 

les  exposants  a,  j3,  y,  ...  satisfaisant  dans  chacun  des  termes 
de  la  série  T  à  Tinégalité 

a-+-(/e-hi)(?-4-y-l-...)  =  /4-i-i. 

En  effet,  dans  ceux  de  ces  termes  où  p,  y»  •  •  •  sont  nuls  à 
la  fois,  a  est  au  moins  égal  à  /i-h  i . 

Soit  d'ailleurs  p  une  quantité  fixe,  moindre  que  le  rajon 
de  convergence  de  l'élément  S. 

La  série  S  et  sa  dérivée  partielle 

étant  absolument  convergentes  pour  5  =  w  =  (^  = . . .=  p, 
les  sommes 

seront  finies. 

Nous  allons  établir  qu'on  peut  assigner  une  quantité  fixe  À 
telle  que  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  s, 
Uj  (^,  . . .  qui  satisfont  aux  inégalités 

I**  l'équation  S{z^  «/,  i>,  . . .)  =  o  n'ait  aucune  racine  dont 
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le  module  soit  ^pX  et  jps;  a*  elle  ait  n  racines  de  module 
<?e. 

Donnons,  en  eflet,  à  z  une  valeur  quelconque,  dont  le 
module  p7)  soit  compris  dans  Tintervalle  de  pX  à  pe^  le  pre- 
mier terme  de  S(5,  «,  r,  . . .)  aura  pour  module 

|a|p''7i'». 

Quant  au  module  du  reste  T,  il  sera  au  plus  égal  à 

Si  l'on  suppose  X  <  i  (d'où  r,  <[  i),  cette  quantité  sera  au 
plus  égalera 

On  aura  donc 

|S(;;,«,r,...)|^|«|p''T,»-crr,»^i;r.'»[|«|p«-(ni]. 

I  ^  lo**     . 
Si  donc  X  est  choisi  moindre  que  - — '—^  il  en  sera  de  même 

a  fortiori  pour  r,,  et  S(3,  w,  r,  . . .)  ne  sera  pas  nul. 

288.  Notre  premier  point  étant  ainsi  établi,  cherchons  le 
nombre  des  racines  de  féquation  S  (3,  w,  r,  . .  .)  =  o,  dont 
le  module  est  moindre  que  pX  (et,  par  suite,  moindre  que  pe). 
Ce  nombre  est  exprimé  par  Tintégrale  définie 


âz 


C       ^ 


prise  suivant  un  cercle  C  de  rayon  pX  décrit  autour  de  l'ori- 
gine comme  centre.  Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a  pour 
tout  point  de  ce  cercle 
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el,  par  suite, 

S  =  «5" -+-Tzz:  a."  n -h  —  Wa3»(n- 6), 

0  étant  une  quantité  dont  le  module  est  au  pins  ég^al  à 

|a,(pA/*-|a,p«' 

On  voit  de  la  même  manière  qu'on  aura 


ôz 


=  (j'X'» 


et 


ÔT 


d^  .,A  à 


—  naz'-^ 


14- -^Jz^naz^-'ii-i-^'). 


03  \        naz 

8'  étant  une  quantité  de  module  au  plus  égal  à 

a'X'»  ff'X 


n\a\  (pX/*-^        n  |a|p""* 
L'intégrale  à  calculer  sera  donc  égale  à 

1      Çndz  i-hO'_j^    rndz        _i__    r  6^  —  0  n dz 
iTzij       z       14-6  27:1  J       z  irJ  J    i  4- 0       z 

Le  premier  terme  a  pour  valeur  n.  Quant  au  second,  il 
sera  nul,  si  son  module  est  <  i  ;  car  on  sait  d'avance  que  la 
valeur  de  l'intégrale  cherchée  est  un  nombre  entier.  Or  ce 
module  est  au  plus  égal  à 


<t'X 
I     n\a\  p"-» 

4- 

(jX 
a  1  p- 

27Î 

dX 

(  a'  p  4-  w  <i  )  X 
2  t:  At  r=  V-h V  > 

|a|p'«— œX 


I  ^  I  ? 
quantité  qui  sera  <^  i ,  si  l'on  suppose 

^^  l«|p" 

<ï'  p  4-  (  /i  4-  I  )  cy 
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Si  nous  supposons  que  \u\j  U'|,  ...  tendent  simultané^ 
ment  vers  zéro,  on  pourra  faire  décroître  en  même  temps  la 
quantité  £  jusqu'à  zéro.  Les  n  racines  ^i,  ...,  ^/,  de  module 
<C  o£,  dont  nous  venons  d'établir  l'existence,  tendront  donc 
\ers  zéro;  les  autres  racines  au  contraire,  ayant  leur  module 
>  pX,  resteront  finies. 

La  première  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

289.  Pour  établir  la  seconde,  nous  remarquerons  que  la 
somme  5a  des  puissances  Ar^^">**  des  racines  infiniment  petites 
sera  représentée  (283)  par  l'intégrale 

dS 


C'est  une  fonction  de  e/,  p,  ...  qui  a  une  valeur  unique 
et  finie  tant  que  les  modules  de  ces  variables  ne  surpasse- 
ront pas  pX^^'.  De  plus,  elle  est  synectique,  car  cette  inté- 
grale admet  des  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre,  finies  et  déterminées,  lesquelles  peuvent  s'obtenir 
sans  difficulté  par  la  dérivation  sous  le  signe  f. 

Cela  posé,  les  coefficients /7|,  ...,/?„  de  l'équation  F  =  o, 
qui  a  pour  racines  Zij ..  .^z„j  s'expriment  comme  on  sait  par 
Jes  polynômes  entiers  en  s^,S2,  . .,  ^«*  Ce  seront  donc  des 
fonctions  de  a,  i^,  ...,  synectiques  dans  le  domaine  consi- 
déré. 

290.  Considérons  enfin  l'intégrale 

dz 


S    5-< 


Elle  aura  une  valeur  unique  et  déterminée,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées partielles  par  rapport  à  w,  i',  . . .,  et  au  nouveau  para- 
mètre s',  tant  que  |  w  |,  |  p  |,  . . .  ne  surpasseront  pas  c/«+*  et 
J.  —  II.  ao 
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que  I  5'  I  sera  <  pX.  Ce  sera  donc  une  fonction  sjnectiquo  à 
l'intérieur  de  ce  domaine. 

Sa  valeur  sera  d'ailleurs  égale  à  la  somme  des  résidus  re- 
latifs aux  pôles  5',  5i,  .. .,  Za  de  la  fonction  à  intégrer.  Si 
nous  supposons  |w|,  \v\y  ...  au  plus  égaux  à  ps""*"*  et  |  s'I^ps, 
le  pôle  z'  sera  distinct  des  autres,  et  le  résidu  correspondant 

sera  égal  à  la  valeur  de  ^  -.^  pour  z  =  z\ 
o  Oz 

D'autre  part,  a,  désignant  Tordre  de  multiplicité  du  pôle  zi, 
le  résidu  correspondant  sera  —  '^^7*  On  aura  donc 

Zi  —  Z 

V  -  (l  ^^\        a- V      ^^       -  /i  ^S  _  i  ^l\ 

-  ^^S  d£),=^'Zi  ^i  -z'-\^~dz        F  dz  ),  =  ^- 

et,  en  changeant  z'  en  z  et  désignant  par  I  ce  que  devient  1' 
par  ce  changement, 

I  ^  _  1  ^i'  —  1 

S  ôz        F  dz  -   ' 

Intégrant  cette  équation,  par  rapport  à  5,  il  viendra 

S=FeJ»''«  =  FG, 

G  désignant  comme  I  une  fonction  de  z^  m,  P,  . . .  synectique 
aux  environs  de  l'origine,  et  qui  d'ailleurs  ne  s'annule  pas 
en  ce  point. 

Nous  avons  supposé,  dans  la  démonstration  précédente, 
que  la  quantité  z'  (actuellement  remplacée  par  z)  a  son  mo- 
dule <p^^j  ïïïais  >  ps;  or  e  est  arbitraire  et  peut  être  choisi 
aussi  petit  qu'on  veut.  L^égalité 

S=:FG 

subsistera  donc  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
est  <i  p\  sans  être  nul.  D'ailleurs,  étant  vraie  pour  z  infini- 
ment petit,  elle  le  sera  encore  à  la  limite  pour  z  =  o. 
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III.  —  Théorèmes  généraux  sut  les  fonctions 
monodromes. 

291.  On  est  convenu  de  dire  qu'une  fonction  analytique 
f{z)  a  pour  z  =  oo.un  point  ordinaire,  un  pôle,  un  point  sin- 
gulier essentiel,  etc.,  suivant  que  le  point  ^  =  o  est  un  point 

ordinaire,  un  pôle,  etc.,  pour  la  fonction  /  (  -  )  • 

D'après  cette  définition,  une  fonction  entière  a  générale- 
ment, pour  2  =  Qo,  un  point  singulier  essentiel;  ce  sera  un 
pôle  si  la  fonction  se  réduit  à  un  polynôme  entier;  un  point 
ordinaire,  si  elle  se  réduit  à  une  constante. 

292.  Théorème.  —  Une  fonction  f{z)  uniforme  sans 
points  singuliers  essentiels,  même  à  V infini,  est  une  fonc- 
tion  rationnelle. 

En  effet,  elle  ne  peut  avoir  une  infinité  de  pôles;  car,  ces 
points  étant  isolés,  il  ne  peut  en  exister  qu'un  nombre  borné 
dans  un  cercle  de  rayon  donné  décrit  autour  de  l'origine. 
Elle  admettrait  donc  des  pôles  dont  le  module  surpasserait 

toute  quantité  donnée;/!  -  j  admettrait  donc  des  pôles  plus 

voisins  de  l'origine  que  toute  quantité  donnée;  le  point ^  =  o 
serait  donc  un  point  singulier  essentiel,  et  ^  =  00  serait  un 
point  singulier  essentiel  pour/(s). 

Soient  donc  a,  6,  . ..  les  pôles  de/(^)  en  nombre  borné. 
On  aura  un  développement  de  la  forme 

/i  {z)  admettant  les  mêmes  points  critiques  que  f{z),  sauf 
a,  qui  est  devenu  un  point  ordinaire.  On  pourra  poser  de 
même 
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et  ainsi  de  suite.  On  aura  finalement 

/(c)z=S  +  «(5), 

s  désignant  une  somme  de  fractions  simples  et  ^{z)  une 
fonction  entière. 

D^ailleurs  oo  est,  par  hypothèse,  un  pôle  pour  /{z).  Or 
c'est  évidemment  un  point  ordinaire  pour  chacun  des  larmes 
de  S;  c'est  donc  un  pôle  pour  ©  (5),  qui  devra,  par  suite,  se 
réduire  à  un  polynôme. 

293.  Théorème.  —  Une  fonction  entière  /(^),  dont  le 
module  reste  constamment  inférieur  à  un  nombre  fixe  }ij 
est  nécessairement  une  constante. 

En  effet,  f(z)  admet  un  développement  par  la  série  de 
Maclaurin 


f(z)=f{o)^zf'{o)^..,-^ 


I.J. 


convergent  dans  tout  le  plan.  Soit  d'ailleurs  C  un  cercle  de 
rayon  R  décrit  de  l'origine  comme  centre;  on  aura  (t.  1, 
nO  205) 

^     ^  2TZI        J^     Z'^-^'  ' 

d'où 

1.2. ..«  1^  ait  R"^»  ^''"<R/»' 

et,  comme  on  peut  prendre  R  aussi  grand  qu'on  veut,  on 
aura  à  la  limite 

1.2.../* 

pour  toute  valeur  de  n;  et,  par  suite, 

/(  =  )=/(o)  =  const. 

294.  On  peut  déduire,  de  la  proposition  précédente,  une 
propriété  importante  des  points  critiques  essentiels. 

Théorème.  —  Soit  a  un  point  critique  essentiel  de  f{z)^ 
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isolé  des  autres  points  essentiels  que  peut  posséder  cette 
fonction,  et  soit  A  un  nombre  quelconque.  Il  existera  aux 
empirons  du  point  a  une  infinité  de  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles on  aura 

\z-a\<t,         |/(-)_A|<T., 
quelque  petits  que  soient  zetr^. 

Traçons,  en  elFet,  autour  de  a  un  cercle  G  d'un  rayon  p 
assez  petit  pour  qu'il  ne  renferme  aucun  autre  point  critique 
essentiel  et  considérons  la  fonction 

Ses  points  critiques  dans  le  cercle  seront  les  suivants  : 

i"  Le  point  critique  essentiel  a; 

2**  Des  pôles,  aux  points  où/(w)  ^  A. 

Si  ces  pôles  sont  en  nombre  infini,  ils  convergeront  vers 
le  point  limite  a,  et  l'on  aura,  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  2, 

|5-a|<£,        /(;;)-A=:o. 

Le  théorème  sera  donc  démontré. 

Si  ces  pôles  sont  un  nombre  fini,  on  pourra  réduire  p  suf- 
fisamment pour  que  C  n'en  contienne  plus  aucun,  et  f  (^), 
nayant  plus  qu'un  seul  point  critique  a  dans  ce  cercle, 
pourra  être  développée,  d'après  la  formule  de  Laurent,  en 
une  double  série 

ç(-)^^A„(c-a)"'  +  ^B,„(= -«)-"■. 

0  1 

La  première  série  sera  convergente  dans  le  cercle  G,  et  si 
I  ;;  —  «!<!?'>  p'  étant  une  quantité  moindre  que  p,  son  mo- 
dule ne  pourra  surpasser  la  constante  fixe 


K=Sl 


A„,  I  p'" 
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La  seconde  est  une  fonction  entière  de >  car  elle  con- 

5  —  a 

verge  dans  tout  Tintërieur  de  C  (sauf  au  point  a  pour  lequel 

est  inGni)  et  a  fortiori  en  dehors  de  C,  où    

est  moindre  qu'à  PinlérJeur.  On  pourra  donc,  d'après  le 
théorème  précédent,  assigner  à  la  variable  une  valeur  telle 
que  son  module  surpasse  un  nombre  quelconque  M. 

La  valeur  correspondante  de  |  :;  —  a\  sera  <  p',  si  M  est 
assez  grand,  car,  lorsque  \z  —  a  | ^ p',  [  <p(3) |  ne  peut  surpas- 
ser la  constante  fixe 

1 

On  aura  donc  à  la  fois 

i  3  -  a  |<  p' 


et 


l?(=)h 


>  M  -  K, 


d'où 


l/(--)-A|<M^ 

et,  par  suite,  en  prenant  p'  assez  petit  et  M  assez  grand, 

\z-a\<t,        |/(5)-Al<Ti. 

Ayant  trouvé  un  premier  point  z  qui  satisfasse  à  ces  con- 
ditions, on  pourra  trouver  de  même  un  second  point  S\ 
satisfaisant  aux  conditions 

\z,-a\<\z-a\,     |/(5.)-A|<|/(;:)-A|, 

et  ainsi  de  suite. 

M.  Picard  a  démontré  (*)  qu'il  existe  au  plus  deux  valeurs 


(»)  Mémoire  sur  les  /onctions  entières  {Annales  de  VÉcole  Normale: 
i88o). 
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(finies  ou  infinies)  de  A  pour  lesquelles  les  relations 

\z-^a\<i,        /(^)_A=.:o 

n'aient  pas  une  infinité  de  solutions.  Nous  nous  bornerons 
à  énoncer  ce  résultat. 

La  proposition  que  nous  venons  d'étabfir  s^appliquerait 
évidemment  à  tout  point  critique  essentiel  qui  serait  la  limite 
d^une  suite  de  points  critiques  essentiels  de  l'espèce  que 
nous  avons  considérée. 

^o.  Une  fonction  entière  peut  ne  s'annuler  pour  aucune 
valeur  de  la  variable,  ou  admettre  au  contraire  des  zéros 
simples  ou  multiples,  en  nombre  fini  ou  infini.  Mais,  dans 
tous  les  cas,  ces  zéros  forment  un  système  de  points  isolés 
(t.  I,  n«  339). 

Réciproquement,  nous  allons  établir  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  de  M.  Weierstrass. —  Étant  donné  un  sys- 
tème quelconque  de  points  isolés  ao,  a^  . . . ,  an,  . .  • ,  on 
pourra  construire  une  fonction  entière  dont  ces  points 
soient  les  zéros. 

Nous  supposerons  provisoirement  que  l'origine  z  =  o  ne 
fait  pas  partie  de  la  série  des  zéros  donnés  ^o»  ^i>  •  •  •  •  Si 
le  nombre  de  ceux-ci  est  fini,  le  produit 


\  «0/  \  ^i)' 


satisfera  à  la  question.  Si  ce  nombre  est  infini,  le  produit 
ci-dessus,  contenant  une  infinité  de  facteurs,  pourra  devenir 
divergent,  ce  qui  rendrait  la  solution  illusoire.  Mais  on  peut 
la  modifier  ainsi  qu'il  suit  : 

Remarquons  tout  d'abord  que  les  points  ^q,  ai,  ...  étant 
isolés,  il  n'en  existe  qu'un  nombre  limité  dans  une  portion 
finie  quelconque  du  plan,  et  notamment  dans  un  cercle  de 
rayon  donné  décrit  autour  de  l'origine.    On  pourra  donc 
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ordonner,  les  quantités  «q,  «i,  ...  suivant  Tordre  de  gran- 
deur de  leur  module.  Si  plusieurs  de  ces  quantités  ont  même 
module  ou  même  sont  égales  (ce  qui  arrivera  si  Ton  veut 
donner  des  zéros  multiples  à  la  fonction),  on  pourra  les  dis- 
poser dans  Tordre  qu'on  voudra.  En  tout  cas,  on  aura  évi- 
demment 

lim  I  a„  I  =  00. 

Cela  posé,  considérons  le  produit  infîni 

0 

où  Mo,  M| ,  .  . . ,  M/i,  . . .  désignent  des  polynômes  en  z. 

Nous  allons  montrer  que  ces  polynômes  peuvent  toujourî^ 
être  déterminés  de  telle  sorte  que  le  produit  ci-dessus  soit 
convergent  et  représente  une  fonction  entière,  satisfaisant 
aux  conditions  requises. 

On  a 


la  ligne  L  d'intégration  entre  o  et  -3  pouvant  être  choisie  ar- 
bitrairement. Mais  on  a 

X     a,,—  z~~X     L««^<       '"'^    <         ««(««  — -)l 

= 1 7-+-...-^ n-^l        — 

Si  donc  nous  posons 

^«—1  /»-       "**  dz 


nous  aurons 


i-ih- 


^^ 
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Les  polynômes  M,,  élant  ainsi  déterminés,  nous  aurons 
satisfait  à  la  question.  Considérons  en  eirct  l'ensemble  des 
râleurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  un  nombre 
donné  p,  et  soit  {a|^|  le  dernier  terme  de  la  suite  |  a^l,  |  a,  |,  ... 
qui  ne  surpasse  pas  p.  On  aura 


p,=,=n.'-(.-i) 


e  ^'^ 


Or,  dans  le  domaine  considéré,  on  a  |^|<P)  et  pour  les 
valeurs  de  n  plus  grandes  que  |x  on  a,  d'autre  part, 

I  «/,  I  ;  I  «uL+i  I  >  p 
et,  par  suite, 


\Yn\--     - 


«;;(««—-)  ri  «ti+i  i'*()  «pi-M  I  -  P) 


Le   terme  général  de  la  série  \  ^^,  a  donc  son  module 

moindre  que  le  terme  général  d'une  progression  géométrique 
convergente  et  indépendante  de  ^  ;  la  série  sera  donc  unifor- 
mément convergente  dans  le  domaine  considéré.  La  série 

\  ^„  sera  convergente  dans  ce  même  domaine,  car  on  a 


l-t-nh 


IX'*^ 


P'* 


k|l-Hlh(|<^'tl-Hli   —  P) 


/désignant  la  longueur  de  la  ligne  d'intégration.  Or  le  second 
membre  est  encore  le  terme  général  d'une  progression  géo- 
métrique convergente. 

OD 

La  série  \  an  sera  donc,  dans  le  domaine  considéré,  une 
fonction  sjnectique,  ayant  pour  dérivée  \  Yn  >  ^^  ^°  ^^^^  ^^ 
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même  de  rexponentielle 

e   «*-    , 

qui  d'ailleurs  ne  s'annulera  pas  dans  ce  domaine. 

Mais,  d'autre  part,  l'autre  facteur  de  P(-s)  est  une  fonction 
entière,  qui  ne  s'annule  qu'aux  points  a^^  .  .  . ,  a^.  Donc 
P(w)  est  synectique  dans  ce  domaine  et  admet  les  zéros  ci- 
dessus  à  l'exclusion  de  tout  autre. 

Comme  on  peut  faire  croître  indt^finiment  le  nombre  p,  on 
voit  que  P(^)  est  bien  une  fonction  entière,  dont  les  lëros 
sont  les  points  a^^  . . . ,  any  •  •  •  • 

296.  Nous  avons  supposé  que  le  point  z  =  o  ne  faisait  pas 
partie  de  la  série  des  zéros  donnés.  Si  l'on  voulait  obtenir 
une  fonction  pour  laquelle  ce  point  filt  un  zéro  d'ordre  w,  il 
suffirait  de  construire  par  la  méthode  précédente  une  fonc- 
tion admettant  les  autres  zéros  de  la  suite  et  de  la  multiplier 
par  5'". 

297.  Ayant  ainsi  construit  une  fonction  entière y(>3)  ayant 
les  zéros  demandés,  proposons-nous  de  trouver  l'expression 
générale  des  fonctions  entières  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété. 

Soit /,  (w)  =  Q/(5)  l'une  d'elles.  Le  quotient  Q  n'aura 
évidemment  ni  zéros  ni  points  critiques  à  distance  finie.  Son 
logarithme  n'aura  donc  pas  de  points  critiques  à  distance 
finie,  et  sera  une  fonction  entière.  En  la  désignant  par  U, 
on  aura 

/,(^)  =  eV(-)- 

Réciproquement,  il  est  clair  que  toute  fonction  de  la  forme 
ci-dessus  jouira  de  la  propriété  demandée,  le  facteur  e"  ne 
pouvant  devenir  ni  nul  ni  infini. 

298.  On  donne  le  nom  de  fonctions  méromorphes  aux 
fonctions  dont  tous  les  points  critiques  situés  à  distance  finie 
sont  des  pôles. 


INTfiGftÀLBS   COMPLEXES.  3l5 

Soient  F(2)une  semblable  fonction;  ao,  ^i,  •  • .  ses  pôles; 
{Xq,  p.|,  ...  leurs  degrés  de  multiplicité.  On  peut  construire 
une  fonction  entière  f{z)  ayant  ces  points  pour  zéros,  avec 
les  mêmes  degrés  de  multiplicité.  La  fonction  F(3)/(5)='p(5), 
n'ajant  plus  de  point  critique  à  distance  finie,  sera  une  fonc- 
tion entière.  La  fonction 

sera  donc  le  quotient  de  deux  fonctions  entières. 

299.  Les  fonctions  entières  et  les  fonctions  méromorphes 
rentrent  comme  cas  particulier  dans  la  catégorie  des  fonctions 
monodromes,  dont  tous  les  points  critiques,  situés  à  distance 
finie,  sont  isolés.  Proposons-nous  de  déterminer  l'expression 
générale  de  ces  dernières  fonctions. 

Soient/(2)  une  semblable  fonction;  a  Tun  de  ses  points 
critiques.  On  aura,  comme  nous  avons  vu  (266),  aux  environs 
de  ce  point, 

ap 

—  «D 

0  1 

Chacune  des  deux  séries  partielles  cp(5)  et  ^{z)  peut  con- 
tenir un  nombre  de  termes  limité  ou  illimité;  mais,  dans  ce 
dernier  cas,  elle  sera  convergente  aux  environs  du  point  a, 

La  série  ^{z)  sera  même  convergente  dans  tout  le  plan 
(le  point  a  exceprté). 

D^autre  part,  il  est  clair  que  a  n'est  plus  un  point  critique 
pour  la  fonction  cp  {z).  La  nature  de  la  singularité  que  pré- 
sente la  fonction  f{z)  en  ce  point  est  donc  caractérisée  par 
la  seconde  fonction  partielle  'i  (j). 
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300.  Théorème  de  M.  Mittag-Lefflkr.  —  Etant  donnée 
une  suite  quelconque  de  points  isolés  a©,  a^^  ...,  ûr„,  ... 
et  une  série  de  fonctions  correspondantes  ^^^  '}i,  ..-,'iii — 
de  la  forme 

m  =  \ 

on  pourra  toujours  construire  une  fonction  monodrome 
f{z)  ayant  pour  points  critiques  a^^  ati,  ...,  On,  -"  et  tell^ 
que  l'on  ait 

ffnétant  une  fonction  pour  laquelle  an  ne  soit  plus  un  point 
critique. 

On  satisfera  évidemment  à  la  question  en  posant 


f(^)=^(^n-Pn). 


si  Pq,  . . .,  P;,,  . . .  désignent  des  poljnômes  en  5,  choisis  de 
telle  sorte  que  la  série  /(-)  et  la  série  dérivée 


/'(-)=^(^;,-p;,) 


soient  uniformément  convergentes  dans  toute  région  Cnie  du 
plan  qui  ne  contient  aucun  des  points  critiques  a^^  -..tan 

Cherchons  à  déterminer  les  polynômes  P,  de  manière  à 
satisfaire  à  cette  condition. 

Soient  ^  le  maximum  du  module  de  z  dans  la  région  con- 
sidérée; ao,  ...,  a„,  ...  les  modules  des  quantités  «oj  — 
«;,,  ...  ;  nous  les  supposerons  rangés  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  de  telle  sorte  qu^on  ait 

lima„zi=oo       pour       /i  =  00. 

Traçons  autour  de  chaque  point  critique  a^  et  dans  ses 
environs,  un  cercle  c^,  dont  le  rayon  R,,  ne  surpasse  pas 
d^ailleurs  une  quantité  constante,  que  nous  désignerons  par  p. 
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On  poarra  assigner  à  n  une  valeur  finie  k^  à  partir  de  la- 
quelle on  ait  constamment  a,|  —  p  —  Ç  >  i .  Il  résulte  de  cette 
inégalité  que  le  cercle  de  rajon  Ç,  décrit  de  Torigine  comme 
centre,  ne  coupe  pas  le  cercle  de  rajon  p  décrit  de  a«  comme 
centre-  Mais  le  premier  de  ces  cercles  contient  le  point  ^,  le 
second  contient  le  cercle  Cn  \  donc  z  sp»'a  en  dehors  du  cercle 
Cn  (si  n^k). 

Cela  posé,  on  aura  évidemment 


k-i 


/(3)  =  ^(^„~P,)  +  ^(^.,-P,). 

0  k 

La  première  somme  ne  contient  qu'un  nombre  limité  de 
termes,  dont  chacun  est  uniformément  convergent  dans 
toute  région  qui  ne  contient  aucun  des  points  aQ,  a^,  ... 
(car  la  série  '^^  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 

positives  de  la  variable ?  sa  convergence  est  uniforme)  ; 

s  —  Un 

donc  elle  est  uniformément  convergente,  ainsi  que  sa  déri- 
vée, de  quelque  façon  qu'on  choisisse  les  polj'nômes  P. 

Passons  à  l'examen  de  la  seconde  somme. 

La  fonction  ^n  étant  convergente  dans  la  couronne  com- 
prise entre  le  cercle  Cn  et  un  second  cercle  C  de  rayon  infini, 
et  le  point  z  étant  d'ailleurs  dans  cette  couronne,  on  aura, 
comme  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Laurent, 

^^  2TZ  ij..        U—Z  2^*X      "  * 

La  fonction  'i/i(w)  et,  par  suite,  la  fonction  —^ — '-  ten- 
dant évidemment  vers  zéro  pour  u=oo,  la  première  intégrale 
sera  nulle  (256),  et  Ton  aura  simplement 

^ni  J    ^   ^   '       l^u       u*  uV-         uV-{u  —  z)] 
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|x  étant  lin  entier  que  nous  nous  réservons  de  déterminer  en 
fonction  de  n. 

Les  premiers  termes  de  cette  intégrale  donnent  un  polv- 
nôme  en  z  de  degré  [x  —  i .  En  le  prenant  pour  Pj,,  il  viendra 

Le  module  de  u  sur  le  cercle  Cn  est  évidemment  >»«  —  ?• 
Soient  Mm  le  maximum  du  module  de  ^n{u)  sur  ce  même 
cercle;  X^  un  entier  positif  satisfaisant  à  l'inégalité 

(«M-2X„)M„p<(a„-p)^.. 
On  rendra  les  séries 

convergentes  en  posant 
On  a,  en  effet, 

K/i  désignant  le  facteur 


et 

K'„  désignant  le  facteur 
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Les  deux  séries  ci-dessus  sonl  convergentes;  car,  si  n  tend 

vers  oc,  K^,  K),,  —    —  tendent  vers  zéro.  La  racine  /i**"'*  du 

terme  général  tend  donc  vers  zéro. 

L^uniformtté  de  la  convergence  résulte  d*ailleurs  de  ce 
fuît  que  ces  dernières  séries  ont  leurs  termes  indépendants 
de  z. 

301.  Ayant  ainsi  construit  une  fonction  /{^)  satisfaisant 
aux  conditions  demandées,  on  obtiendra  évidemment  la  fonc- 
tion la  plus  générale  qui  satisfasse  à  ces  mêmes  conditions  en 
lui  ajoutant  une  fonction  entière  quelconque. 

302.  Théorème.  —  Toute  fonction  u  qui  a  n  valeurs 
pour  chaque  valeur  de  z  et  qui  n'offre  à  distance  finie 
que  des  points  critiques  algébriques  est  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  de  degré  /i,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  méromorphes  de  z. 

Ces  coefficients  se  réduiront  à  des  fonctions  ration- 
nelles, si  la  fonction  na  que  des  points  critiques  algé- 
briques, même  en  tenant  compte  du  point  z=^cc. 

Soient,  en  effet,  //„,  «,,  ...,  //„_|  les  n  branches  de  la 
fonction.  Un  point  quelconque  a  deviendra  un  point  ordi- 
naire ou  un  pôle  pour  l'une  quelconque  d'entre  elles,  telle 
que  Uq^  si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  une  puis- 

sance  fractionnaire  de  z — a,  telle  que  [z  —  ayf  =^Ta.  On 
pourra  donc,  aux  environs  de  ce  point,  développer  Uf^  en 
série  convergente,  suivant  les  puissances  entières  de  Z.  Le 
développement  pourra  d'ailleurs  commencer  par  des  puis- 
sances négatives,  si  le  point  considéré  est  un  pôle  pour  u^. 

Soit  donc 

Mo=AZ«-hBZP  + 

Si  ;;  tourne  1,2,  . . . ,  ?  —  *  f^^s  autour  du  point  a,  Z  se 
reproduira,  multiplié  parles  diverses  racines  q^^^^* àe  l'unité. 
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En  les  désignant  par  0,  Qa,  . .  . ,  rj7-«,  nous  obtiendrons  q—i 
autres  branches  de  la  fonction,  représentées  par  les  séries 

M,     z=Aô«Z«         4-B6PZ?         -h..., 


Élevons  ces  égalités  à  la  puissance  A",  k  étant  un  entier 
quelconque,  et  ajoutons  les  résultats.  Il  viendra 

D'ailleurs  le  premier  membre  ne  change  pas,  si  l'on  y  change 
Z  en  OZ.  Donc  il  en  sera  de  même  du  second;  donc  les  ex- 
posants X,  [JL,  . . ,  seront  tous  des  multiples  de  q;  donc,  enfin, 
la  somme  i/J  -j- .  . .  -H  u^^^  sera  développable  en  série  con- 
vergente, suivant  les  puissances  croissantes  de  la  quantité 
Z^  =  z  —  a. 

Tout  autre  cycle  de  branches  associées  Uçt  m^+«,  . . .  don- 
nerait évidemment  un  résultat  analogue.  Donc  la  somme  Si^ 
des  puissances  A'*"**  des  diverses  branches  de  la  fonction  « 
est  une  fonction  monodrome  de  Zj  pour  laquelle  le  point  a 
est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle.  Ce  pointa  étant  d'ailleurs 
quelconque,  S^  sera  une  fonction  méromorphe. 

Supposons  enfin  que  z  =  co  soit  un  point  ordinaire  ou, 
plus  généralement,  un  point  critique  algébrique  pour  la  fonc- 
tion u.  Chacune  des  branches  Mo,  ...,  u„_i  sera  développable 
aux  environs  de  ce  point,  suivant  les  puissances  entières  et 

croissantes   d'une   puissance    fractionnaire   de  ->  telle  que 

(  -  1  =  Z  ;  et  un  raisonnement  identique  au  précédent  montre 

que  00  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  de  S^.  Donc  Sa, 
n'ayant  pour  points  critiques  que  des  pôles,  sera  rationnel 
en  z. 

Cela  posé,  les  quantités  Mq,  ...,  Wy,_i  sont  les  racines  de 
l'équation 
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doDt  les  coefficients,  s^exprimant  en  fonclion  rationnelle  et 
entière  des  sommes  S{,  ...,  S^,  ...,  seront  des  fonctions 
méromorphes  (ou  des  fractions  rationnelles)  de  ^  en  même 
temps  que  ces  dernières. 

303.  Théorème.  —  Si  l* équation  en  u  est  irréductible, 
on  pourra,  en  faisant  décrire  à  la  variable  z  un  contour 
fermé  convenable,  passer  de  la  branche  Uq  à  l'une  quel- 
conque des  autres  branches  u^,  . . . ,  W/i_|. 

Supposons,  en  efTet,  qu^on  ne  pût  passer  de  la  branche  Uq 
qu'aux  branches  u^J  ...,  Umj  mais  non  aux^  branches  sui- 
vantes Mot+i>  •••;  les  branches  Uq,  Ui,  ...,  Um  seraient  évi- 
demment permutées  exclusivement  entre  elles,  quel  que  fût 
le  chemin  suivi  par  la  variable  z.  Et  Ton  verrait,  comme  tout 
à  l'heure,  que  les  coefficients  de  Téquation 

(w  — Wo)...(w-- w,;,)^o 

seraient  des  fonctions  méromorphes  (ou  des  fractions  ration- 
nelles) de  z.  L'équation  en  u  admettrait  donc  un  facteur  de 
même  forme  et  de  degré  moindre. 


J.  -  II. 
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CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


I.  —  Des  périodes. 

304.  On  dit  qu'une  fonction  /(u)  est  périodique  et  ad- 
met la  période  2o>y  si  elle  satisfait  à  la  relation 

f{u  ~h2i»)^ f(u). 

Si  y(f^)  admet  plusieurs  périodes,  2(i>,  aw',  ...,  aw",  elle 
admettra  évidemment  pour  période  toute  quantité  de  la  forme 


rrij  m\  . . .  étant  des  entiers  quelconques,  positifs  ou  né- 
gatifs. 

Si  toutes  ces  quantités  sont  différentes,  on  dira  que  les 
n  -f- 1  périodes  20),  2  o)',  ...  sont  distinctes.  Dans  le  cas  con- 
traire, ce  seront  des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  entiers 
de  n  nouvelles  périodes  2Û,  2.01^  ...,  aÛf*"*. 

En  elï'et,  il  existe  entre  elles,  par  hypothèse,  une  équation 
linéaire  à  coefficients  entiers 

(1)  2aco  H- 2a'a)'-H. . .  =10. 

Soit  a  le  plus  petit  (en  valeur  absolue)  de  ceux  des  coeffi- 
cients a,  a',  ...  qui  ne  sont  pas  nuls.  On  aura 

q\  q"^  , . .  étant  des  entiers,  et  r',  r^  des  restes  inférieurs 
à  a  en  valeur  absolue. 
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Posons 

II  est  clair  :  i°que  2  0>|  est  une  période;  2'*  que  aw,  ao)',  ... 

s'expriment  par  des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  entiers 

de  2a>,,  2co',  ....  Ces  nouvelles  périodes  sont  liées  par  la 

relation 

aacujH-  ar'cii'  f- .  . .  -  o, 

où  les  coefficients,  sauf  le  premier,  sont  moindres  en  valeur 
absolue  que  dans  Inéquation  (1).  Par  une  suite  d'opérations 
analogues,  on  arrivera  finalement  à  un  système  de  périodes 
'iQ,  2Û',  ...  liées  par  une  équation  011  tous  les  coefficients 
soient  nuls,  sauf  le  premier.  Celle  des  nouvelles  périodes, 
?.Û"  par  exemple,  qui  figure  seule  dans  l'équation,  sera  donc 
nulle,  et  disparaîtra  des  formules,  qui  donneront  210,  210',  ..., 
Abi"  en  fonction  de  2Û,  2Û',  ...,  2Û"~*. 

30o.  Théorème.  —  Toute  fonction  admettant  plus  de 
deux  périodes  distinctes,  ou  deux  périodes  distinctes  dont 
le  rapport  soit  réel,  admet  une  période  de  module  moindre 
que  toute  quantité  donnée. 

Supposons  d'abord  que  nous  ayons  trois  périodes  dis- 
tinctes 

Nous  aurons,  quels  que  soient  les  entiers  m,  m\  m",  la 
période 

amw  4-  2/n'(i)'H-  2/w"u)":zz  mi  -\-  m' 7.' -^  m"'x" 

Soient  M  une  limite  supérieure  des  modules  des  quantités 
a,  a',  a",  ^,  p',  p",  et  A'  un  entier  arbitraire.  Donnons  à  cha- 
cun des  entiers  m,  /w',  m"  la  suite  des  valeurs  o,  1,  . . . ,  A*. 
Pour  chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs,  en  nombre  (A-f-i)', 

on  aura 

\mi-\-m'a'-\-m"'x''\z^Mk, 

\m^'^'-m'^'■^m''^."\îZ^\k. 
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Soit  n  le  plus  grand  entier  moindre  que  {k  -h  i)^.  Parta- 
geons l'intervalle  de  — 3MA*  à  3MA:  en  n  intervalles  égaux. 

d'amplitude ;  chacune  des  deux  quantités 

moi  -+-m'a'-r  m" 7.\     m?-t-/n'P'4-  m' 3' 

tombera  dans  Tun  ou  Taulre  de  ces  intervalles,  et  le  nombre 
des  hypothèses  distinctes  qu'on  pourra  faire  à  ce  sujet  sera 
/i^.  Ce  nombre  étant  moindre  que  (A"  -|-  i)',  il  existera  néces- 
sairement deux  systèmes  différents  /?i| ,  m\ ,  m\  et  ma,  m!,,  m\. 
tels  que  /ni  a  +  fn\  t!  h  m\  a"  et  m«  ^  4-  m\  ^'  -h  m\  ?' 
tombent  respectivement  dans  les  mêmes  intervalles  que 
wîoa-f- w!ja'4-/n^a"  et  ma  jî  +  m'j  |3'-f- m^  j3".  On  aura,  par 
suite, 

fi\f  /• 

I  (w^— m,)a  +  (m\  —  m\)  a'-h  (m*  —  m';)  ot^j  =  — — , 

*  *  ^     /i 

I  (m,-  m,)  ?  +  (m;  -  m\)  ?'-}-  (m;-  m^)  ?'M^  ^J^'» 
d'où  l'on  conclut  l'existence  d'une  période 

2Û  =  (mj —  mi)  2(i>  4-  (m'i  —  m'j )  2  o)' -h  (  m J  —  mj)  2u>^ 
de  module  moindre  que 

expression  qu'on  peut  rendre  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée  en  prenant  k  assez  grand,  car  n  est  d'ordre  |  par  rap- 
port à  A'. 

306.  Admettons  en  second  lieu  qu'on  ait  deux  périodes 
distinctes  2ti>,  2  0)',  dont  le  rapport  r  soit  réel.  Il  sera  incom- 
mensurable, puisque  les  périodes  sont  distinctes.  Posons 

(Jt  q\^  .  .•  étant  des  entiers,  et  r^  r^,  ...  une  suite  illimitée 
de  restes  dont  chacun  soit  au  plus  égal  en  valeur  absolue  à 


PONCTIONS   BLLIPTIQLES.  3'i5 

la  moitié  du  précédent.  Multipliant  ces  égalités  par  2Ci>,  il 
viendra 

2(i>  =z  2^cd'-4- ariU),         2a)'rz:  ^,  ar,  w -}- 2r|CD,  .... 

Nous  obtiendrons  donc  une  suite  de  périodes  2/\to,  a/'jco,  ... 
dont  les  modules  décroissent  indéfiniment. 

307.  Corollaire.  —  Une  fonction  analytique  uniforme 
ne  peut  ai^oir  plus  de  deux  périodes  distinctes,  ni  deux 
périodes  distinctes  dont  le  rapport  soit  réel,  à  moins  de 
se  réduire  à  une  constante. 

Car  les  points  pour  lesquels  la  fonction  reprend  la  même 
valeur  étant  isolés  (t.  I,  n"  339),  il  ne  peut  y  avoir  de  période 
infiniment  pelite. 

Dans  l'étude  que  nous  allons  faire  des  fonctions  à  plusieurs 
périodes,  nous  supposerons  toujours  qu'il  s'agisse  de  fonc- 
tions analytiques  uniformes,  et  même  méromorphes.  Elles 
auront  donc  deux  périodes 

2  w,  -_.  a,  -h  3i  /,  2  a)j  ~  «j  H-  ?j  i, 

dont  le  rapport 

sera  un  nombre  complexe.  Sa  partie  imaginaire  aura  le  signe 
du  déterminant  ai  ^2  —  ^ta  ^i . 

308.  Avant  de  procéder  à  cette  étude,  il  nous  faut  établir 
quelques  propositions  relatives  aux  substitutions  linéaires. 
On  donne  ci»  nom  à  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  2  lo, , 
awj  par  de  nouvelles  quantités 

2  01^  =  2aa>| -H  2  6u)j,  2  w^  =  2 ctoi -h  2é/a)j. 

Cette  opération  S  se  représente  par  la  notation 


-n- 


Le  déterminant  ad —  ic  =  D  se  nomme  le  déterminant 
de  la  substitution.  On  doit  le  supposer  différent  de  zéro. 
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Le  rapport  t'  des  nouvelles  périodes  2(o',,  aw^  sera  donné 
par  la  foi-mule 

c   f-  d-z 
a  -j-  bi 

Sa  partie  imaginaire  a  le  même  signe  que  dans  t,  ou  le 
signe  contraire,  suivant  que  D  est  positif  ou  négatif. 

On  peut  passer  réciproquement  de  2w', ,  aco^  à  2W|,  2W2 
par  la  substitulion  inverse 

,.0,:..  1- •-,  .ca.-- L . 

de  déterminant  ^r  • 

Si  a,  6,  c,  rf  sont  entiers  et  D  ::^  ih  i,  la  substitution  in- 
verse aura  aussi  ses  coefficients  entiers,  et  les  deux  for- 
mules 

(//ii,  /?i2,  m'p  m!j  entiers)  représenteront  la  même  suile  (!•' 
quantités.  On  dira  dans  ce  cas  que  les  deux  systèmes  de  pé- 
riodes (aw,,  ^0)2)  et  (aw'j ,  aw^)  sont  équii^atents.  LV-qn- 
valence  sera  propre  ou  impropre,  suivant  que  D  sera  éi;al 
à  H-  1  ou  à  —  I . 

Soient  2w'J,  2(0^  un  troisième  système  de  périodes  liées 
à  aWj,  aw^  par  les  relations 

2(o'j  =_:  2a'tii\  -h  2^'Wj,  2Wj  =7  2C'cOj  -f-  2c/'u>j. 

On  aura  évidemment 

2w'|    r:  2  (aa'-4-  c6')  W,  H-  2  (  6a'-4- ^6' )  O)., 
2Wj  —  2  (ûfc'  -h  C<i')  CD,  -+-  2  (bc'  -+-  û?^')a>5. 

Les  deux  substitutions 


^=(:^)-  ^-c:^:) 
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auront  donc  pour  résultante  la  substitution 


(aa'-^cb\        ba'-^db'\ 
\ac'-\-cd'y        bc'-^dd')' 


que  nous  représenterons  par  SS'. 

En  général,  SS'  et  S' S  représenteront  d'après  cela  des 
substitutions  différentes  ;  mais  on  aura 

ss'S^"TS(S'S''). 

Nous  désignerons  naturellement  parS^,  S',  ...   les  substi- 
tutions SS,  SSS,  . . .;  par  S~*  la  substitution  inverse  de  S; 

enfin  par  i  la  substitution  (        ]  qui  laisse  les  périodes  inal- 
térées. 

Dorénavant,  nous  ne  considérerons  plus  que  des  substitu- 
tions à  coefficients  entiers. 

309.  Nous  donnerons  le  nom  de  substitutions  élémen- 
taires aux  suivantes  : 

>--(:_:).  «=(:„:).  ^=(::). 

//i,  n  étant  entiers  et  positifs. 

On  joint  souvent  à  celte  liste  la  substitution 


B 


(-::)•    . 


Celle-ci  s'exprime  au  moyen  des  précédentes  par  la  for- 
mule 

On  a  réciproquement 

A,  =  BA;»B-». 

Théorème.  —  Toute  substitution  S  à  coefficients  en- 
tiers est  un  produit  de  substitutions  élémentaires. 
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Il  suffit  d'établir  ce  théorème  pour  les  substitutions 


a- 


dont  le  déterminant  D  est  positif.  Car  si  D  était  négatifs  on 
aurait  immédiatement 


s=(:_:)(:ij)=i^'. 


S'  ayant  pour  déterminant  —  D,  qui  sera  positif. 

On  peut  supposer  en  outre  que  a,  6,  c,  d  aient  pour  plus 
grand  commun  diviseur  l'unité.  Car,  si  m  est  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  soit 

a  —  ma',         b  =i  mb',         c  ==  m&,        d  =  md\ 

on  aura 


^-(r:)(.^j)=M-. 


S'  étant  une  substitution  de  déterminant  — =>  dont  les  coef- 

ficients  n'ont  plus  de  diviseur  commun. 

Supposons  donc  D  >  o,  et  a,  6,  c,  d  sans  diviseur  com- 
mun \  on  aura 


(^) 


et,  d'autre  part, 

Si,  Sa,  S),  S4  étant  des  substitutions  de  même  déterminant 
que  S  et  dont  les  coefficients  n'ont  pas  de  diviseur  commun. 
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Posons,  diaprés  cela  (si  c  n^est  pas  nul), 

rf— cXj  -+-<i,,        o<di1  \c\, 

c  —  û^il^j-hC,,  O  ^    C|<ûf,, 

^1—  c^Xt  -^d^y         o<diî  Cl, 
Ci  —  ^1 1^1-+-  <?i»         o  ^  c,  <  ^j. 


On  aura  finalement 

c/ik  =:  d',         Ck  -  o, 

d'  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c,  d\  et* 
d'après  les  formules  (2), 

S  rrr:  TS', 

T  r=z  A',' A^».  •  .A^*A!f*  étant  un  produit  de  substitutions  élé- 
mentaires, et  S'  une  substitution  de  même  déterminant  que 
S,  dont  les  coefficients  n^ont  pas  de  diviseur  commun,  mais 
de  la  forme  plus  simple 

Si  b'  n'est  pas  divisible  par  rf',  posons  de  même 

d'=b'\\  ~^d\,        o<d\l  \b'\, 
b'^d\^\-^b\,         ol  b\<d\, 


On  aura,  d'après  les  formules  (3), 

T'=  . .  .  A^'AV»  étant  un  produit  de  substitutions  élémen- 
taires, et  S"  une  substitution  de  la  forme 


[c'   d')' 


où  rf'^,  étant  égal  au  plus  grand  commun  diviseur  de  b',  rf', 
sera  <;  rf'. 

Si  c*^  n'est  pas  divisible  par  d",  on  aura  de  même 
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T"  étant  un  produit  de  puissances  de  A|,  Aj,  et  S"  une 
substitution  de  la  forme 


(r^> 


oùd"<d\ 

En  continuant  ces  opérations,  on  arrivera  nécessaire menr 
à  une  substitution  réduite 


-CO' 


où  l'un  des  coefficients  p,  y,  par  e\emple  y,  sera  nul,  Taulrr 
étant  divisilïle  par  2.  Les  coefficients  n^ayant  pas  de  diviseur 
commun,  a  sera  premier  à  8. 
Cela  posé,  on  aura 


^-{llh-^'CA-)- 


et  comme  [3  —  a  et  o  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 
l'unité 


cr-)-- 


H  étant  un  produit  de  puissances  de  A|,  A2  et  2  une  substi- 
tution de  la  forme 


{•;:><'} 


D'ailleurs  la  substitution  réduite  (  j»  à  laquelle  nous  ar- 

rivons, doit  avoir  le  déterminant  D;  donc  a'  =  D. 

Nous  voyons  donc  que  toute  substitution  S  de  détermi- 
nant D,  et  dont  les  coefficients  n'ont  pas  de  facteur  commun, 
peut  être  mise  sous  la  forme 


Ti  et  Ta  étant  des  produits  de  puissances  (positives  ou  né- 
gatives) des  deux  substitutions  élémentaires  A|,  Ao. 
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310.  Soient 

et  considérons  deux  systèmes  de  périodes,  20),,  2CO2  cl  2co'^, 
Aïo'^^  liées  par  les  relations 


(4)           2tD'j  ~  aawj-h  26(1)3, 

2(o; 

2C(0|  -f-  2ciu>i, 

Posons 

2Û,—  2a, (0,4-  26, (Uj, 

2Û,r-: 

:  2C,  (0,  -T-  2^,  (tJ 

2i2',-i-2Di2,, 

2û;.r 

212,; 

nous  aurons 

2(ù\=  ia^Q\-{-  2^,12',, 

2(0, — 

r  2C,i2', -f-2âf,l 

Les  subslitulions  T|,  T2  ayant  l'unité  pour  déterminant, 
•4Q,,  2U2  seront  proprement  équivalentes  à  2w«,  2W2,  et 
2Û,,  2Û',  le  seront  à  aco'^,  uw^.  Grâce  à  ce  remplacement 
des  périodes  initiales  par  d'autres  équivalentes,  la  relation  (4) 
qui  existait  entre  celles-ci  a  pris  la  forme  plus  simple 

2û',  -  --2DÛ,,  2i2', -----212,. 

311.  On  obtiendrait  une  réduction  analogue,  quoique 
moins  complète,  en  conservant  les  périodes  20)'^,  2(ù[^  et 
remplaçant  seulement  2o)|,  2(02  par  d'autres  périodes  équi- 
valenles.  Nous  avons  vu,  en  effet,  au  début  de  la  démonstra- 
tion précédente,  qu'on  a 

SI-::TS^ 

S'  étant  de  la  forme 


cr.} 


Si,  au  lieu  d'appliquer  Talgoritlime  du  plus  frrand  divi- 
seur aux  coefficients  cl,  c,  ainsi  que  nous  Tavons  fait,  nous 
avions  opéré  sur  a,  6,  nous  aurions  pu  faire  disparaître  le 
second  coefficient  au  lien  du  troisième  et  mettre  S  sous  la 
forme  ÏS',  où 
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Celte  substitution  ajant  le  déterminant  D,  nous  aurons 

a8  =  D. 

En  outre,  a,  p,  v  n'ont  pas  de  facteur  commun.  Enfin, 
comme  nous  avons 


«•=*K-:-»â) 


et  que  le  facteur  A^  peut  être  fondu  dans  T,  nous  pouvons 
disposer  de  X  de  manière  à  obtenir  une  substitution  réduiie 
où  Y  soit  l'un  des  nombres  de  la  suite  o,  i ,  . . .,  8  —  i  (ou,  si 
on  le  préfère,  un  nombre  choisi  à  volonté  parmi  ceux  qui 
lui  sont  congrus  suivant  le  module  8). 
Soit  encore  ici 


posons 

2ii,i=  2a,wi4-aô|a)j,         2Ûj=  acicoj-h  idy\à^. 

La  relation  entre  les  périodes  2Ûi,  2Û2  et  20)^  1^'^  de- 
viendra 

2w;  — 2aU,,  2(i>'j— 2Yiii-f- 28U,,  (a8=:D), 

OU 

2Dûi:=2Ôw', ,  2Dûj==::  -— 2Y««>| -H  aau)',. 

312.  Il  imporie  de  déterminer  le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  différents  que  peuvent  prendre  les  nombres  a,  y,  <» 
d'après  les  conditions  ci-dessus  : 

aa=:D,         o  =  Y<8; 

a,  Y,  S  sans  facteur  commun. 

Pour  cela,  décomposons  D  en  facteurs  premiers.  Soit 
D  zzryD"/?'"'. . . .  On  devra  prendre  pour  8  un  diviseur  de  D, 
tel  que  /?'"/?''"'....   et  pour  a  le   facteur   complémentaire 

P         P  '  •  •  • 

On  sait  que  chaque  nombre  de  la  suite  o,  !,...,/>'"/?''"'..•—• 
est  déterminé  sans  ambiguïté  par  les  restes  /',  r',  . . .,  qu'on 
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obtient  en  le  divisant  par  />*",  par  p^\  etc.  Mais  ce  nombre 

ne  pourra  être  pris  pour  y  que  s^il  n'a  pas  de  facteur  commun 

avec  8  et  a.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  />*",  />""'",  r  ne  soient  pas  tous  divisibles  par  p\ 
2**  Que  />'"•',  />'"'"'"',  r'  ne  soient  pas  tous  divisibles  par 

/?',  etc. 

Si  donc  nous  désignons  par  ^  (/>")  le  nombre  de  systèmes 

de  valeurs  de  m  et  de  r,  telles  que  l'on  ait 

oJ/n  =  /i,         o  =  r<:p"' 

(/>'",/>""'",  r  sans  diviseur  commun),  le  nombre  N  des  solu- 
tions cherchées  sera 

Or  si  m  =  n,  r  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  de  o  à 
p"  —  1,  en  nombre  />".  Si  o  <  m  <;  /i,  il  ne  pourra  prendre 
(|ue  les  /?'"  —  />'""*  valeurs  moindres  que  />"*  et  non  divisibles 
par  p.  Enfin,  si  m  =  o,  il  ne  peut  prendre  que  la  valeur  o. 
Donc 

1 

i 
.,.,.(,.i),...(,..)....o(,..l)(,.l).... 


et 


313.  Les  substitutions 

S: 


(::) 


de  déterminant  i  peuvent  être  réparties  en  six  classes  dis- 
tinctes, suivant  que  leurs  divers  coefficients  sont  pairs  ou 
impairs.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  condition  ad —  bc  =  i  : 
I®  que  l'un  au  moins  .des  coefficients  est  pair;  2°  que  deux 
coefficients  situés  sur  la  même  ligne  ou  la  même  colonne  ne 
peuvent  être  pairs  à  la  fois.  Les  seules  hypothèses  admissibles 
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sont  donc  les  suivantes  : 

1 a^  d       impairs;  b,  c  pairs; 

II a,  Cy  d        »  b       pair; 

III a,  bj  c         »  d  î) 

IV ay  bj  d        »  c  « 

V bf  Cy  d         n  a  » 

VI 6,  c  »  a,  d  pairs. 


On  a 


«Kr^roc;)-^'*'-- 


el,  suivant  que  S  appartient  à  la  classe  I,  II,  III,  IV,  V  ou 
VJ,  Si  appartiendra  à  la  classe  IV,  V,  VI,  I,  II,  III. 
On  a  de  même 

S2  appailenant  à  la  classe  II,  I,  IV,  III,  VI  ou  V. 

On  pourra  donc,  suivant  la  classe  à  laquelle  appartient  S, 
mettre  cette  substitution  sous  l'une  des  six  formes 

T,     TA,,     TAiA,,     TA,,     TA,  Ai,     TA^AjA,, 

T  désignant  une  substitution  de  la  première  classe. 

Cette  substitution  T  résulte  elle-même  de  la  composilion 
des  substitutions 

a;,     \l     et    B'==(-'  ^^). 

Soil,  en  eflet, 

r^__fa  b\  /a,6^impairs\ 
~  \c  d)  \6,c  pairs      / 

La  relation  ad  —  bc~-i  montre  qu'on  a 

ad  T^imod^y      '• 
d'où 

a  =  rf~  zt:  imod^. 

Supposons  d'abord  a  z=e  1  mod4-'On  pourra  déterminer 
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sans  ambiguïté  une  suite  d'entiers  pairs  2).,  2Uy  ...  parles 
relations 


Posons  de  même 

t/  zz:  2  X  c   -;-  ili , 


Les  entiers  6,  6| ,  . . . ,  c,  C|,  . . .  seront  tous  pairs,  et  les 
entiers  a,  <7| ,  . . . ,  rf,  rfi ,  ...  congrus  à  i  mod  4 .  Comme  i, 
6|,  ...  décroissent  en  valeur  absolue,  on  aura  finalement 
une  quantité  6^+1  =^  o;  et  Ton  aura  évidemment 


D'ailleurs 

au^k^i  =  I ,         ai,  :~  dj^.^i  "  1  mod  4, 

d'où 

Enfin  Ca  est  un  nombre  pair;  en  le  représentant  par  2;jia, 
on  aura 


\Ck  dk^J 
Si  a  iz^ —  I  mod  4?  on  aura 


et  la  méthode  ci-dessus   permettra  d'exprimer  T'  par   un 
produit  de  puissances  de  A]  et  de  AJ. 

314.  Le  réseau  des  périodes 
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dérivé  des  deux  périodes  fondamentales 

peut  se  représenter  géométriquement  comme  il  suit  : 

A  partir  d*un  point  quelconque  A,  portons  bout  à  bout 
deux  droites  représentant  20)4  et  2(03  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Sur  ces  deux  droites,  construisons  un  parallélo- 
gramme, dit  para  lié  h  ff  ranime  des  périodes.  Les  diverses 
périodes  seront  représentées  en  grandeur  et  en  direction 
par  les  distances  du  point  A  aux  points 

A. -h  2 /Wi  CD,  4- a  m,a),. 

Ces  points  sont  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes 
égaux. 

Nous  dirons  que  deux  nombres  a,  a'  sont  équivalents  si 
la  dififérence  a' —  a  est  une  période;  et  nous  représenterons 
(Cite  relation  par  la  notation  suivante 

a'  =-=  a, 

analogue  à  celle  usitée  en  Arithmétique 

b'  -.1  b  modm, 

pour  exprimer  que  la  différence  de  deux  entiers  6',  b  est  un 
multiple  de  m  et  qui  s'énonce,  comme  on  sait,  en  disant  que 
by  U  sont  congrus  suivant  le  module  m. 
L'aire  du  parallélogramme  des  périodes  est 

l«i?î-«tPi|. 

L'angle  extérieur  ?p  {Jîg^  17)  représente  l'argument  du  rap- 
port 

2U), 

2a)| 

S'il  est  <!  7:,  la  partie  imaginaire  de  t  sera  positive;  sinon 
elle  sera  négative.  Dans  le  premier  cas,  si  l'on  fait  le  tour  du 
parallélogramme  en  s'éloignant  du  point  A  suivant  la  ligne 
2o>|,  la  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  direct;  dans  le  se- 
cond cas,  le  sens  sera  rétrograde. 


FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  SSp 

Les  sommets  du  réseau  resteront  les  mêmes,  si  Ton  rem- 
place 2(i)|,  2(1)2  par  un  s}^stème  de  périodes  équivalentes  ^co'^, 
-^ct»^.  Il  existe  une  infinité  de  semblables  systèmes. 


riR.  17- 


Appelons,  en  effet,  période  primitive  toute  période 

2U)j  rzi  2/niCi>,  -h  2/7lsa>2, 

où  /?ii,  /Wa  sont  premiers  entre  eux.  On  pourra  déterminer 
(d'une  infinité  de  manières)  deux  nouveaux  entiers /2|,  n^i 
premiers  entre  eux  et  satisfaisant  à  la  relation 

On  aura  ainsi  une  seconde  période  primitive 

20),  Z3  in^iù^  -^  2/ljb)2y 

et  le  couple  2cOj,  2co^  sera  équivalent  au  couple  2(0^,  2(03. 
Le  parallélogramme  formé  sur  20),,  2(0'^  a  pour  aire 

il  est  donc  équivalent  au  parallélogramme  initial. 

315.  Par  une  raison  de  symétrie,  que  la  suite  de  cette 
élude  mettra  en  évidence,  il  convient  de  considérer,  conjoin- 
tement avec  2w^,  2w^,  une  troisième  période  primitive  210'j,, 
définie  par  la  relation 

2  (u'j  -h  2  0}  j  -h  2  0)3  =  O, 

laquelle  exprime  que  ces  trois  périodes,  mises  bout  à  bout, 
forment  un  triangle  fermé. 
Il  existe  donc  une  infinité  de  triangles  de  périodes  primi- 

J.  -  II.  22 
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lives.  Ils  jouent  tous  des  rôles  analogues  dans  la  théorie.  11 
eu  est  un  toutefois  particulièrement  intéressant;  il  peut  s'ob- 
tenir comme  il  suit  : 

Prenons  pour  point  de  départ  un  triangle  quelconque  de 
périodes  primitives,  par  exemple  le  triangle  ABC  formé 
par  les  périodes 

AB=:2w,,         BC_au>,,         CA.  3:=  2(i>,. 

Supposons  qu^il  ait  un  angle  obtus,  en  B  par  exemple.  Com- 
plétons le  parallélogramme  ABCD  et  menons  sa  diagonale 
BD;  ABD  sera  un  nouveau  triangle  de  périodes  primitives, 
de  périmètre  moindre  que  ABC. 

Si  ABD  a  un  angle  obtus,  on  en  déduira  un  nouveau 
triangle  de  périmètre  moindre,  et  ainsi  de  suite.  Cette  série 
d'opérations  ne  peut  se  prolonger  indéfiniment,  car  les  som- 
mets du  réseau  A-\-  2m|ti)f  4- 2^2(02  étant  isolés,  il  n'en 
existe  qu'un  nombre  borné  dans  un  cercle  de  rayon  donné 
décrit  de  A  comme  centre.  Il  n'existe  donc  qu'un  nombre 
borné  do  périodes  de  module  moindre  que  le  périmètre  ABC- 
et  a  fortiori  un  nombre  limité  de  triangles  de  périmètre 
moindre  que  ABC. 

On  arrivera  donc  nécessairement  à  un  triangle  MNP  sans 
angle  obtus.  Un  semblable  triangle  se  nomme  triavsil^ 
principal;  ses  côtés 

MNr-2i2,,  NP-2ii„  PM=r2Û3 

seront  dits  périodes  principales. 

Le  triangle  MN' P',  symétrique  de  XlNP  par  rapport  à  Tu" 
de  ses  sommets  M,  a  pour  côtés 

-2Û,,  -2iÎ2,         -2û,. 

C'est  évidemment  un  second  triangle  principal. 

316.  Il  n'en  existe  pas  d'autre  (si  MNP  n'est  pas  rec- 
tangle). Nous  allons  montrer,  en  effet,  que  les  périodes 
zt  2Q1,  ±:  2Û2,  =i=  2Û3  sont  parmi  les  périodes  primitiv^^, 
celles  dont  le  module  est  minimum,  ce  qui  les  caractérise 
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complètement;  et  MNP,  MN' F  sont  les  seuls  triangles  qu'on 
puisse  construire  avec  ces  six  périodes. 

En  eflct,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  |  2^1  |  soit 
au  plus  égal  à  |  2Û2  |  et  à  |  aûs  |. 

Les  angles  en  M  et  en  N  étant  aigus  et  au  moins  égaux  à 

Tangle  en  P,  seront  au  moins  égaux  à  >  •  La  hauteur  PH  du 
triangle,  étant  égale  à 

hû,  IsinN  =-  |2iij|sinM, 

,       ,      ,    I  2i2j|         ^   ['.iti,! 

sera  au  moins  égale  a  — — -  et  à  ■ — :zr-^» 

V  2  V  2 

Cela  posé,  construisons  (Jiff-  18)  le  réseau  de  parallélo- 
<;rainmesquia  pour  sommets  les  pointsM  +  '2/n|ûi  +  2m2Q2* 

Fig.  18. 


Les  modules  des  diverses  périodes  seront  représentés  par  les 
distances  de  M  aux  sommets  du  réseau. 

Or,  parmi  les  sommets  situés  sur  MN,  deux  seulement,  N 
et  N',  correspondent  à  des  périodes  primitives,  2Û1  et  —  aûj. 
Quant  aux  sommets  situés  sur  PQ,  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  M  sur  cette  droite  ayant  son  pied  situé  entre  P  et  Q, 
ces  deux  points  seront  ceux  qui  donnent  les  périodes  de  mo- 
dule minimum 

MP=:  — 2û,      et      MQ  =  2i2,. 

Les  sommets  situés  sur  P'Q'  donneront  de  nouvelles  pé- 
riodes, parmi  lesquelles  celles  de  module  minimum  seront 

MP'rz:  2Û3       et       MQ'---  -  2U,. 
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Quant  aux  autres  sommets  du  réseau,  ils  donneront  de> 
périodes  dont  le  module  est  au  moins  égal  à  2PH,  quantité 
plus  grande  que  |  2Û2 1  et  |  2Ûa  |,  et  a  fortiori  plus  grande 
que  |2Û«|. 

Notre  proposition  est  donc  établie. 

11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  triangle  MNP  serait 
rectangle,  en  N  par  exemple.  Dans  ce  cas,  MQ  étant  per- 
pendiculaire à  PQ,  la  période 

MR_;2i2j— au, 

et  son  opposée  MR'  auraient  le  même  module  que  MP,  de 
sorte  qu^on  aurait  deux  nouveaux  triangles  principaux, 
MQR,  MQ'R'. 

317.  On  a  souvent  intérêt  à  choisir  les  périodes  primi- 
tives 2(0^,  2(02,  génératrices  du  réseau,  de  telle  sorte  que 
leur  rapport  t'  ait  le  coefficient  s  de  sa  partie  imaginaire  po- 
sitif, et  le  plus  grand  possible. 

Soit 

2a,;z=.a;  +  p;i,      2(o;:iza;-h?;i. 

Ce  coefficient  est  égal  (307)  à 


s  désignant  Taire  du  parallélogramme  (20)',,  2(1)2).  Cette 
aire  étant  indépendante  du  choix  des  périodes  fondamen- 
tales (314),  on  voit  qu'on  devra  prendre  pour  2b}\  la  pé- 
riode de  module  minimum;  nous  avons  vu  le  moyen  de  la 
déterminer,  connaissant  les  périodes  initiales  2(0|,  20)2. 

Il  existe  une  infinité  de  périodes  qui,  associées  à  2tù\, 
forment  un  système  équivalent  à  (20)1,  2(1)3);  elles  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire.  On  pourra  prendre 
celle  d'entre  elles  que  l'on  voudra  pour  20)2,  en  choisissant 
son  signe  de  telle  sorte  que  s  soit  positif. 

Prenons,  par  exemple,  pour  20)2,  la  seconde  période  NP 
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du    triangle  principal  MNP  (Jig.  19).  L'aire  de  ce  triangle 
est    |S;   d'ailleurs,  MN  étant  son  plus  petit  côté,  P  sera 


n  plus  petit  angle;  Tun  au  moins  des  angles  M,  N,  par 

3' 


exemple  N,  sera  au  moins  égal  à  ^-  On  aura  donc 


S  PH        PN    .   ^,_   .    7t 

^y^'       MN        MN  ^        3 


II.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  elliptiques. 

318.  Nous  appellerons,  pour  abréger,  fonctions  ellip- 
tiques, les  fonctions  méromorphes  à  deux  périodes. 

Théorème.  —  Une  fonction  elliptique  entière  se  réduit 
nécessairement  à  une  constante. 

Car  son  module  reste  borné  dans  un  parallélogramme  des 
périodes,  et,  à  cause  de  la  périodicité,  dans  tout  le  plan. 

Théorème.  —  La  somme  des  résidus  d^ une  fonction  el- 
liptique f{ii)  par  rapport  aux  pôles  situés  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes  est  nulle. 

Car  cette  somme  est  égale  à  l'intégrale  — :  jf{u)du^  prise 

dans  le  sens  direct  autour  du  parallélogramme.  Or  celte  in- 
tégrale est  nulle,  car  deux  éléments  correspondants  pris  sur 
deux  côtés  opposés  sont  égaux  et  de  signe  contraire. 

On  nomme  ordre  de  la  fonctiony(a)  le  nombre  des  pôles 
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qu^eile  possède  dans  le  parallélogramme,  comptés  chacun 
avec  son  degré  de  multiplicité. 

Cet  ordre  est  au  moins  égala  i\  car  si  l'on  n'avait  qu'un 
pôle  simple,  le  résidu  correspondant  A  étant  différent  de 
zéro,  la  somme  des  résidus  ne  serait  pas  nulle. 

319.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f{u)  est  d'ordre  /: 
1°  Inéquation  f  {il)  z=jic,  où  c  est  une  constante  quelconque, 
admettra  dans  le  parallélogramme  l  racines,  égales  ou 
inégales;  2*"  la  somme  de  ces  racines  est  équivalente  à 
celle  des  pôles. 

Soient,  en  effet,  a,,  ...,  a/  les  pôles  àef{u)\  yu  •••?  T*  '^'^ 
racines  def(u)  —  c  =  o  dans  le  parallélogramme. 
1°  On  aura 

iTZlJ     f{u)  —  C 

rintégrale  étant  prise  autour  du  parallélogramme  ;  or,  jrrZc 

étant  évidemment  doublement  périodique  comme /(w),  celle 
intégrale  est  nulle. 
'A°  On  a,  d'autre  part, 

I    r  uf(u)    . 

2TtlJ     /{U)  —  C 

Deux  éléments  correspondants  de  l'intégrale  pris  sur  les 


côtés  opposés  AB  et  CD  {/ig*  20)  auront  pour  valeur  res- 
pective 

"/'(">    du 
/{u)-c 
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el 

(  u  -H  2a>j)  -~— ^ (—  du)    --.  —  (U  -1    2to,)  -■:- (tu. 

Leur  somme  sera 

La  somme  des  intégrales  suivant  les  côtés  AB  et  CD  sera 
donc 

Or  f{u)  —  c  reprend  la  même  valeur  aux  deux  limites. 
L'accroissement  de  son  logarithme  ne  peut  donc  être  qu'un 
multiple  de  air/,  tel  que  —  im^'^i.  La  somme  des  deux  in- 
tégrales sera  donc  im^iù^^ 

De  même,  la  somme  des  intégrales  suivant  BC  et  DA  sera 
de  la  forme  2m|(i)|.  On  aura  donc 

Sv  —  Sa  ^i  2m,a)i-i-  amjojj. 

320.  Théorème.  —  i°  Si  deux  fonctions  f{u),^{u)  aux 
mêmes  périodes  ont  les  mêmes  pôles  dans  le  parallélo- 
gramme, et  si  la  partie  infinie  de  leur  développement 
aux  environs  de  chacun  d'eux  est  la  même,  leur  dijjé- 
rence  est  une  constante; 

2"  S  i  deux  fonctions  f{u),  'f(«),  aux  mêmes  périodes, 
ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  dans  le  parallélo- 
gramme {avec  la  même  multiplicité),  leur  rapport  est  une 
constante. 

CdiT  f(u)  —  '>p(u)  dans  le  premier  cas,  -    ,    ,  dans  le  se- 

^./         T\/  r  '    o (u) 

cond,  sera  une  fonction  elliptique  entière.  C'est  donc  une 
constante. 


321.  Théorème.  —  Pour  que  deux  fonctions  elliptiques 
f{u)  et  ç(w),  admettant  respectivement  les  périodes  210^, 
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x  i02  et  2  ci)'^ ,  -ato^,  soient  liées  par  une  équation  algébrique, 
il  jaut  et  il  suffit  que  les  quatre  périodes  2(i>|,  awj,  2w',, 
'>.(i>2  se  réduisent  à  deux  périodes  distinctes. 

Supposons,  en  cflet,  qu'on  ait  la  relation  algébrique 

o  =.  F(/,  cp)  =  A/^4-  A,/^-»  -^. . .  + Ax, 

A,  A|,  ...  étant  des  polj'nômes  en  ç.  Changeons  dans  celle 
identité  u  en  m  4-  2/n',  co',,  m\  étant  un  entier.  Ce  change- 
ment n'altérant  pas  cp,  il  viendra 

o^  A/^(«H-  2m',tOj)  H- Ai/^-*(M-h  2/n',ai'j) -+-.... 

D'ailleurs,  /  ne  change  pas  si  Ton  augmente  u  de 
•>.ni\  Cl),  4-  2m2W2.  Posant  donc 

'xm\  (u'j  -h  2/Wia)i-h  2m,a)jr=  0, 
nous  aurons 

o  rr.  A/^(  w  H- ô) -h  Ai/^-»(« -h  8)  4- . .  .  =  F[/(a -h  8),  ott] 

Si  les  trois  périodes  2(o', ,  2a>i,  20)2  étaient  distinctes,  on 
pourrait  choisir  les  entiers  m,,  /n2,  m'^  de  telle  sorte  que  6 
devînt  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Les  coefficients 
de  chaque  puissance  de  o  seront  donc  nuls  séparément;  on  en 
déduit 

F  =  o,      -=o,      ^  =  0,     ..., 

d'où 

A  i=r  Ai=^.  .  .    -  o. 

Donc  f  (^),  satisfaisant  à  des  équations  algébriques  à  coef- 
ficients constants,  se  réduirait  à  une  constante. 

On  a  donc  nécessairement  entre  les  périodes  une  rela- 
tion de  la  forme 

(l)  2mj  (u'j -h  2/niWj-l- 2/W,CD|n:  o. 

On  démontrera  de  même  l'existence  d'une  autre  relation 
(?-)  2W',  0}',-+-  2/1,0)1 -h  2/1,  w,=ro. 
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Les  quatre  périodes  données  se  réduiront  donc  à  des  fonc- 
tions linéaires  de  deux  périodes  distinctes. 

322.  Kéciproquement,  supposons  rexislence  de  deux  re- 
lations telles  que  (i)  et  (2);  les  deux  fonctions/et  ff  seront 
liées  par  une  équation  algébrique.  En  efiet,  elles  admettent 
un  couple  de  périodes  communes 

aûj  r=i  —  am',  10',  -  1/71,0),  +  a  m]  (i>„ 

2Û,  -=  —  2  /l,  0)',  z  :  2  /l,   CD,  -T-  2/1,  0>i. 

Sur  ces  deux  périodes,  formons  un  parallélogramme  et 
soient  respectivement  jjl,  v  le  nombre  des  pôles  de  /et  de  ç 
qui  s'j  trouvent  contenus.  A  chaque  valeur  particulière  /o 
donnée  à  y  correspondent  jjl  classes  de  valeurs  de  u,  de  la 
forme 

i/,-h  2/n,û,+  2/njQ29         •  •    »         "{iH-  2/nil2i-l-  ^m^Q^, 

et  à  chacune  de  ces  classes  une  seule  valeur  de  ç.  Ainsi,  à 
chaque  valeur  de/répondent  [x  valeurs  de  0,  et  de  même,  à 
chaque  valeur  de  ^,  v  valeurs  de  /. 

D'ailleurs,  <f  considéré  comme  fonction  de  /  n'a  que  des 
points  critiques  algébriques.  Soient,  en  effet, /o,  Wo»  'fo  trois 
valeurs  correspondantes  de  /",  w,  'f.  Aux  environs  de  la  va- 
leur u  =  Uo,  les  fonctions  méromorphes  /  et  ^  admettront 
des  développements  de  la  forme 

a  et  P  étant  des  entiers  positifs  (si  /q,  ^q  sont  finis.  Daus  le 
cas  contraire,  on  aurait  des  développements  analogues  pour 

-^. ou  -  et  la  conséquence  serait  la  même). 

La  première  équation,  résolue  par  rapport  à  u  —  Uq^  don- 
nera son  expression  par  une  série  de  puissances  fraction- 
naires de  / — /q.  En  la  substituant  dans  la  seconde  équa- 
tion, on  obtiendra  une  expression  analogue  pour  cp  —  «o- 
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Donc  y  el  f  seront  liées  par  une  équation  algébrique  (30â). 
Celle-ci  sera  en  général  de  degré  ijl  par  rapport  à  o,  et  de 
degré  v  par  rapport  à  f.  Ce  degré  peut  toutefois  s'abaisser 
dans  certains  cas  particuliers.  Supposons,  par  exemple, 
que  /  et  cp  soient  des  fonctions  paires  de  u.  Les  diverses 
classes  de  valeurs  de  f  qui  correspondent  à  une  même  va- 
leur de  u  se  répartissent  en  couples,  tels  que  le  suivant 

Or,  à  toutes  les  valeurs  d'un  même  couple  correspond  une 
valeur  unique  de  «p,  de  sorte  que  le  degré  de  l'équation  en  ç 
sera  réduit  de  moitié.  Il  en  est  évidemment  de  même  de  son 
degré  en  /. 

323.  Corollaire  —  Toute  fonction  elliptique  f{u)  c^f 
liée  à  sa  dérivée  par  une  équation  algébrique. 

En  effet,  f'{u)  admet  évidemment  les  mêmes  périodes 
que /(//). 

Cherchons  le  degré  de  cette  équation.  Soient  U\^  ...,  "* 
les  pôles  dc/{u)  dans  un  parallélogramme;  ai,  ...,  a,  leurs 
ordres  de  multiplicité.  Aux  environs  de  l'un  d'eux,  wa,  on 
aura  un  développement  de  la  forme 

/{u)  1=  A(w  ^  uj,r^i  -f-  A»(«  -  M,.)-**^»--. .  .> 
d'oii 

Le  nombre  des  classes  de  valeurs  de  u  qui  correspondenl 
à  une  même  valeur  de/sera  égal  à  S  a^^,  et  le  nombre  de  celles 
qui  correspondent  à  une  même  valeur  de/'  sera 

L'équation  sera  donc  du  degré  Sa^  en/'  et  du  degré  SaA+' 
en  /. 

324.  Nous  venons  d'établir  quelques  propriétés  générales 
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des  fonctions  elliptiques;  mais  il  reste  à  prouver  l'existence 
effective  de  semblables  fonctions  et  à  les  construire.  Ce  sera 
l'objet  de  la  Section  suivante. 

III.  —  Les  fonctions  pu,  C'^  ^u, 
325.  Posons 


(0 


"-'•ii{-^) 


sommes  et  produit  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  (vqui 
sont  de  la  forme  ami  <0|  H-  im^^^  (le  sjstrme  m^  =  rn^^^  o 

excepté,  ce  que  rappellera  Taccent  dont  les  symboles  I  1  et  \ 

ont  été  affectés). 

Ces  expressions  sont  absolument  et  uniformément  con- 
vergentes dans  tout  domaine  borné  R  qui  ne  contient  aucun 
sommet  du  réseau  des  périodes.  En  effet,  le  terme  général 
de  pw,  par  exemple,  peut  s'écrire 

I  '   _    '-  ""'  —  ''*    ^ 

A  tendant  pour  (v  —  c»  verjs  la  limite  iu,  dont  le  module 
reste  borné  dans  R.  Or  on  a  vu  que  la  série  \  —  est  abso- 
lument convergente  (t.  I,  n*'  319). 

La  même  démonstration  s'applique  aux  séries  ^u  et  log<^//. 

On  a  évidemment 

(4)   /  rju-  -pu. 


348  SBCOIfDK  PIBTIB.  —   CHAPITRE   TI. 

Considérées  comme  foaclioQS  des  trois  variables  i/,  2(0,. 
2  0)2,  les  fonctions  c^,  Ç,  p  sont  homogènes,  de  degré  i,  — i, 
—  2  respectivement. 

Considérées  comme  fonctions  de  2(0| ,  2  (o^  seulement,  elles 
restent  invariables  par  toute  transformation  linéaire  de  dé- 
terminant ±  I .  Car  ce  changement  n'altère  pas  le  réseau  des 
périodes  w. 

Considérées  comme  fonctions  de  u  seul,  pu  est  une  fonc- 
tion paire,  ^u  el  <iu  des  fonctions  impaires.  Car  les  valeurs 
de  iv  étant  deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire,  on  peut 
changer  wen  —  w  dans  les  sommations.  Si  l'on  change  simul- 
tanément a  en  — u,  pu  reprend  sa  forme  primitive,  tandis 
que  l^u  et  du  changent  de  signe. 

326.  Les  pôles  de  pu  sont  les  points  2/ni  Wj -|- 2/W2W4. 
Us  sont  doubles.  Aux  environs  de  <^  =  o  on  a 

r  I         'iu       3  a*        4"* 


(a  —  w)^ 


Faisons  la  sommation,  remarquons  que  les  puissances  ini- 
paires  de  u  doivent  se  détruire;  enfin,  posons,  pour  abréger. 

nous  obtiendrons  le  développement 

(6)  P^~  ^  -|-CiW*-f-C,M*-+-.... 

La  fonction  l^u  a  pour  pôles  les  points  2/ni  (Oi  +  2/722(03. 
Ces  pôles  sont  simples  et  les  résidus  correspondants  soot 
égaux  à  I . 

Comme  Ça  a  pour  dérivée  — pu  et  que  Çw s'annule 

pour  u  =  o,  l'intégration  de  l'équation  (6)  donnera 


(7)  ç„=__c.-3--c,-^ 
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IniégraDt  de  nouveau  et  remarquant  que,  pour  u  =  o, 
log<^£/  —  logu  s'annule,  il  vient 

r/| ,  d^i  . . .  étant  des  polynômes  entiers  en  Ci,  c^,  .... 

D'ailleurs,  du  est  une  fonction  entière,  dont  les  zéros  sont 
les  points  2 mi  (0|  -|-  a  m^ (O2.  Ces  zéros  sont  simples. 

327.   Soit 

2  (O  =  2  p.,  b>|  +  a  p.2  h)j 

une  période  quelconque  du  réseau.  Le  changement  de  u  en 
//  +2(0  ne  fait  que  permuter  les  uns  dans  les  autres  les 
termes  du  développement 

Étant  absolument  convergent,  il  restera  inaltéré.  Donc 
p'(a  -+-  2  0})  =  p'w. 
Intégrons,  il  viendra 

p(w-h2w)—  pW-hC. 

Pour  déterminer  la  constante,  posons  m  =  —  a>  ;  il  viendra 

pw  =p(—  0))  -h  C  =  p(w)  -h  C. 

Donc  C  est  nul,  et  ptt  sera  doublement  périodique,  comme 
'ia  dérivée. 

Comme  on  sait,  en  outre,  qu'elle  est  paire,  l'équation 

pw  z=  pwo 
admettra  les  racines 

w  =  ±:  Wq  -^  période. 
Mais  elle  n'en  admettra  pas  d'autre,  car  pu^  n'ayant  qu'un 
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pôle  double  dans  chaque  parallélogramme,  ne  pourra  y  avoir 
plus  de  deux  zéros. 
Intégrons  Téqualion 

(9)  r("H-  2W)  —pu, 

nous  trouverons 

^{u  -h  210)      zl^U  -hC. 

Posons  encore  u  =-  —  w,  il  vient 

U:-^?(-a))-HC~     -;a>-4-C, 
C  :   -  2  îw. 

Posons 

(10)  T,,  =  îa),,  r,,--2.  îw,. 

>Jous  aurons,  en  particulier, 

^(u-\-  20)1)  -zÇm-I     27ii, 
ï(«  -h  2tuj)  ~  ;«4-  2T,j, 

et,  plus  généralement,  en  posant 

20)-    :  2  (J-idJ]  +  2  tXjOis, 
2 7j  ^^  2  |Xi  T,,  -+-  2  [Xj  O),  ---  2  ÎO), 
(il)  ï(w-{-2w)     =^Ça-H2T,. 

328.   Les  quatre  constantes  w,,  a>2,  t^i,  tjj  sont  liées  par 
une  relation  importante.  Pour  l'obtenir,  calculons  l'intégrale 

/  l^udu 

autour  d\in  parallélogramme  de  périodes  ABCD  {Jig-  21)- 

Fis.  Il, 


A  2ui. 


Considérons  deux  éléments  correspondants  des  deux  ioté- 
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grales  suivant  AB  et  CD.  Ils  sont  respectivement  égaux  à 

Leur  somme  sera  —  ir^^du.  On  aura  donc  pour  la  somme 
(les  deux  inlégrales 


^An 


'xr^^durz.    -4t,,Wi. 


Sur  les  côtés  BGet  DA,  les  éléments  correspondants  seront 

^udUf  —  ^{U  —  2if)i)  du  :    -    -  (ÏW     -  2YÎ,)c/w, 

et  la  somme  des  deux  intégrales  sera  4 ^2*^11  • 

L'intégrale  cherchée  sera  donc  4(wj71ï  —  T^a ^i  )•  Mais  elle 
est  égale  au  produit  de  2Tzi  par  la  somme  des  résidus  rela- 
tifs aux  pôles  contenus  dans  le  parallélogramme,   si  Ton  a 

tourné  dans  le  sens  direct  (c'est-à-dire  si  t  =  — ?  a  sa  partie 

^  2a>l  ' 

réelle  positive);  au  même  produit  changé  de  signe,  dans  le 

cas  contraire.   D'ailleurs   ^u   n'a  dans    le   parallélogramme 

(prun  seul  pôle,  dont  le  résidu  est  i. 

(Comparant  les  deux  expressions  obtenues,  nous  aurons 

•Kl 
(l'O  ^t'fït  —  ^i'^^t  "^"2"' 

z  étant  égal  à  -h  i  ou  à  —  i,  suivant  que  t  a  sa  partie  imagi- 
naire positive  ou  négative. 

329.    Intégrons  Téquation  (i  1),  il  viendra 

loga'(a  -f-  30))  =1  logc^w  -h  27)«  4-  const., 

Si  0)  n'est  pas  une  période  (et  en  particulier  si  aw  est  une 
période  primitive),  rfw  n'étant  pas  nul,   on  pourra   encore 
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déterminer  la  constante  en  posant  u  =  —  (o.  On  trouve  ainsi 

d'où 

C  -  —  e*^" 

et 

Dans  le  cas  le  plus  général,  aco  sera  un  multiple  d'une 
période  primitive  20)'.  Soit 

awiiX.aw',         2T,  — X.27j'. 
La  formule  précédente  donnera 

a'(//  -h  20))  —  ^[U  -h  (X  —  l)2(i>'  -H  20)') 

—  _  gïYl'[ii+(lX-l)a>']  ^'l^^  _^  (X  — l)2w'] 
-—  / j\>gïTj'iX«-»-(ïX— i)&)'-»-(tX— ï)<i>'+...]  ^^ 

~  (— i)Xe«n't^»+>'*w')3'£^  — (_i)Xe'^(ii+«)^tf. 

Cette  formule  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
gement du  facteur  —  i  en  ( —  i)^,  qui  sera  égal  à  -h  1  lorsque 
(i>  est  une  période. 

Ces  résultats  peuvent  se  condenser  dans  la  formule  sui- 
vante : 

(^{u  -k  2w)  =  (  — i)l*.+l*i-^M*ie''J^«-^«>  (^u 
(i3) 

(     (o)  —  (Xia>,4-  |x,(D„  T^  =  (X|T,,-H  (XjY},)- 

330.  Cherchons  l'équation  algébrique  qui  lie  p' u  à  pu 
(323). 

A  cet  effet,  formons  un  polynôme  en  pw  et  p'w  qui,  dan^ 
un  parallélogramme  donné,  n'admette  plus  de  pôles.  Ce  sera 
une  fonction  elliptique  entière  et,  par  suite,  une  constante. 
Si,  de  plus,  il  s'annule  pour  une  valeur  de  u,  il  sera  identi- 
quement nul;  ce  sera  donc  le  premier  membre  de  l'équation 
cherchée. 

Choisissons  un  parallélogramme  qui  contienne  l'origine; 
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pu  et  p'uj  auront  un  pôle  unique  w  =  o,  aux  environs  du- 
(|uel  on  a 

p'»«-4p»«3r    -^S'i^îï— ^°Xi+--- 

Posant  donc,  pour  abréger, 

(i4)  g,^6o^-^,,        ff,  =  t/,o^±, 

le  polynôme  p'^u  —  ^p^u  ■+■  giipu-\-  g^,  non  seulement 
n*aura  plus  de  pôle,  mais  s'annulera  pour  u  =  o.  L'équation 
cherchée  est  donc 

(i5)  p'*— 4p*— ^îP— ^». 

331.  Dérivons  cette  équation   et  supprimons  le   facteur 
commun  ^p'.  11  viendra 

(16)  p^^ep'^^g,. 

Substituons  dans  cette  équation  le  développement 

L'identification  des  termes  en  u^"-^  donnera 
d^où 

J.  -  II.  23 
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Cette  formule  récurrente  permet  d'exprimer  Cs,  c^, 
par  des  polynômes  entiers  en  C|,  c^.  Mais 


(.8)     c.  =  3^;l  =  J3A'..         ^«=5^'.-^ 


Tous  les  coefficients  c»,  Cj,  c»,  . . .  sont  donc  des  poh- 
nômes  entiers  en  ^a,  g^.  De  même  pour  les  coefficients  rf,, 
^2?  •  •  •  d»  développement  (8)  de  iu. 

Les  quantités  ^j,  ^3  sont,  d'après  leur  définition,  homo- 
gènes d'ordre  —  4  et  —  6  en  (i>i,  coj.  D'autre  part,  pu,  ^« 
sont  homogènes  d'ordre  —  2  et  i  en  e/,  Wf,  W2.  D'après  cela, 
le  polynôme  Cn  ne  devra  contenir  que  des  termes  M^î^r  ^" 
les  exposants  satisfassent  à  la  condition 

—  !\\  —  6jjL-f-a/i=:  —  3. 

On  aura,  par  suite, 

a,  ,3,  Y»  3,  ...  étant  numériques. 

La  même  observation  s'applique  aux  polynômes  d„. 

332.  Prenons  les  dérivées  successives  de  l'équalion  (16). 
en  remplaçant,  à  mesure  qu'elles  s'introduisent,  les  quan- 
tités p'^  et  p"  par  leurs  valeurs  enp;  on  trouvera 

(19)  \ 
jV^=  I2(j)'-+  pp")  HZ  I9.(lop»-  \g^p  —  g^\ 

et,  généralement, 

(20)  p^*"^=P«^„  p(««^»>=:Q„p', 

P«+i  etQ/i  étant  des  polynômes  entiers  en  pw,  dont  le  de- 
gré est  marqué  par  leur  indice,  et  dont  les  coefficients  sont 
des  polynômes  en  ^2  et  ^3,  le  premier  étant  purement  numé- 
rique. 
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Soil 

un  de  ces  polynômes.  11  doit  être  homogène  de  degré  —  'im 
en  £/,  Cl),,  0)2;  ses  coefficients  auront  donc  la  forme 

(i^  6,  . . .,  y  étant  numériques. 

Les  équations  (19),  (ao)  résolues  par  rapport  à  j)',  pp\ 
p',  ...  donneront  réciproquement 

(  />'=^  \  P'  -H  'h^'t.  PP'=^  hP"^ 

(21)  {     ,       I    /p»^       3  \ 
et,  généralement, 

(22)  l 

^     ^  1  p«p'=Cp'*''^«)-4-C,j)'"*-»-^...4-G«p', 

où  B,  C  sont  des  constantes,  et  B, ,  . . . ,  B;,,  d ,  . . . ,  C/i  des 
polynômes  en  g2y  ^3,  dont  Thomogénéité  permettra  d'écrire 
de  suite  la  partie  littérale.  On  aura  en  particulier  B,  =  o, 

C|=  G. 

333.   Posons 

P^x  —  exy         pw,:=c„         pw.,=  ej. 

Ces  trois  quantités  sont  distinctes,  car  ni  les  sommes,  ni  les 
différences  des  quantités  w,,  Wa,  coj  ne  sont  des  périodes. 
Ce  sont  d'ailleurs  les  racines  de  l'équation  du  troisième 


degré 


4p^— é'îP  — A'a- 


£n  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à 
p'^a.  Or  p' u  étant  doublement  périodique  et  impaire,  on 
aura 

J>'<^i  =  P'(wi— 2a),)=p'(— w,)=— jVwj  — o. 

On  voit  de  même  que  p'(i>2  =  o,  p'coj  =  o. 
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L^équation  sera  donc  satisfaite  pour  m  =  w,,  w^,  w,,  d'où 

Les  quantités  e^,  e^,  e^  sont,  diaprés  leur  déGnition,  ho- 
mogènes de  degré  —  2;  elles  satisfont  aux  relations 


Les  constantes  g2^  g^  ^^  nomment  les  invariants  du  réseau 
'4m|(i>i  +  27713(1)2;  elles  ne  dépendent  pas,  en  effet,  du  clioi^L 
des  périodes  fondamentales. 

Nous  aurons  à  considérer  deux  autres  invariants  : 

I®  Le  discriminant 

A  =  iG(ei—  e,  )*  (e,—  e,)«  (c-,—  e^y  =  g\'^  27.^*. 

11  est  d'ordre  — 12  en  w^,  (02.  Nous  avons  vu  qu'il  est  tou- 
jours différent  de  zéro. 
2**  Uinvariant  absolu 

or» 

A 

Il  est  d'ordre  zéro,  et,  par  suite,  ne  dépend  que  du  rap- 
port T  des  périodes.  Il  reste  invariable  si  l'on  change  t  en 

71,  H-  71,  T 


^— ,  ce  qui  revient  à  changer  le  système  des  périodes 


77ij  -h  77l2'C 

fondamentales. 

334.  Jusqu'à  présent,  prenant  pour  point  de  départ  deux 
périodes  2(0i,  20)2,  dont  le  rapport  ne  soit  pas  réiel,  nous 
avons  défini  pa,  ^2»  gz  et  établi  les  relations 

^  =  gl-Vgl<Oy 

Suivons  maintenant  la  marche  inverse.  Donnons-nous  a 
priori  deux  constantes  g2,  gz  satisfaisant  à  l'inégalité  A^o. 
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Nous  éludierons  Féquation  difTërenliellc 

nous  montrerons  qu'elle  admet  comme  solution  une  fonction 
pUj  dont  nous  déterminerons  les  périodes  en  fonction  de 

L'équation 

a  trois  racines  inégales  e»,  ^2,  e^.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
les  supposerons  numérotées  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre 
en  tournant  dans  le  sens  direct  autour  du  triangle  ^{^2^3. 

Soit  Zq  un  point  quelconque  différent  de  et,  e^^  e^.  Il  con- 
viendra, pour  plus  de  symétrie,  de  le  supposer  situé  à  Tinté- 
rieur  du  triangle  e^  e^e^.  En  ce  point,  le  radical  y/Z  aura  deux 
valeurs  égales  et  opposées;  nous  désignerons  par  y^Zp  l'une 
d'elles,  choisie  à  volonté;  l'autre  sera  —  y^^o- 

Soit  enfin  u^  une  constante  choisie  à  volonté. 

D'après  une  proposition  fondamentale  que  nous  établirons 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles,  il  existe  une 
fonction  analytique  z  de  la  variable  u  qui  satisfait  à  l'équation 
diflTérentielle,  et  qui,  pour  la  valeur  initiale  u  =  Uqj  se  réduit 
à  Zqj  le  radical  y^  prenant  en  même  temps  la  détermina- 
tion v/Zo-  En  suivant  de  proche  en  proche  la  variation  de 
cette  fonction,  on  ne  pourra  rencontrer  de  point  critique 
que  lorsqu'elle  deviendra  infinie  ou  prendra  l'une  des  va- 
leurs «,,  ^2,  ^3  qui  sont  critiques  pour  y/Z,  considéré  comme 
fonction  de  z. 

33S.  I**  Supposons  que,  pour  une  certaine  valeur  de  u, 
telle  que  i/,,  z  devienne  égal  à  l'une  des  racines  e, ,  62,  e^, 
par  exemple  à  64.  Le  point  Ui  ne  sera  pas  critique.  Posons, 
en  effet,  z=:  ei-{-  t^;  l'équation  différentielle 
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sera  transformée  en 


La  valeur  ^  =  o  n'étant  pas  un  point  critique  pour  le 
nouveau  radical,  w  =  «,  sera  un  point  ordinaire  pour  la  fonc- 
tion t  et  aussi  pour  5  =  e,  +  t^, 

2®  Supposons  maintenant  que,  pour  m==z/|,  z  devienne 

infini.  Ce  point  sera  un  pôle.  Posons,  en  eflFet,  5  =  -j-  L'é- 
quation différentielle  deviendra 


,a^-=7iv/4^^^^-^.^' 


ou 

1 


du 


^±L-?j!l±Ii!l\    'dt^±{i-hoitt'-hoL,t'-^,.,)dL 


Intégrons  à  partir  des  valeurs  initiales  simultanées  ^  =  0, 
u  =  U\,  il  viendra 


u  —  lli 


<--?^'--> 


et,  en  résolvant  par  rapport  à  t, 

La  fonction  z  est  donc  méromorphe,  et,  aux  environs  de 
chacun  de  ses  pôles,  tel  que  «i,  la  partie  de  son  développe- 
ment qui  ne  s'annule  pas  se  réduit  à  , -,• 

336.  Cherchons  à  déterminer  les  valeurs  de  u  pour  les- 
quelles z  prend  une  valeur  déterminée  5'.  L'équation  diffé- 
rentielle peut  s'écrire 

y/Z 
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et  en  intégrant  de  ^o  à  ^' 

r  dz 

Le  signe  de  y^Z  est  d^ailleurs  fixé  par  la  condition  que, 
pour  la  valeur  initiale  z  =  5o>  i'  se  réduit  à  v/Z©. 

Nous  avons  à  chercher  les  diverses  valeurs  que  peut  prendre 
cette  expression  lorsqu^on  fait  varier  la  ligne  d'intégration 
suivie  de  z^  à  z'.  A  cet  effet,  menons  une  ligne  déterminée 
L  {Jig'  22)  entre  Gq  et  5';  joignons  d'autre  part  ;;o  aux  points 
C\t  ^2>  ^3  par  des  lacets  L|,  L2,  L3  respectivement  formés 
par  des  lignes  \^y  ).,,  X3  intérieures  au  triangle,  et  par  des 
cercles  infiniment  petits  e«,  ^2,  e^. 

Fig.   23. 


On  sait  que  tout  chemin  tracé  de  z^  à  5'  est  équivalent  à 
une  combinaison  de  lacets,  suivis  de  la  ligne  L  (t.  I,  n®  227). 
Deux  chemins  équivalents  donnent  d'ailleurs  la  même  valeur 
à  l'intégrale  (t.  I,  n«>  199). 

L'intégrale  suivant  le  lacet  L|  se  compose  des  intégrales 
suivant  \^ ,  suivant  C|  et  suivant  la  ligne  de  retour  X~* .  Celle- 
ci  est  égale  à  la  première,  car  leurs  éléments  correspondants 
sont  les  mêmes,  ne  différant  l'un  de  l'autre  que  par  un  double 
changement  de  signe,  celui  de  du^  et  celui  de  y/Z  produit 
par  la  rotation  faite  autour  du  point  critique  e^.  D'ailleurs, 
si  le  rayon  du  cercle  tend  vers  zéro,  l'intégrale  suivant  e^ 
tendra  vers  zéro  (256)  et  celle  suivant  \  vers  une  limite  dé- 
terminée (234)  que  nous  désignerons  par  A|. 
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Ce  résultat  est  indépendant  du  sens  dans  lequel  le  lacet  a 
été  décrit;  nous  aurons  donc 

On  doit  toutefois  remarquer  que  si  l'on  avait  décrit,  avant 
le  lacet  considéré,  d'autres  lacets  en  nombre  (jl,  cette  opé- 
ration aurait  multiplié  y/Z  par  ( — i)!*,  de  sorte  que  l'inté- 
grale serait  dans  ce  cas  égale  à  ( —  i^'i^t. 

Les  intégrales  suivant  les  lacets  La,  L~^,  Lj,  L^*  seront  de 
même  égales  à 

EnGn,  la  valeur  de  l'intégrale  suivant  L  étant  désignée 
par  I,  cette  valeur  deviendra  égale  à  —  I,  si  L  a  été  précédé 
d'un  nombre  impair  de  lacets. 

Les  valeurs  cherchées  de  u  sont  donc  données  par  la  for- 
mule générale  ^ 

u—  liQ-h  2/iiA,-ha/i,A,-+-  2/i3A3  4-(— O^t^^'^^^'l, 

'îij  ^2i  '^3  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  dont  la 
somme  est  égale  à  o  ou  à  i,  suivant  que  le  nombre  des  lacets 
est  pair  ou  impair. 

337.  Posons  71 1  =  m2,  /i2  =  —  mi,  et 

Je''  dz 

JC^^  dz 

La  formule  ci-dessus  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes 

a=z  2mi<DiH-  2/w,a),4-  ï  4-  w©» 

«  =:  2/nia)j4-  2  WjWjH-  2A3 —  1  -h  «©. 
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Donc  z  est  une  fonction  elliptique  d'ordre  2,  aux  périodes 

Ses  pôles  étant  doubles,  il  n'y  en  aura  qu'un  dans  chaque 
parallélogramme.  Pour  déterminer  leur  situation,  concevons 

que  le  point  z'  s'éloigne  à  l'infini,  et  intégrons  -^le  long 

d^un  contour  fermé  (Jig'  23)  : 

Fig.  a3. 


I®  Par  la  ligne  Zq  3';  2**  un  cercle  G  de  rayon  infini  passant 
par  z',  décrit  dans  le  sens  rétrograde;  3®  la  ligne  z^Sq',  4**  les 
lacets  Lj,  L|,  Lj.  Ce  contour  ne  renfermant  pas  de  point  cri- 
tique, l'intégrale  sera  nulle. 

L'intégrale  suivant  C  est  nulle  (2S6).  Mais,  en  décrivant 
ce  cercle,  qui  entoure  les  trois  points  critiques,  on  a  changé 

le  signe  de  y/Z.  L'intégrale   /     sera  donc  égale  à  ./     ;  les 

intégrales  suivant  les  lacets  seront  — •  2  A3,  -f-  2A,,  —  2A2. 
On  aura  donc 


f     —  2A3- 


,-H2  A,  — 2A,— .  o, 

d'où 

^Aj  — Ai-h  Aj. 


i 

Mais  Wo~l-  /     est  Tune  des  valeurs  de  u  qui  correspondent 
à  z  =  co;  donc  1/0  + A3 — ^A^-h  Aj  est  l'un  des  pôles  cher- 
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chés,  et  leur  formule  générale  sera 

M  =z  2/?îjtui-h  2Wjti>5-+-  Wq"^  "^j  —  Aj-h  Aj. 

Donnons  à  la  constante  i/o  la  valeur  particulière 

—  A3-+-A,  — Aj, 

z  ne  sera  autre  chose  que  la  fonction  pu  construite  sur  les 
périodes  atoi,  2ti>2,  car  ces  deux  fonctions  ont  les  mêmes 
pôles,  et  leurs  développements  aux  environs  de  chacun  d'eux 
ont  non  seulement  même  partie  infinie,  mais  même  terme 
constant,  à  savoir  zéro. 
On  aura  d'ailleurs 

Posons,  en  effet,  5'  =  e\  et  prenons  pour  L  la  ligne  \\ ,  pour 
laquelle  I  =  A|.  La  formule 

qui  donne  les  valeurs  correspondantes  de  w,  deviendra 
w  =  ^/;î,io,-i-  ?, msWj —  A3-+-  2  A, —  Aj 

et  se  réduira  à  to,  en  prenant  m^  =  o,  m^  =  —  i  • 
Pouri;  =  <?2,  1=  x\2,  7?î|  =  m2  =  o,  on  aura  de  même 

et  pour  w  =:  es,  I  =  A3,  mi  =  m2  =  —  i,  on  aura 

338.  Les  constantes  Tt,,  7^2,  r^^  peuvent  être  exprimées, 
comme  les  demi-périodes  lOi,  too,  Wj,  par  des  intégrales  dé- 
finies. On  a,  en  effet, 

et,  en  intégrant  de  w  ù  w  -+-  aco,. 


I  pu  dit 

H 
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Posons 

p«  m  5,  d'où  du  =  -,?.  • 

La  difTéreatlelle  à  intégrer  deviendra  ^^  ;  on  devra  l'inté- 

grer  suivant  une  ligne  telle  qu'en  la  parcourant  u  croisse  de 
2<i>|.  On  pourra,  par  exemple,  prendre  le  contour  formé  par 
les  deux  lacets  L3,  L,,  ou  le  contour  équivalent  K  formé  par 
la  ligne  ^:2^3  {fig*  ^4),  le  cercle  Cs,  la  ligne  6^62^1  le  cercle  C2. 

Fig.  ai. 


Or  les  intégrales  suivant  les  petits  cercles  sont  nulles,  etTin- 

tégrale  suivant  e^e^  est  égale  à  l'intégrale  suivant  ^2^3.  On  a 

donc 

r    zdz 

On  peut  calculer  de  même  7^27  ^3  ;  donc 

r"-  z  dz 

^3  =  -/  -77- 

Tout  le  système  des  quantités  w,,  0)2,  «03,  t^,,  t,2,  vis  n'est 
défini  qu'au  signe  près  par  les  formules  ci-dessus,  car  si  l'on 
remplaçait  y/Zo  par  son  opposée  —  y/Zo,  le  radical  y  Z  chan- 
gerait de  signe  tout  le  long  des  lignes  d'intégration. 
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339.^  Les  intégrales  a>i,  o>2,  W3,  tj,,  t,2,  7^3  sont  des  fonc- 
tions continues  de  g^^  g^j  tant  que  ces  paramètres  ne  fran- 
chiront pas  un  système  de  valeurs  tel  que  ^1,  ^2?  ^3  soient 
en  ligne  droite. 

On  a,  en  effet,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

fzdz 

et  de  même 

rdz 

Soit  K!  un  contour  fermé  enveloppant  K,  mais  laissant  le 
point  Ci  à  son  extérieur  (fig.  aS).  Le  radical  y/Z  étant  sv- 

Fig.  a5. 


37)1: 


nectique  entre  K  et  K',  on  pourra  remplacer  les  intégrales 
suivant  K  par  des  intégrales  suivant  K'.  Celles-ci,  pouvant 
être  dérivées  sans  difficulté  par  rapport  à  chacun  des  para- 
mètres g2  et  g^y  seront  continues. 

340.  Théorème.  —  Les  périodes  awi,  aa)2,  %tùi  forment 

un  triangle  principal;  et  les  rapports  —  >  —  >  —  auront 

leur  partie  imaginaire  positive. 

Cherchons,  en  effet,  comment  varie  l'argument  a  du  rap- 
port 

dz  dz 


Soit  ao  la  valeur  de  cet  argument  au  commencement  du 
côté  ^2^3.  Lorsque  z  décrit  ce  côté,  les  arguments  de  d^^ 
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z  —  ea,  z  —  Ci  ne  changent  pas.  Celui  de  ^  —  et  s'accroît  de 
Ci  y  angle  au  sommet  Ci  du  triangle.  Donc,  sur  le  côté  consi- 
déré, a  décroîtra  de  a^  k  Gq  —  j 


/\ 


î^i. 


L'intégrale  cof  étant  la  limite  d^une  somme  d'éléments  dont 
les  arguments  sont  compris  entre  ces  deux  valeurs  extrêmes, 
son  argument  sera  compris  dans  le  même  intervalle  (t.  ], 
n**  184).  On  aura  donc 

argo),  =  «0—  Oi  i  É-i,         o  <  e,  <  I . 

Si  maintenant  z  passe  d'un  élément  infiniment  voisin  de  e^ 
et  situé  sur  63^3  à  un  autre  élément  infiniment  voisin  situé 
sur  63 e«  (en  restant  dans  l'intérieur  du  triangle),  les  argu- 
ments de  z  —  ei,  z  —  €2  n'auront  pas  varié  ;  celui  de  ^  —  e^ 

aura  décru  de  e^;  enfin  celui  de  dz  sera  accru  de  n — e^. 
L'argument  a  aura  donc  au  début  du  côté  6^6^  la  valeur 

Le  long  de  ce  côté,  il  décroîtra  de  ^  62  ;  on  aura  donc 


argo),  =  ao  H 1-  Ôj  ^  e,,         o  <  6,  <  i 


et,  par  suite, 


Cette  expression  est  comprise  entre  -  et  iz.  Donc  ~  a  sa 

partie  imaginaire  positive.  D'ailleurs,  soit  ABC  le  triangle 
formé  sur  AB=  2101,  BC  =  awj,  CA=  aw.,.  L'argument  de 

—  représente  évidemment  le  supplément  de  l'angle  inté- 
rieur B.  Celui-ci  est  donc  aigu. 

Comme  on  peut,  dans  le  raisonnement  ci-dessus,  permu- 
ter circulairement  les  indices  i,  2,  3,  on  voit  que  le  triangle 
ABC  est  acutangle.  C'est  donc  l'un  des  deux  triangles  prin- 
cipaux. 
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341.  Quelques  cas  particuliers  intéressants  sont  à  si- 
gnaler : 

1°  Le  triangle  ei^2^3  est  infiniment  aplati;  et  les  trois 
points  Ci  y  62,  es  sont  en  ligne  droite.  Dans  ce  cas  limite,  le 
triangle  ABC  sera  rectangle.  (Si,  pour  fixer  les  idées,  on 

suppose  63  compris  entre  e^  et  e^,  les  angles  d  et  e^  seront 
nuls,  et  2(i>2  perpendiculaire  à  2(0,.) 
En  vertu  de  Tégalité 

la  droite  etC^e^  passera  par  l'origine;  soit  X  son  argument: 
on  pourra  poser 

El,  E2,   E3,  G2,  Gj  étant  réels. 

Puisque  e^^  ^2,  €3  sont  les  racines  de  l'équation 

El,  E2,  E3  seront  les  racines  de  l'équation 

4^'— G^/  — Gj=:o, 

Elles  sont  réelles;  donc  on  aura 

Gî-27Gî>o, 
et  l'invariant  absolu 

^î  G' 

^'"^Î~^7^Î'"gî-27G^ 
sera  réel  et  >  i . 

Cette  dernière  condition  est  suffisante  pour  caractériser 
0.8 
ce  cas.  Car,  J  étant  réel,  ^  le  sera.  On  pourra  donc  poser 

^3 

G  a  et  Gs  étant  réels,  puis 

e,  =  E,e^>',         e,z=E,«'\         e^zziEje'^; 
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E|  y  Ej,  E3  seront  les  racines  de  Téquation 

4/i_G,^~.G,  =  o, 

On  a  d^ailleurs 

j_         G\ 

quantité  qui  ne  peut  être  >•  i  que  si  son  dénominateur  est 
positif.  Donc  E|,  Ea,  E3  seront  réels,  et  les  points  et,  es,  Cj 
en  ligne  droite. 

3i2.  2°  Si  J  est  réel,  mais  <  i,  GJ —  ^7^3  sera  négatif, 
et  Téquation  en  t  aura  une  racine  réelle  E3  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées 

E^z=lle'^         E,i=He-'«,  (H  réel). 

On  aura  donc 

et,  les  quantités 

e,-^,  =  e'^(E,— Ile-'-*), 

avant  le  même  module,  le  triangle  t'i^ae.-!  sera  isoscèle. 

Réciproquement,  si  les  deux  côtés  e^Ci,  e^Ct  sont  égaux, 
leur  bissectrice  passera  par  l'origine,  qui  (en  vertu  de  l'é- 
quation Cl  -4-  Ci  +^3  =  0)  est  le  centre  de  gravité  du  triangle. 
£n  désignant  par^  son  argument,  on  pourra  mettre  ei, 63,^3 
sous  la  forme 

ei  =  IIe'(>^-^«^         e,  =  He'(^-«),         e,  =:  E,e'\ 
H  et  Es  étant  réels.  On  en  déduit 

D'ailleurs,  l'équation 

4/3_G,f  —  G,  =  o 
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ajant  pour  racines  les  quantilés 

dont  une  seule  est  réelle,  on  aura 

GJ— 27Gî<o      et      J<i. 

343.  Ce  cas  peut  encore  être  caractérisé  par  la  condition 
que  le  triangle  ABC  des  périodes  soit  isoscèle. 

Soient,  en  effet,  /  la  longueur  commune  des  deux  côtés 
^3^1,  ejeai  |x  Tangle  qu'ils  forment  avec  la  bissectrice;  on 
aura 

Posant  donc 

l'intégrale 

dz 


CDi=:    /  = 


l)(^  — e,)(5— tf,) 

deviendra 

Si,  dans  l'intégrale 

•A.  v/z 

nous  posons  de  même 

nous  aurons  une  transformée  identique,  sauf  le  changemcD^ 
du  signe  de  [jl. 
Donc 

e*ti)i       et       —  e*a), 

seront  des  quantités  conjuguées  et  auront  même  modulC' 
Donc  I  (1),  I  =  I  (1)2 1  et  le  triangle  ABC  est  isoscèle. 

Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  |  a)||  =[(«)j|.  Ap" 
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pelant  ~  cette  quantité,  nous  pourrons  choisir  deux  nou- 
velles quantités  X  et  [x,  telles  que  l'on  ait 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  expressions 

il  viendra 

^.=  ^^-  e«'X  V ' > 

— 14?  ïixV' ! 

^*~'   p«    ^      ^  (m,e'>-}-m,e-'>)*' 

Les  sommes  qui  figurent  dans  ces  expressions  sont  réelles, 
car  les  termes  où  m;  =  /n2  sont  réels,  et  les  autres  sont  con- 
jugués deux  à  deux,  si  Ton  associe  ceux  qui  se  déduisent 
Tun  de  l'autre  en  échangeant  mi  avec  ma.  On  aura  donc 

G2  et  Gs  étant  réels.  Donc  J  sera  réel;  mais  il  sera  <[  i  ;  car, 
lorsque  J>i,  nous  avons  vu  que  ABC  n'est  pas  isoscèle. 
mais  rectangle. 

344.  Deux  cas  plus  particuliers  encore  méritent  d'être  si- 
gnalés. 

3*^  Si  J.=  I,  d'où  gi=  o,  l'équation 

45»  — ^,5  —  ^,  =  o 

aura  une  racine  nulle  et  deux  racines  égales  et  opposées.  Le 
triangle  ei^2^3  sera  à  la  fois  isoscèle  et  infiniment  aplati,  et 
le  triangle  ABC  sera  à  la  fois  isoscèle  et  rectangle. 
4**  Si  J  =  o,  d'où  ^2  =  o,  l'équation 

4s'  — /T»^  — ^3  =  0 
J.  —  II.  a4 
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se  réduira  à  la  forme  binôme  el  Ton  aura 

«ICI        4lCj 

e,— c,:ci  — ejie,— ci::i:e  •  :«  *  - 

Les  triangles  e^e^e^  et  ABC  seront  équilatéraux. 

Réciproquement,  si  ABC  est  équilatéral,  g^  sera  nul;  on 
aura  en  effet 

SiCi 

Substituant  cette  valeur  dans  Texpression 
elle  se  réduira,  à  un  facteur  commun  près,  à  la  somme 
Or  on  a 


[— m,(n-tf  >  j-4-/nJ 


ou,  en  posant  —  /Wi  -H  m^  =  m, ,  —  mi  =  m^, 

îlti^l/  I  lit/ 

7  ^ 

Donc  S  =  o  el  ^2  =  o,  J  =  o. 


345.  Il  résulte  de  Texamen  de  ces  cas  particuliers  q" 
général,  si  le  triangle  e^e2e^  a  deux  côtés  inégaux  ^i ^5 
^1^1,  les  modules  des  périodes  correspondantes  20)1»  ^^* 
ront  inégaux. 
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Soît,  pour  fixer  les  idées,  ea^s  <  e^Ct  ;  on  aura 

En  effet,  si  nous  déformons  le  triangle  ei  e^e^  d'une  manière 
quelconque,  de  telle  sorte  que  «a^i  reste  <[e3C|,  la  diffé- 
rence |2(i)2|  —  |2(«>i|)  ne  pouvant  s'annuler,  conservera  un 
signe  constant.  Pour  reconnaître  qu'elle  est  positive,  il  nous 
suffira  de  considérer  un  cas  particulier. 
Soit,  par  exemple, 

^j  = — a  —  A,         ^j  =  —  a -h  h,         e^^zz^a, 

a  ei  h  étant  positifs,  et  h  infiniment  petit.  On  aura 

f-'^^^dz  /••'•    dz 

Posons 

ces  intégrales  deviendront 

/•"'  dt 

J^x   v^(— 3a4-A0(^*— i) 


2U>t 


I 

la  quantité  finie 


dt 


La  première  a  ses  éléments  réels  et  son  module  a  pour  limite 


dt 


La  seconde  a  ses  éléments  purement  imaginaires  et  de 
même  signe,  et  son  module  est  plus  grand  que  l'intégrale 


r 


dt 


\    y/{3a-ht)(t*-i) 
k  désigoant  un  nombre  positif  arbitraire,  moindre  que  -y 
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Si  nous  supposons  h  Infiniment  petit,  celle  dernière  inté- 
grale aura  pour  limite  la  suivante 


/' 


dt 


\'6ai^t'^—i) 


laquelle  tend  vers  00  si  A-  croît  indéfiniment.  Donc  1 2  (>>a  |  aura 
pour  limite  90,  et  Ton  aura  bien 

lao),  |>|2a)i|. 

346.  Une  fonction  elliptique/(w),  aux  périodes  ati)|,2Ui 
peut  s'exprimer  de  trois  manières  différentes  par  les  fonc- 
tions <3'w,  ÎJm,  pu, 

I®  Par  un  quotient  de  fonctions  ^.  —  Ce  procédé  de- 
mande qu'on  ait  déterminé  les  zéros  et  les  pôles  de/(w).Les 
zéros  Ae  pu  formeront  un  certain  nombre  de  classes,  en 
réunissant  ensemble  ceux  qui  sont  équivalents  (d'après  la 
définition  du  n^  314).  Soient  n  le  nombre  de  ces  classes;  ^n 
a2,  ...  1  an  des  zéros  déterminés  choisis  respectivement 
dans  chacune  d'elles.  Nous  supposerons  que  tous  ces  zéros 
sont  simples;  s'il  y  en  avait  de  multiples,  nous  n'aurions 
qu'à  poser  a,  =  «2  =  ...  dans  la  formule  que  nous  allons 
obtenir. 

Les  pôles  formeront  également  n  classes;  nous  en  choisi- 
rons un  dans  chacune  d'elles;  nous  obtiendrons  ainsi  /tp^^^^ 

On  a  la  relation 

ai  +  aj-f-.  ..-+-«!»=  61-+-  ^1 -H. .  .-h  ^«4- période. 

Car,  si  nous  considérons  un  parallélogramme  quelconque  de 
périodes,   il   contiendra  n  zéros   ai ,    . .  . ,    a,,   et  n  f^^^^ 
pM  •  •  M  P/i  entre  lesquels  existe  une  relation  de  ce  genre  et 
qui  ne  diffèrent  respectivement  de  ai ,  . . . ,  ûf,i  et  è^,  •  '  *' 
que  par  des  périodes. 

En  remplaçant  «;,,  par  exemple,  par  un  autre  zéro  de  la 
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même  classe  convenablement  choisi,  on  fera  disparaître  la 
période,  de  manière  que  Ton  ail  simplement 

ai 4-. . . -h  a«=  ^, -h. . . -^  ^„. 

Cela  posé,  la  fonction 

a  mêmes  pôles  el  mêmes  zéros  que/u.  Elle  a  d'ailleurs  les 
mêmes  périodes,  car  si  l'on  change  u  en  w-hacoi,  par 
exemple,  elle  se  reproduit  multipliée  par  le  facteur 

On  aura  donc 

(25)  /"-^c^(^_6,)...^("-^j' 

C  désignant  une  constante.  Pour  la  déterminer,  on  donnera 
à  u  une  valeur  particulière,  pour  laquelle  on  exprimera  que 
les  deux  membres  sont  égaux  (ou  ont  même  valeur  princi- 
pale, s'ils  sont  nuls  ou  infinis). 

347.  2®  Par  Ç  et  ses  dérivées,  —  Soient  a,  i,  ...  les 
pôles  distincts  que  possède /a  dans  un  parallélogramme  des 
périodes  (ou  des  pôles  quelconques  équivalents  à  ceux-ci). 
Soient  respectivement )w,  [jl,  .  •  •  leurs  ordres  de  multiplicité^ 
enfin  soient  respectivement 


(a  —  a)^  u  —  a 

B|x,  Bj 


les  développements  de  /{u)  aux  environs  de  ces  pôles;  on 
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aura 

[fu=     A,Ç(«-a)-A,t'(«-fl)  +  ...+  tzJ]^^;X-.(„_,. 

(26)  {             +  B,Ç(«  -b)-  B,Ç'(«  -  è)  +  .  .  .-H  (=^ZlË?^-a-.(„_f,. 
-4- • 

+  c, 

C  désignant  une  constante. 

Soit  en  effet  ¥u  le  second  membre  de  cette  formule.  Si 
Ton  accroît  u  d'une  période  aw,  Cm  s'accroît  de  airi,  et  ses 
dérivées  restent  invariables  ;  ¥u  s'accroît  donc  de 

2r,(A,-hBi-f-...). 

Mais  la  somme  des  résidus  A|  +B|-h.  • .  est  nulle  (318). 
Donc  Fa  est  une  fonction  elliptique. 

D'ailleurs  J^(w  —  a)  n'a  (aux  périodes  près)  qu'un  seul 
pôle  a,  aux  environs  duquel  on  a  le  développement 

Ç(m  — ûr)=i hf  («  — a), 

<p  désignant  une  série  de  puissances  entières  et  positives.  On 
en  déduit 


V'-*(«  —  a)— ^^ — ; — —  4-  o'^-*  (m  —  a). 

Les  développements  de  ¥u  et  de /(/aux  environs  du  pôle  fl 
ont  donc  même  partie  infinie.  De  même  pour  les  autres 
pôles  6,  . .  • .  Donc  ¥u  — fu  est  une  constante.  En  donnant 
à  u  une  valeur  particulière,  on  déterminera  C  de  telle  sorte 
que  celte  différence  s'annule. 

Cette  décomposition  d'une  fonction  elliptique  en  n»^ 
somme  d'éléments  simples  peut  être  assimilée  à  la  décowp^' 
sition  des  fractions  rationnelles.   Elle  présente  les  mêmes 
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avanlages  aa  point  de  vue  de  l'intégration,  car,  ^  u  étant  la 
dérivée  de  log<^a,  tous  les  termes  du  second  membre  sont 
les  dérivées  de  fonctions  connues. 

348.  3®  Par  pu  et  p'u.  —  Supposons  d'abord  que  fu 
soit  une  fonction  paire.  Soient 

±  «1  -h  période,     ±  a,  -+-  période, 

ceux  de  ses  zéros  qui  ne  sont  pas  des  périodes;  X|,  X^,  ... 
leurs  ordres  de  multiplicité.  Soient  de  même 

±:  ?i  4-  période,     ±:  pi  -h  période,     . . . 

ceux  de  ses  pôles  qui  ne  sont  pas  des  périodes;  [jli,  {Xj,  ... 
leurs  ordres  de  multiplicité.  On  aura 

C  désignant  une  constante. 

Soit,  en  effet.  Fa  le  second  membre  de  cette  équation.  Le 

quotient  p^  est  une  fonction  elliptique  qui  n'admet  ni  zéro 

ni  pôle,  en  dehors  des  périodes.  Mais  une  période  ne  peut  être 
à  la  fois  zéro  et  pôle.  La  fonction  manquera  donc  de  zéro  ou 
de  pôle,  et  se  réduira  à  une  constante.  En  donnant  à  a  une 
valeur  particulière,  on  déterminera  C  de  telle  sorte  que  cette 
constante  se  réduise  à  l'unité. 

Supposons  maintenant /a  quelconque;  posons 

Î}t±lkz2!ù  =  ,,,, 

-^u -■?'"' 

d'où 

(a8)  fu=z<^u  +  '3^up' u. 

Les  deux  fonctions  (pu,  ^ «  u,  étant  évidemment  paires, 
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pourront,  d'après  ce  qui  précède,  s'exprimer  rationnelle- 
ment au  moyen  de  pu. 

349.  Les  formules  essentielles  de  la  théorie  des  fonctions 
(^Uy  ^Uy  pu  s'obtiennent  avec  la  plus  grande  facilité  en  com- 
parant entre  eux  les  trois  modes  de  représentation  ci-dessus 
pour  une  même  fonction  elliptique. 

Cherchons,  par  exemple,  l'expression  de p'u  parles  fonc- 
tions d,  La  fonction  p'u  admet  (aux  périodes  près)  le  pôle 
triple  £^  ==  o,  et  les  zéros  a)| ,  (o^,  (03,  dont  la  somme  est  nulle. 
Donc 

p  U  :r=Li -r • 

Posons  M  =  o.  Les  deux  membres  auront  pour  valeurs 

principales 

-  C^ci)}  s'a),  (^(ù^ 


donc 


et 


et 


C= ^-  - 

^(i)|  ^ct)j  (S'a)) 


^    ^^  ^  d'Olga),  a*  0)3  S-^w 

350.  Cherchons  l'expression  de  pu — pv.  Cette  fonction 
admet,  aux  périodes  près,  les  deux  pôles  dz  p  et  le  zéro 
double  o.  Elle  sera  donc  de  la  forme 

^ ?^S 

L'identification  des  valeurs  principales  pour  u  infiniment 
petit  donne 

-L— __  ^-^'^ 

donc 

(3o)  pu  —  pç-^ ^ zr^-i • 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  877 

351.  OnaFidentité 

(A  — B)(G-D)-+-(A  — C)(D-B)-+-(A-D)(B  — C)  =  o. 

Posons  A  =  paj  B  =  p6,  C  =  pc,  D  ==  pd.  Remplaçons 
les  diflTérences  pa  —  pb,  ...  par  leurs  valeurs  données  par 
la  formule  ci-dessus,  et  supprimons  le  dénominateur  com- 
mun :  nous  obtiendrons  Videntité  à  trois  termes 

1^{^a-^b)^{a  —  b)  ^{c  A- d):i{c  — d) 
-h  (i{a-^c)^{a  —  c)  :i(d-hb):^{d—b) 
-\-:i{a-^d)'^{a  —  d)^{b-^c)  C5'(6  — c)=ro. 

332.  Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  Péquation  (3o), 
il  viendra 

(32)  ~B!if_  =  Ç(^4.ç,)  +  ;(tt_t,)__2Î;« 

^      '  pu  —  pv 

etj  en  échangeant  i/,  ç, 

(  33)  "~^'''    =  ;(  a  -4-  ^)  -  ;(  «  -  t')  -  2 ^:l^ 

^      '  pu  —  pv 

Ajoutons  et  divisons  par  2, 

(34)  - ^—  ==î:(a-i-p)  — U  — Cp. 

^      '  3   pu  —  pv 

Dérivons  encore, 

(35)  p(tt-ht')  — pa=—  -r-  -  *^ ^ — 

^        '  ^^  *         ^  du    11    pu  —  pV 

Effectuons  la  dérivée,  et  remplaçons  p'^w,  pl^ u  par  leurs  va- 
leurs en  pw,  nous  obtiendrons  l'expression  de  p(^u-\- 1')  en 
fonction  rationnelle  de  pu^  p' u^  pv^  p't^.  La  dérivation  don- 
nera une  expression  du  même  genre  pour  p'{u  +  ^)-  C'est 
en  ce  résultat  que  consiste  le  théorème  de  l'addition  des 
arguments  pour  la  fonction  pu. 

On  peut  donner  à  la  formule  d'addition  une  forme  plus 
élégante.  A  cet  effet,  décomposons  en  éléments  simples  la 


378  SBCOlfDB  PART».  —   CHAPITRE  YI. 

fonction 

7  (P'^-J^'^y^  [î;(a  H-  r)  -  C«  -  irçy. 

Elle  a  deux  pôles  doubles,  o  et  —  (^.  Pour  </  ==  o,  on  a 

;(«-+-*')  — U=«?;'i' 4-...,        Çm-^I  — ^+..., 

Pour  w  =  —  i> 

C(a-+-i')=  — ; î-î^-2 ^  -h..., 

—  Çw  —  Çi;  =  î;[ç>  — (a-f-  ç,)]  — Çpz=— (a 4- c) ?;'*»+.. - 

On  aura  donc 

[CCa  -4-  i')  -  ; w  -  îi^P  =  -  C(a  -4-  i')  -  C' «  -4-  C. 

Pour  déterminer  la  constante  G,  égalons  les  termes  indépen- 
dants de  u  dans  le  développement  suivant  les  puissances 
de  a  ;  il  viendra 

et,  comme  on^XJ u=-  —  pw,  . . . ,  on  aura  la  formule  d'addi- 
tion sous  la  forme  classique 

(36)  r)(«-4-(;)4-pa4-Pi'=  7  (^  """P  ^  )  . 

4\p«  — pt^/ 

La  formule  deviendra  tout  à  fait  symétrique  par  Fintro- 
duction  d'un  troisième  argument  (v,  défini  par  la  relation 

Le  premier  membre  deviendra  pw-Hpa  +  pp,  et  sera 
symétrique  en  w,  <;,  wp»,  ainsi  que  la  relation  entre  ces  va- 
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rîables.  On  aura  donc 
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^^'^/  ^i   /pUy-p^uy 

\  4  \pil^  —  pu  ) 

et,  en  extrayant  la  racine  carrée, 
(38) 


P'^i  —  P'v  __  P'v  —  P'^^'  __  P'^  —  P'^i , 
pu  —  ps^  j)  i'  —  pvv  p\v  —  p  u 


Pour  s'assurer  que  le  signe  des  racines  a  été  correctement 
choisi,  il  sudGt  de  remarquer  que  deux  quelconques  de  ces 
quantités  ont  même  valeur  principale,  lorsque  l'argument 
qui  leur  est  commun  tend  vers  zéro. 

353.  Faisons  tendre  v  vers  u  dans  la  formule  (36);  elle 
devient 


(89)      p2« 


1  Vl^l''  —  i      (6.p'/<  — |x>.)^ 
4  p'^û 


2pU  —  j"—--=j 


Une  dérivation  donnera  p' 2  a.  Posant  ensuite  successivement 
i'  =  2M,  3  m,  . . .,  on  obtiendrait  des  formules  pour  la  multi- 
plication de  l'argument.  Nous  y  parviendrons  tout  à  l'heure 
par  une  voie  plus  facile. 

3o4.  La  formule  (3o)  peut  être  généralisée  comme  il  suit  : 
Soient  /éi,  M2,  . .    ,  M/i,  n  arguments  indépendants;  consi- 
dérons le  déterminant 


(4o) 


D„== 


I 

p«l 

p'ill       . 

.  .       p^«-*)«, 

I 

put 

p'u,      . 

.     p^«-'>w. 

• 





I 

PUn 

j>'"/i       • 

..     p^^-'^u. 

Considéré  comme  fonction  de  Unj  D„  admet  (aux  périodes 
près)  un  seul  pôle,  o,  de  multiplicité  n,  aux  environs  duquel 
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sa  valeur  principale  est 

(-')'•-* (/»-')!  ,. 

D;,_i  désignant  le  mineur  relatif  au  dernier  terme  p^*""^Wa. 
On  connaît,  d'autre  part,  n — i  zéros,  M|,  ...,  «/!-«.  ^ 
somme  des  zéros  étant  égale  à  celle  des  pôles,  qui  est  nulle, 
le  dernier  zéro  sera  -—  (W|  -+-  Uj  4-  • .  •  4-  ««-0-  Donc  D.i 
sera  proportionnel  à 

Pour  Un  infiniment  petit,  cette  dernière  expression  a  pour 
valeur  principale 

ce  qui  permet  de  déterminer  le  facteur  de  proportionnalité. 
On  trouve  ainsi 

Changeons  n  en  /i  —  i ,  7i  —  2,  . . . ,  a  et  multiplions  les 
égalités  obtenues.  Il  viendra 

(40     D^  =  A —---———  (yt  =  i,^,..M'-'' 

A  désignant  la  constante  ( — i)""*  {n  —  1)!  (/i  —  a)!  •••  ^" 
355.  Posons  dans  cette  égalité 

Ui=Uy  a,  =:il-hA„  ...,  Un=U-^hn 

A2,  • . . ,  hn  étant  des  infiniment  petits. 


^«jij 
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Le  coefficient  du  terme  en  A^AJ, .  .A"~*  dans  le  dévelop- 
pement du  premier  membre  sera  évidemment 


a!3!...(/i  — i)! 


I  pu 
o  p'  u 
o    p'  u 


3(«-«)l 


2!3!...(/i  — I)! 


p'u 
p'u 


3(«-l)#, 


-,(1-1) 


p(în-3)|^ 


Dans  le  développement  du  second  membre,  les  termes  de 
moindre  degré  par  rapport  à  Ao,  . . . ,  A„  seront  ceux  du  pro- 
duit 

et  celui  que  nous  cherchons  a  pour  coefficient 

»     'inu 


En  posant,  pour  abréger, 

Bz=(— i)'-^[2!3!...(^i  — I)!]» 


et 

(42) 


^  nu 


on  aura  donc  (pour  n  entier  positif)  la  relation 


(43)  i/nUr=:^ 


p'  U 


p"u 
p^u 


l(r.-l). 


p^^^U 


3S6.  On  voit  par  cette  expression  que  si  /i.est  entier  po- 
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sitif,  ifnU  est  une  fonction  elliptique.  Cette  propriété  sub> 
sistera  pour  n  entier  négatif,  car  on  a  évidemment 

Il  est  aisé  de  la  démontrer  directement.  Changeons,  en 
effet,  u  en  i/-t-2(o,  aco  désignant  une  période  primitive; 
dnu  sera  changé  en 

et  (c^tt)"'  en 

(_i)'*'e-'"'^f»-»-<^>(3'a)«\ 

D^ailleurs  /i^  ^  n  mod  2.  Donc  le  quotient  i(a  n^  ^^^  P^^ 
changé. 

357,  La  fonction  ^n  n'a  (aux  périodes  près)  qu'un  seul 
pôle,  M  =  o,  d'ordre  n^ —  1;  elle  est  paire  si  n  est  impair, 
impaire  si  n  est  pair.  On  aura  donc 

I  pour  71  impair <J;„r=:P,, 
pour  n  pair ^;„  z=  P,p'  m, 
dans  tous  les  cas ...     ij/*  =:  P, 

/i>— I 
Pi,  P2,  P  désignant  des  polynômes  en  pu^  d'ordre  — — » 

/»•— 4      o 

-j  n^ — I  respectivement. 


2 

Soient  donc 


Pi  =  «P    •     -haip    «        -h, 

p,  =  pp"«  -hpip  «     +. 


Les  coefficients  a,  a, ,  . . .  ;  p,  ^1 ,  . . .  ;  v,  y, ,  . . .  pourront 
s'obtenir  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  en 
identifiant  les  deux  membres  des  équations  (44)  développée 


FONCTIONS  BIXIPTIQin».  383 

snivaDt  les  puissances  de  u  au  mojen  des  formules 
pu    =l-^r,cr»-f-c,a» -<-..., 

On  obtient  ainsi  une  suite  d'équations  linéaires  qui  dé- 
terminent successivement  les  coefficients  inconnus.  Ces 
équations  ont  pour  coefficients  des  poljnômes  entiers  en 
Ci^  C2,  •  '  ',  dij  d2j  ' .  •  qui  sont  eux-mêmes  des  polynômes 
entiers  en  g2,  g%*  D'ailleurs  chacun  des  coefficients  est 
affecté  dans  Téquation  qui  le  détermine  d'un  coefficient  pu- 
rement numérique  (i  pour  les  coefficients  a,  ai,  ...,  y» 
y, ,  ...;  — 2  pour  3,  Pi,  . . .).  Tous  ces  coefficients  sont 
donc  des  polynômes  entiers  en  g^^  g^»  D'ailleurs  le  premier 
est  purement  numérique  et  le  second  est  nul.  Car  l'identifi- 
cation des  deux  premiers  termes  donne,  pour  les  détermi- 
ner, les  équations 

o=:a„  0  =  — aPi,  o^Yi- 

358.  Il  est  aisé  d'opérer  la  décomposition  en  facteurs  des 
polynômes  P|,  Pj,  P. 

En  effet,  le  numérateur  dnu  de  ifn  admet  un  zéro  simple 
en  tous  les  points  pour  lesquels  nu  est  une  période  ;  mais 
ceux  de  ces  points  pour  lesquels  u  est  lui-même  une  période 
sont  des  zéros  d'ordre  ïi^  pour  le  dénominateur.  Donc  ifnU 
aura  (aux  périodes  près)  les  /i* —  i  zéros 

2m,(o,+  2ms(i>2 


mi,  ma  parcourant  chacun  la  suite  des  valeurs  de  o  à  n  —  i, 
le  système  mi  =  ma  =  o  excepté. 
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I®  Si  n  est  impair,  les  /i* —  i  systèmes  restants  peuvent 
se  répartir  en  couples  {ni\y  m'j),  (m*,  m^),  liés  par  les  rela- 
tions 

m[  -+-  m]  =0,         m',  4-  m",  =  o     ( mod  /i ), 

d'où  Ton  déduit 

3/7iTa),4- 2  m"  (i>,  2 m', (o, -H  2  ml w,  ,.     , 

î — i £_?  ziz î_J »_i  -I-  période. 

n  n 

Choisissons  à  volonlé  dans  chaque  couple  un  des  deux 
systèmes  qui  le  composent,  tel  que  (m\,m.^)^  en  excluant 
l'autre;  nous  aurons 

//ex          I           D             TT  /                  2m',(o,H-2m;a),\ 
(45)  ^„=:P,=:/l|J[|^J3tt-p  î ?— j, 

car  les  deux  membres  ont  les  mêmes  zéros 

,    2  m',  03,  4- 2  ml  (0,  ,  .    j 

M  =  ±: — = h  période, 

n  '^ 

les  mêmes  pôles,  d'ordre  n^ — i, 

u  =:  période, 

et  la  même  valeur  principale  pour  w  =  o. 

2®  Si  n  est  pair,  on  devra  mettre  à  part  les  trois  systèmes 
fn     \    f      n\    fn    n\  ,  ,    2m,(Di-i-2m,<i)i        , 

(â'  °j'   (°'   2  j'   (â'  2  j'  P°"'"  '"'I"'^^^  — ^^i ''  '^' 

duit  respectivement  à  Wi ,  oj,  et  à  co,  +  0)2=  —  o>3=  0)3 -H  pf- 
rîode.  Les  /i* — 4  systèmes  restants  se  répartissent,  comme 
tout  à  l'heure,  en  couples  (m',,  m'^),  (m,,  m\)\  et,  si  Ton  re- 
marque quep'«  a  pour  zéros  les  points  a>i,  w„  (Oj  et  pour 

pôle  le  point  w  =  o  avec  la  valeur  principale  — j->  on  aura 

(46)    '^«=PaP'«  =  ---|J[(^pw-p  '-^^ ?— jj>«. 

Les  formules  précédentes  subsistent  si  l'on  y  remplace 
chaque  système  {m\^  m[^)  par  son  associé  (m^,  /?ij).  Multi- 
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pliant  les  deux  expressions  de  ^nU  ainsi  obtenues,  et  remar- 
quant d'ailleurs  que  Ton  a 

il  viendra  dans  tous  les  cas 


:^p=n«n(^"-^— -^?^^0- 


(17)        ^ 


3o9.  Les  polynômes  P|,  Pa,  Payant,  comme  nous  l'avons 
vu,  leurs  coefficients  entiers  en  ^2,  ^3,  les  fonctions  symé- 
triques entières  (ou  les  fonctions  symétriques  rationnelles) 

,                 ,   ,        a  m',  CD, -f- 2  ml  CD,  .  1     »^  1     r» 

des  quantités  p ' — >  racines  de  P|  ou  de  1 2,  et 

celles  des  quantités  p >  racines  de  1  ,  s  expri- 
meront par  des  polynômes  entiers  (par  des  fractions  ration- 
nelles) en  ^2,  gi. 

Les  polynômes  P|,  P2,  P  manquant  de  second  terme,  on 
aura  en  particulier 

(48)      >p----  ■-""'''■" -.0,      Vp""'''-''  +  '"''^'=.o. 


48)     ^p''">-^^">'-.o,      ^p^ 

360.  On  a,  d'après  la  formule  (3o), 

:i(n  -f-  m)  u  ^(n  —  m)u 

Remplaçons  dnUy  , . .  par  leurs  valeurs  <J^«w(rf«)"',  . 
^M  disparaît  et  il  reste 

(',9)  pnu-pmur.-^J^l^-. 

De  l'identité 

iplu  —  pmu)  ■+-  {pmu  —pnu)  -h  {pnu  —plu)  —  o, 
on  déduira 

^/->-m^^/-m  ^,n-^n'\^m-ff  "K^fK^  _ 

W'K.  ^f,M  «W        ^""^ 

J.   -  II.  25 
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OU,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(  5o)        ^f^^^i^„^l  ■+-  i«+»+«-»W  -^  ^n^i^n-'iVm  =  <>. 

Posant  en  particulier  /=i,  m  =  n-4-i   et  remarquant 
qu^on  a  i,  =  i,  ^_„  =  —  ^„y  on  trouvera 

Posons  encore  /  =  i ,  m  =  n  +  i ,  mais  changeons  n  en 
n  —  I  et  remarquons  que  ^2  =  —  p'^î  '1  vient 

(52)  p'u^,,  =  ^ni^n^.^Ux  -  ^n^l^X^,). 

Ces  formules  récurrentes  sont  commodes  pour  le  calcul 
des  fonctions  ^. 
Posons  enfin  m  =  i  dans  la  formule  (49);  il  viendra 

(53)  pnu-puz::^^^''^'^''-' 


ce  qui  donne  pnu  en  fonction  rationnelle  de  pu;  car  p'u  ne 
figure  au  second  membre  que  par  son  carré  (au  dénomina- 
teur ou  au  numérateur,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair). 

361.  On  obtient  de  nouvelles  formules  de  multiplication 
en  décomposant  j3/ia  en  éléments  simples. 

Les  pôles  de  cette  fonction  sont  (aux  périodes  près)  le 

point  o  et  les  points >  que  nous  représente- 
rons d'une  manière  plus  abrégée  par—-  Posons  tt  =  A  ou 


n 


iV 


w  = h  hy  h  étant  infiniment  petit;  on  aura 


n 


pnu=zpnhz=:z  — —  -h  c,n*A*-h 

La  formule  générale  de  décomposition  donnera  donc 
pnu  ^  -  i  ;'«  -  ±  ^  Ç'  (u,  -  ~)  -i-  consl. 
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OU 


n^pnu^=pu  -\-  \  plu 1  4-  C. 

L^ideotification  des  termes  constants  dans  le  développe- 
ment suivant  les  puissances  de  u  donnera 

Intégrons  :  il  viendra 

71  î/ï«  ~  ÏM  -h  y  î  fil  -  *i!^  -  C  «  -+-  C, 
et  l'identification  des  termes  constants  donnera 

D'autre  part,  si  nous  changeons  w  en  tt-h  2o>|,  nu  s'ac- 
croissant  de  2/io>|,  le  premier  membre  s'accroîtra  de/2.2/i-/i, 

et  lesecond  de  n^2r\i  —  awi  C;  donc  C  ^^  —  \  p-  est  nul, 

résultat  déjà  trouvé  par  une  autre  voie  (359), 
Intégrons  encore,  nous  trouverons 

Iog3'/i^/  —  loga'a  4-  \  log^-^M  _  —  j  4-  C'«  H-  const., 
Identifions  les  valeurs  principales  pour  u=:o;  il  viendra 

"=<---n<-ï> 

Enfin,  si  u  s'accroît  de  2a)|,  nu  do  2/ea),,  (inu  sera  mul- 
tiplié par 

( l)'*  e^nrl^  (/IM-I-  nw,) 

et  le  second  membre  par 
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Nous  aurons  donc  en  identifiant 

et  de  même 

[JL|  et  |JL2  étant  des  entiers.  En  se  rappelant  que 

on  en  déduit 

C'=ir26(|XiT),—  fl,T,,),  \   -  —  2e(ll,û),— fljWj). 

Mais  on  a,  d'autre  part, 

n{n  —  i) 
—- (  2  (0 j  -h  2  0),  )  —  —  /^  (  /l  —  I  )  (Oj. 

Donc 

et  Ton  a  les  formules 

(55)  nX^nu  =  Çw  -h  N  U /e j  —  /i(/2  — -  i)t)s, 

(56)  rf/»M  =  n5'«]][— y-^^e-»  (■'-•)  71,  tt, 

362.  Développons  les  deux  membres  de  (54)  suivanlle* 
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puissances  de  i/,  il  viendra 

\/l'«'  30  28  / 


u^       20  28 


Identifiant,  on  voit  que  les  expressions 
sont  nulles,  et  que 

sont  des  polynômes  entiers  en  ^2  et  g^. 

Il  en  sera  de  même,  d'après  la  formule  (22),   pour  les 
sommes 

et,   plus  généralement,  pour  les  fonctions  symétriques  en- 
tières des  quantités  p  — ;  résultat  déjà  trouvé  (359). 


363.  D'après  la  formule  d'addition,  la  formule  (54)  peut 
s'écrire  ainsi 


n}pnu  =  p 


"-i[^(95f)— 4 


ou,  comme  la  partie  impaire  en  u  s'annule  évidemment,  ainsi 
que  la  somme  N  p  — > 


/i*p/i«  =  p 
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Mais  on  a 

^-  4  (^P'  tt  4-  p  W  p  -  +  p«  -  -  ^  iTl  j  (^P  "  -  P  -  j  -+-  2  p  *  ^- , 

j)«M  4- piip- 4- p«- =  (^pa  4- 2p -j  (^p«  -  p-j  +  3p' -• 

En  substituant,  et  supprimant  le  terme  \  2p— »  qui  s'an- 
nule, on  obtient  Fexpression  de  n^pnu  par  une  somme  de 
fractions  simples 

(.8)    n-pnu  =  pu+2^ ^^1? ^'' 

P"-Pn  [P"-Pn) 

IV.  —  Les  fonctions  (^a^y  ^ol^^- 

364.  Soient  2o>|,  2 (o^,  20)3  un  triangle  quelconque  de  pé- 
riodes primitives  de  pu\  posons,  comme  précédemment, 

p(0,zz:ei,  ptOj|=:i?„  pt0jz=ej, 

et  représentons  par  a,  p,  y  les  indices  i,  2,  3  écrits  dans  un 
ordre  quelconque. 

Dans  la  formule  (3o)  de  la  section  précédente,  posons 
r  r=  (Oa*.  il  viendra 

Mais 

3'(m  —  (Oa)  =  i{ii  4-  a>a—  2(0a)  i=  —  e-»^.^«-^»a-«.)  ^(rt  4  Wx), 


PONCTIONS  BLLIPTIQCSS.  Sqi 

d'où 

(  I  )  p  £/  —  ^a  =  e-*^a»       J  i, 

(-)  ^/pl/-e.=z.-^.•-^— -^ 

Le  radical  y/p  a  —  e»  est  donc  une  fonction  uniforme  de  u. 
Celle  de  ses  déterminations  que  fournil  Téquation  précé- 
dente est  celle  qui,  pour  i/  =  o,  a,  comme  le  second  membre, 

la  valeur  principale 

365.  Changeons  dans  la  formule  (i)  £^  en  {/  +  co^;  elle  de- 
vient 


p{U'hiàa)  —  ea  =  e-*^«^»-^"«J 


a'*(ii-hu)a)3'*(Da 


Multipliant  par  Féquation  (i)  et  posant,  pour  abréger, 

(3)  e-î>J.«.(3'a)fli=zUa, 

il  viendra 

(i)  [p(«  +  tOa)-ea](pw  — ^a)—  -^-j 

et,  pour  la  valeur  particulière  u  =  Wy, 


Posons  encore  dans  Téquation  (i)  w  =  a>p;  on  aura 

Mais  on  a 

Wa  -+-  cop  H-  Wy  =  o,  Y)3i  H-  Tjp  H-  Tjy  =:  o. 
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L^exposant  de  e  sera  donc  égal  à 

—  a^lacop  -h  (T,a  H-  t,^)  ((0^-+-  top)  —  T.aWa—  r.pwp 

[^?]  =  [?ï]  =  M  =  -  [M  -  -  [T?]  =  -  M  étant  égal 
à  H- I  ou  à  —  I,  selon  que  les  périodes  2ti)a,  2wp,  awyse 
suivent  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde  autour 
du  triangle  des  périodes. 
On  aura  donc 

((,)  ep      e«_e         '  y,  u^  - '^  UâUJUJ 

Permutons  circulairement  les  indices  a,  p,  y  et  ajoutons 
les  équations  ainsi  obtenues;  il  viendra 

(7)  Ui-^U^-i-U^=.o. 

D'autre  part,  la  somme  eiH-<?2-f-e3  étant  nulle,  on  aura 

3ea=ea— ^3  ^-  (^a — ^y) 
et,  par  suite, 

366.  Soit  2  0)'^,  2co!j,  2a)j  un  nouveau  triangle  de  pé- 
riodes primitives  :  posons 

Les  quantités  e\^  e\^  e\  reproduiront  à  l'ordre  près  les 
quantités  ei,  ^2,  e^\  car  les  unes  et  les  autres  sont  les  ra- 
cines de  l'équation 

45»  — ^,5  — ^3  =  0. 

Désignons  par  20)^  celle  des  nouvelles  périodes  pour  la- 
quelle on  a 

pa)a=ea; 
posons 
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et  désignons  enfin  par  [ol^Y  une  unité  positive  ou  négative, 
selon  que  les  périodes  aw'j^,  20)3,  awy  se  suivent  dans  le 
sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde  autour  du  nouveau 
triangle.  Toutes  les  formules  précédentes  subsisteront  évi- 
demment si  l'on  y  accentue  les  quantités 

Wa,   <*>?,  Wy,  T,oi,  T^p,  T,Y,  Ua,   Up,   Uy     [a?]. 

On  aura  en  particulier,  d'après  la  formule  (5), 


Ijû  —  («P  —  «a)  (^Y  ~  ^«)  —  tJT 


Donc  Ug  ne  diffère  de  Ua  que  par  un  facteur,  racine  qua- 
trième de  l'unité. 

La  liaison  entre  les  deux  systèmes  de  périodes  considérés 

étant  supposée  donnée,  ce  facteur  se  détermine  aisément. 

Soit,  en  effet, 

2a)a=  2maC0a-f-  a/npwp 

l'expression  de  2(i>aen  fonction  de  2(0a,  2  0)p. 
Puisque,  par  hypothèse,  00  a 

pw;=pa)a, 

(o^ —  (Oa  sera  une  période  5  donc  m»  sera  un  nombre  impair, 
tel  que  2/ia4-  i,  et  mg  un  nombre  pair,  tel  que  2/ip. 
Posons,  pour  abréger, 

7)  — /iaT)a-+-/ip7ip; 
nous  aurons 

VaL^=e    '       •  (3'(a)a-h2(D) 

Or  on  a 

Tj^a— ^aW  =  /lp(Tipct)a— ïlawp)=:— /lp[ap]--> 
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d'où  Texpression  du  facteur  cherché 

(9)  H«  =  (-i)*«-»-»ji+«.»jii-»M«Pï. 

367.  Supposons  la  fonction  p{u)  définie  non  plus  par  ses 
périodes,  mais  par  ses  invariants  g2y  gi  et  proposons-nous 
de  déterminer  les  quantités  U  en  partant  de  ces  données. 

Soient  ei,  €2,  e^  les  racines  de  l'équation 

45»— ^,5  —  ^,=  o, 

numérotées  de  telle  sorte  que  ei,  ^3,  e^  se  succèdent  dans  le 
sens  direct  autour  du  triangle  e^e^e^.  Nous  avons  obtenu 
(337)  un  système  de  périodes  principales  aw,,  aw,,  awj, 
définies  par  les  intégrales 

r''dz  r'^dz  r^'dz 

et  telles  que  Ton  ait 

Les  Ti  correspondants  sont  donnés  par  les  intégrales  ana- 
logues 

r"'  z  dz 

et  les  U  correspondants  par  les  formules 

(10) 


Mais  ces  dernières  formules  renferment  des  radicaux;  1^ 
en  résulte  une  ambiguïté  que  nous  allons  lever  en  détermi- 
nant avec  précision  la  valeur  des  arguments  de  Ui,  Uj,  l's- 
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t>o8.  Désignons  par  6«,  e^,  e^  les  angles  du  triangle  ete^e^; 
par  9  l'angle  du  côté  ea^s  avec  Taxe  des  x\  on  aura 

arg(e.— ^,)  =  5p 

arg(e,— <?,)  =  ^-hTt 

arg(e,  — e,)  =  î>-+-7t  — e, 

arg(ej-  ei):=H(p  — e. 


f    modaïc, 


.,8U,— î-l'±p 

-f» 

„gu.— I-I 

/\ 

argU.=  -î-H| 

modaïc, 


A, ,  X2,  A3  étant  des  entiers  à  déterminer. 

Or,  si  l'on  fait  varier  ga  et  ^3,  les  racines  ô|,  e^,  es  et  les 
intégrales  oJ|,  0J2 i  0)3,  7)|,  7)2,  Tjs  variant  d'une  manière 
continue,  il  en  sera  de  même  des  deux  membres  des  éga- 
lités (10).  Les  entiers  X|,  X2,  X3  conserveront  donc  une 
valeur  constante,  et  il  suffira  de  les  déterminer  dans  un  cas 
particulier. 

Supposons  Ci  y  62,  Ci  réels,  et  ea  <  ^3  <  Ci .  On  aura 

d'où 

argU,=  Xi^,  argU,:=X,^. 

Déterminons  directement  ces  arguments.  Le  radical  y/Z 
étant  réel  entre  62  et  ^3,  imaginaire  entre  e^  et  ^i,  cO|,  t|| 
seront  réels  et  co^,  Tja  purement  imaginaires.  Leur  signe 
dépend  de  la  détermination  qu'on  voudra  adopter  pour  le 
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radical;  prenons,  pour  fixer  les  idées,  coi   positif;   to^  sera 

une  imaginaire  positive;   e   '        ,   «  seront   réels  et 

positifs. 

Il  en  est  de  même  pour  — -  et  — -'  On  a,  eo  effet,  par 

définition 


3'w 
0» 


7=II'(— S)*'"""""  (•»'=>'n.a..+  ai«.u.,). 


Or,  les  facteurs  pour  lesquels  m^=o  sont  réels  et  positifs: 
et  les  autres  sont  conjugués  deux  à  deux,  en  associant  ceux 
pour  lesquels  m^  a  la  même  valeur  et  m^  des  valeurs  oppo- 
sées. 

De  même,  dans  — -y  les  facteurs  où  mj  =  o  sont  réels  ei 

positifs,  et  les  autres  conjugués  deux  à  deux. 
On  aura  donc 

argU,^  argcoj^  o,  argU,=  argwj^  ^ 

et,  par  suite, 

X,z=:o,  Xj=I. 

Pour  déterminer  X3,  nous  remarquerons  qu'on  a  généra- 
lement 

/\      /\ 

argU3~argU,=  ?i:tfî  +  (X,^X0^-      ' 

Supposons  Ci,  ^2,  ez  réels  et  tels  que  Ton  ait  e3<ei<e?2, 
62  et  ^3  seront  nuls,  et  Ton  aura  simplement 

argU,—  argU,=:  (X,—  Xj)^. 

Mais  dans  ce  cas  0)2  est  réel,  (03  purement  imaginaire,  et 
Ton  a 

argUa— argUj^zargWj  — arga),=  -; 

donc 

Xs — Xj=:i,        Xjzra 
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et  Ton  a  déGnitivement 


<")  iargU.=  -?-^'  +  ^ 

argU,  =  —  ?  4.  ^  -i-K. 

Ayant  déterminé  ainsi  sans  ambiguïté  les  quantités  Uf, 
U2,  Us  correspondantes  aux  périodes  principales,  on  en 
déduira  par  la  formule  (9)  la  valeur  de  U^  pour  une  autre 
période  quelconque  w^. 

369.  Considérons,  conjointement  avec  la  fonction  3'(//), 
1rs  trois  fonctions 

(  (a:z:,,2,3). 

Elles  se  réduisent  à  l'unité  pour  u  =  o.  En  outre,  elles  sont 
paires,  car  on  a 

-»»( —  M)--- ~ — : 

_        6'^z«  3'(w -4-a>2— 20331)  _    e^«"C-*')«"  3'(// -+- o)a) 


370.   On  a,  en  vertu  de  la  définition  précédente, 


On  sait  d'ailleurs  que 

(i4)  tf(a  -h  20)^)  =—  e^'i-x^"-^^^^  3'w. 
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Les  nouvelles  fooclioos  (/a(ii)  jouissent  de  propriétés  ana- 


logues 


i**  On  a,  en  effet, 

*a(«-H«a)—  ^j ' 

d'où 

(i5)  cf,(«-H-a„)^-^e''-(""^'^^«. 

2**  En  second  lieu,  changeons  1/  en  1/  -h  a  Wa; 

se  reproduira,  multiplié  par  le  facteur 
Donc 

(16)  3'a(«  4-  2C0a)  =:  —  e'^laf^  +  w.)  3'att. 

3**  Changeons  u  en  u  -h  wp,   p  étant  différent  de  a;  on 
aura 

Or 

3'(m  4- tùflt-H  top)  —  -^{u  —  CDy)  =—  e-*^T"^(«  -H  Wy) 

Enfin,  si  nous  remplaçons  Wa,  7|a  par  leurs  valeurs 

—  (1)3—  tOy,        —  Tlp  — Triy, 

l'exposant 

se  transformera  en 

^'p  ("  ^  T j  —     2       =  ^'p  V"  "^  2  ;  "■  f ^^M 
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D^aîUeurs  [^^1  =  [*?]•  On  a  donc  finalement 

(17)  cr«(i/H-a,p)=r-e   ^  '  *  ^e^^       *^c^Y«. 

4°  Changeons  enfin  u  en  «-f-^wp;  e"^««  sera  multiplié 
par  c-2^a«?,  et  rf(a +  (*>«)  par  —  e^^i^ («+»«+ wp).  D'ailleurs 

donc 

(18)  (3'a(a-+-2top)=:e»V"+-^?^CJ'al/. 

371.  Formons  les  quotients  deux  à  deux  des  quatre  fonc- 
tions dUy  d^Uj  d^u^  <iiU]  nous  obtiendrons  douze  fonctions 
nouvelles,  appartenant  aux  trois  types  suivants  : 

(19)  <i^^u  —  -^  —  v/pM  — ea, 

du  T 

(20)  (i,^U^-—-=: 


(21) 


On  voit  aisément  comment  se  transforment  ces  nouvelles 
fonctions  lorsqu'on  accroît  u  d'une  demi-période  ou  d'une 
période  :  on  a,  en  effet, 

^       '    i  ,  ,        *«(«  +  <-?)  -la?lT    IJy     ^ 


(23) 


f  «^oa(M  +  **8)  =  3— ; — ; :—  —  «  —ri — *Pt" 
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3'ao0^4-2a)»)=--  ^ -  _  ^        . 
,    .,    1  3'(«-h2ui3i) 

^a(w-+- 2(1)3) 


(   3'ao("-h2co3)=r  -j"- 


^ILof'y 


:?(  //  -T-  a  tu|i  ) 

(30)    \ 

!   3'oa(w -h  20)p)  ziz— c^oa«» 

(    3'a^("  +  2t0a)=     -^oi^liy 

Ainsi,  sur  les  douze  fondions,  il  en  est  quatre,  à  savoir 
^ao}  ^ott)  ^Py9  ^yP?  qui  admettent  la  période  2(0ot;  mais  elles 
changent  de  signe  lorsque  u  s'accroît  de  l'une  des  deux 
autres  périodes  awp  ou  awy. 

Les  fonctions  rfao  et  rfoa  sont  impaires,  et  les  fonctions  s'^y 
paires.   Pour  u  =  o,  les  fonctions  (^py  se  réduisent  à  -h  1  ; 

^ao  devient  infini,  et  sa  valeur  principale  est  -;  <ioa  s'an- 
nule, et  sa  valeur  principale  est  «;  sa  dérivée  se  réduit 
donc  à  1 . 

372.  On  a,  d'après  les  formules  (19), 
(28)  pMz=Coi-^-3'JoW=:ep-ha'*^M^«ry-hC^^oM, 

d'où,  en  divisant  par  rf^o  w> 

(29) 
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Posons,  pour  abréger, 

(30,      ..-.,=  MÎ„     t:_^?  =  ï|  =  *v 

Les  trois  fondions  snu,  cnu,  dnu,  définies  parles  relations 

(3i)  sna  =  Ma3<^,pf  ^  j, 

(3a)  cn«  =  cr,p(£-), 

(33)  dn«^^,p(£-), 

sont  les  anciennes  fonctions  elliptiques  étudiées  par  Abel  et 
Jacobî.  Elles  dépendent  des  deux  paramètres  Map  et  ky'aj 
qu'on  nomme  le  multiplicateur  et  le  module.  Ceux-ci  ne 
sont  définis  que  par  leur  carré,  mais  leur  signe  est  indiffé- 
rent. En  effet,  M^^  et  ky^^  étant  supposés  connus,  on  en  dé- 
duit ea,  e^^  ey  par  les  équations  (3o)  jointes  à  la  relation 
^1  +  ^2+^3=0-  Les  fonctions  tfop,  rfap,  dy^  seront  donc 
déterminées  sans  ambiguïté.  D'ailleurs  la  première  est  im- 
paire et  les  deux  autres  paires.  Donc  le  changement  de  signe 
de  Map  n'altérera  pas  sou,  cnu,  dnu;  quant  à  kyoLi  il  ne 
figure  dans  leur  définition  que  par  son  carré. 

En  permutant  les  indices  a,  ^,  ^i  on  obtiendra  six  groupes 
de  fonctions  snu,  cnu,  dou  associés  à  une  même  fonction 
pu.  Leurs  six  modules  satisfont  évidemment  aux  relations 

Ils  s'exprimeront  donc  au  moyen  d'un  seul  d'entre  eux,  Arya» 
par  exemple,  par  les  formules 

^  ^\  A:»   —I  A:« 

Dans  ce  qui  suit,  nous  n'aurons  à  considéra  qu'un  seul 
J.  -  II.  26 
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multiplicateur,  Map,  et  un  seul  module,  Arya«  Nous  simpiiCe- 
rons  récriture  en  supprimant  les  indices  et  en  les  dési^nari 
par  M  et  k. 

373.  Pour  u  =  o,  on  a  évidemment 

(35)  sna=:o,         so'ii=:i,         cnu=:i,         dni/ =rr  i 
et,  généralement,  d'après  les  équations  (29), 

(36)  en* Il  rn  I  — sn'«,        dn'ii=:i  —  A:'sn*ii. 

Enfin,  snei  satisfait  à  une  équation  difTérentielIe  que  nous 
allons  obtenir  en  transformant  Féquation 

p'*u=i  i{pu  -  ea) (pu  —  ep)  (pu  ~ ey). 

On  a,  en  effet, 

pu  =  ek-h  -z — , 
^      3'îp  u 

d'où 

*^  3'lpll 

Substituant  ces  valeurs   dans   Tcquation   différentielle,  il 
vient 

^J  M  =  [i  —  (e^—  e-^)  1^1^  u]  [i  -  («Y—  63)  3'Jp  u] 
=  (1  —  M» 3'Î3 M )  ( r  —  M* k'  A^ u), 

cl,  enfin, 

(37)  (sii'«)*=(i  — sn»«)(i  — ^-sn•l/). 

(^ctte  équation  différentielle,  jointe  aux  relations  (36)  cl 
aux  conditions  iniliales  (35),  peut  servir  de  définition  direcli' 
pour  les  trois  fonctions. 
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37-4.  Posons,  pour  abréger, 

Ma)oi=Ûa,  Mwpmûp,  M(i>Y=^%; 

on  volt  Immédiatement  : 

1°  Que  snu  est  une  fonction  impaire  admettant  les  zéros 
simples 

'A^  cnii  est  paire  et  admet  les  zéros  simples 

2/nûa-i-  a/n'Up+ûa; 
3'*  dn2^  est  paire  et  admet  les  zéros  simples 

2/nûa-+-2m'l2p-hÛY; 

4*'  Les  trois  fonctions  admettent  les  pôles  simples 

2/nûaH-2/n'l2p-+-  ûp; 
5'  On  a 

i    sn(  w -h  aiip)  —  sna,         sn(« -h  aûa)  =  sn(i/ -h  sûy)  -  -- snw, 

)<    cn(// -haliy)  =  cntt,         cn(M -h  2Ua)  =  cn(tt -+- 2i2p) -_-— cna, 

(  dn(M  H- 2Ûa)  =dna,         dn(/* -h  2ûp)  zn  dn(i/ -h  aûy)  n::^  — dnw. 

Les  trois  fonctions  sont  donc  doublement  périodiques;  mais 
leurs  périodes  fondamentales  ne  sont  pas  les  mêmes.  Ce  sont 

Pour  sn II 2l2p,     et     l\Q^     ou     4ûa, 

Pour  en  II 2l2y,     et     4^a     ou     4^p> 

Pourdnii 212^,     et     4^p    ou    4%* 

375.  Signalons  encore  les  formules  d^addition 

,_    ,  ,  ^       sniicnç'dni' 4- snpcnwdn/i 

(39)  sn(i/  -h  v)  — t;; — . . , 

^'  ^  I  —  A-so*Msii*r 

,-    .  ,  .        cniicnc'  —  sni/ dn  u  snpdnc 

'*o)  cn(«H-t')=  7T-V   —t ■> 

'  '  I  — A:*sn*(/sn*'r' 

,  ,  j    ,  ,        dniidnr  —  A'sriMcnMsnt^cni' 

(',!)  dn(in-p)z=--    ---—        - 

I  —  A:*sn-a  sn*i' 
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Pour  établir  la  première,  considérons  les  trois  fonctîoDS 

sn{u-h  v) —  sn{u  — i*)y         cn</dni/,         i  —  A:'sn*«  sn'r. 

Elles  sonl  évidemment  paires  et  admettent  les  périodes 
communes  2Ûp,  4^a-  La  première  a  pour  pôles  simples  les 
points 

chaque  parallélogramme  des  périodes  en  contient  quatre. 

Les  deux  autres  fonctions  ont  pour  pôles  doubles  les 
points 

et  chaque  parallélogramme  en  contient  deux. 

Chaque  parallélogramme  devra  donc  contenir  quatre  zéros 
de  chacune  des  trois  fonctions.  Cherchons  à  les  déterminer. 

La  première  s'annule  aux  points  Qg^,  Q^;  car  on  a,  par 
exemple, 

sn(iloi-H-  (')  —  sn(l2fli—  i^)  —  sn(12ûiH-  t^)  -f- sn(— 0^— «')  ==o. 

Comme  elle  se  reproduit,  d'ailleurs,  au  signe  près,  lorsque  w 
croit  de  2  ûa  ou  de2Û^,  elle  admettra,  plus  généralement, 
les  zéros 

2//tiia-^-2m'iip-+-12a.  2/nûa-h  2  w' Up 4- %, 

et  comme  ceux-ci  sont  au  nombre  de  quatre  dans  un  parallé- 
logramme, elle  n'en  aura  pas  d'autre. 

La  fonction  cnu  dnu  admet  évidemment  les  mêmes  zéros. 

Considérons  enfin  la  dernière  fonction^  on  a 

1  -  A»  sn«w  sn'j^  =  i  -  A^VP^'l?  (~j)  ^l?  (^)- 

D'ailleurs 

A^M'={eaL—ef^){ey—e^)—  ^ 

et 
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Or,  d'après  la  formule  (4),  on  aura 
si 

U  V 

d'où 

Donc  w=i^-|-ûp  est  un  des  zéros  de  la  fonction  i  — k^  sn^M  sn-r; 
comme  elle  est  paire  et  admet  les  périodes  2Ûa,  2Ûp,  elle 
admettra  plus  généralement  les  zéros 

dif  -hiip-h  a/ni2a-+-  im'il^. 

Oux-ci  étant  au  nombre  de  quatre  par  parallélogramme, 
♦*Ile  n'en  aura  pas  d'autre. 

Il  résulte  de  cette  analyse  que  le  quotient 

i  —  A**  sn*w  sn*  V 

a  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  sn  {u-\-v) — sn(f/  — r). 

Ces  deux  fonctions   ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 

constant,  qu'on  déterminera  en  posant  uz=o.  On   trouve 

ainsi 

.    ^  ,  ,  ,  asnc  cjw/  dnM 

(.1-2)  sn(w  -h  (»)  —  sn(M  —  i'):-  -  '         - — . 

I  —  A*  sii^w  sn*r 

Permutant  u^  ç  et  ajoutant  l'équation  ainsi  obtenue  avec  la 
précédente,  on  obtiendra  la  formule  (Sq). 

376.  Les  formules  (4o)  et  (4i)  en  sont  une  conséquence 
immédiate.  On  a,  en  effet, 

en- (m  -h  r)  r=r  I  —  sn*(a  4-  r) 

(  I  —  A:'  sn*  u  sn* r  )'  —  (  sn  n  en  c  dn  i'  -I-  sn  r  en  /£  dn  //  )' 

~  {i  —  /:*  sn*w  sn*r)* 

Or  on  a 

I  —  A:'  sn*M  sn*^'  =  en* m  -f-  sii*a  dn*i'  zzz  cn'ç'  ■+■  sn*(>  dn*w. 
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Remplaçant  donc  au  numérateur  le  terme  (i — k^sn^usn^i 

par 

(cn'«  4-sn'i/dn*r)(cn*r  •+-  sn'(^  dn'n), 

il  prendra  la  forme 

(cnacnt'  —  snudnu  sni'dnc)*. 

Extrayant  la  racine  carrée,  on  aura  donc 

en  II  en  (^  —  sn  u  dn  u  sn  i*  dn  ç 


—  ^*  sn*a  sa'i' 


=  dzcn(ii  4-  (')• 


Pour  fixer  le  signe,  on  posera  {f=:o.  Le  premier  membn 
se  réduisant  à  cnw,  on  doit  prendre  le  signe  -f-. 
L'expression  de  dn(ii  4-  i^)  se  vérifie  de  même. 

V.  —  Les  fonctions  Oi^,  6^1*. 

377.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  désigné  par  acoi,  "i^t* 
2(1)3  trois  périodes  quelconques  formant  un  triangle  primit/ï 
Dorénavant  nous  les  supposerons,  pour  plus  de  simplicile^ 
numérotées  dans  Tordre  où  elles  se  succèdent  lorsqu'on 
tourne  dans  le  sens  direct  autour  du  triangle,  de  telle  sorte 

que  le  rapport  1:=  —  ait  sa  partie  imaginaire  positive  et  q^c, 
(1), 

par  suite,  on  ait  [12]  =  -i-  i. 

378.  Si  Ton  change  u  en  w  +  2(i)|,  chacune  des  fonctions 
(iu,  ^aii  se  reproduit  (370)  multipliée  par  un  facteur  égal  au 

signe  près  à  e^'^t^^'^^iK  La  fonction  e**^*  se  reproduit  aussi, 
multipliée  par  cette  même  exponentielle.  Chacune  desqualre 
fonctions 


2b)| 


,     e    '''^'(S'iM,      ...,     e    ^"^'^^u 


se  reproduira  donc  au  signe  près. 

Ces  expressions  sont  d'ailleurs  homogènes  et  de  degré 
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zéro  en  a,  co,,  tù^  (car  t\i  =  Ç<i)|  est  homogène  de  degré  — i). 
Ellles  ne  dépendent  donc,  en  réalité,  que  des  deux  rapports 

(  l)  V=  j  X—  — . 

3  0)1  (i)| 

Posons,  pour  abréger  récriture, 

{  !L!I        1\ 

Vel,  plus  généralement,  e  '"  =:(f*j\  nous  pourrons  écrire 

— — -   =F(.,x)   ^H'^.qY 

T),//< 

379.  Les  nouvelles  fonctions  ^,  ^a  ainsi  introduites  sont 
des  fonctions  uniformes  de  la  variable  z  (q  étant  considéré 
comme  un  paramètre  constant).  Car  à  une  valeur  Zq  de  z 
correspondent  des  valeurs  de  ç  données  par  la  formule 
v^Q-h  2m{m  entier)  ;  les  valeurs  correspondantes  de  u  seront 
Uq-\-  innûi  et  donneront  les  mêmes  valeurs  à  chacune  des 
fonctions  ^,  ef»,  puisque  le  changement  de  m  en  a  +  ao),  les 
reproduit  au  signe  près. 

En  outre,  F,  Fj,  sont  des  fonctions  entières  de  ç^  qui,  lui- 
môme,  considéré  comme  fonction  de  5,  n'a  d'autre  point  cri- 
tique que  z  =  o.  Donc  les  fonctions  J,  -f^  n'ont  que  ce  seul 
point  critique  et  seront  développables  par  la  formule  dv 
Laurent  en  séries  convergentes,  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  positives  et  négatives  de  z. 

Si  1/  croît  de  2  (0| ,  ç^  se  changera  en  r  4- 1 ,  et  5  en  — z .  L'ex- 

ponentielle  e  *^»  se  reproduira,  multipliée  par  e-^^«^"*"*^«^ 
^Uf  rf|W  seront  multipliés  par  — e2Tfï,(i«+w,)^  et  ^^^^  ^^^  pap 
ce  même  facteur  changé  de  signe  (370);  nous  aurons  donc 

^  j  ^  {^z,q)=.  —  ^  (5,7),         ^j(_5,^)  =  -eî,(-;î,7), 
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EdGd,  si  u  croît  de  aco],  v  se  chaDgera  en  i^  +  t,  et  ^  eo 
qz,  L'exponeotielle  e    •"•  se  reproduira,  multipliée  par 

r- — (m-Wg) 

e      **« 
ou,  en  remplaçant  7)|  0)2  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

iti 

par 

D'ailleurs  rfi/,  rfjM  se  reproduisent,  multipliés  par 
—  g2Ti,(ii+ii>,)^  ^l  c^i  «,  rfsM  se  reproduisent,  multipliés  parle 
même  facteur,  changé  de  signe.  Nous  aurons  donc 

\  ^,(qz,q)=^q-^z-^S,(z,q),  ^,{qz,  q)  =  q'^z-^' U^>r 

380.  Les  propriétés  (3)  et  (4)  (jointes  à  la  condition 
d'être  uniformes  et  de  n'avoir  de  point  critique  que  pour 
z=:o)  suffisent  à  délinir  les  fonctions  ^,  ;#,,  #2,  ^3  à  des 
facteurs  constants  près  : 

i®  En  effet,  considérons  d'abord  la  fonction  ^(3,  q)- 
D'après  les  relations  (3),  elle  sera  impaire  en  5;  son  déve- 
loppement en  série  sera  donc  de  la  forme 


^(5,^)-^^A«5«''^». 


Substituons  ce  développement  dans  la  première  des  for- 
mules (4);  il  vient 

et,  en  identifiant  les  termes  en  2^""*, 
A„=:  — ^»«A;,_,  =  (— i)»-*^»«+««»-*)-^-Ai 

-  (__  n^-i^tCi-M)  Al  =  — A^  q^      '^  ^-r-'- 
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Si  donc  nous  posons 

— ^_A, 
nous  aurons 

Q(ç',  t)  désignant  la  série 
(r.) 


x4.  chaque  valeur  positive  ou  nulle  deTindice  n  est  associée 
une  autre  valeur  négative  —  n  —  i,  à  laquelle  correspond  le 
terme 

Réunissant  les  termes  associés,  nous  obtiendrons  cette 
nouvelle  expression 

(5  bis)     6(r,  t)==:2\  (— i)"-^^       *'    sin(2/i  H- i)ir(% 

0 

où  l'imaginaire  i  a  cessé  de  figurer. 

2**  Passons  à  la  fonction  J^|.  D'après  les  relations  (3),  elle 
sera  impaire  en  5,  et  de  la  forme 


|;b,.."- 


Substituons  ce  développement  dans  la  seconde  des  rela- 
tions (4);  il  viendra 

d'où 
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Posant  donc 
nous  aurons 

6i  (v^  t)  désignant  la  série 

(6)  { 

3'  La  fonction  ^a  sera  paire  en  z  et  de  la  forme 

Je..-. 

Substituons   ce   développement    dans   la    troisième  rela- 
tion (4),  il  vient 

et,  en  identifiant  les  termes  en  z-"'^, 
Posant  donc  Co=  C,  nous  aurons 

^,  =  ce,(i.,^), 

^«(^j  '^)  représentant  la  série 

(7)  < 

I  =  I -h  a  \  (— i)*  ^»'cos2Aiirr. 

4°  Enfin  la  fonction  ^3  sera  paire  en  z,  et  d'après  lader- 


FO.ICTIOlfS  BLLIPTIQUB8.  ^i  l 

nière  relatîoD  (4))  on  aura 

^,=  DO,(i',T), 
f>3(c',  t)  désignant  la  série 


• 

1 


(S) 


2  ^  ^'•"cosa/iitf'. 

t 

381.  Les  séries  9,  Of,  9),  O3,  définies  au  numéro  précé- 
dent, ont  été  introduites  dans  l'Analyse  par  Jacobi;  mais  la 
notation  qui  doit  servir  pour  les  représenter  n'est  pas  encore 
bien  fixée.  M.  Weierstrass,  suivi  par  M.  Halphen,  les  dé- 
signe respectivement  par  3|,  âj,  3oî  ^s*  Par  le  changement 
d'indices  que  nous  avons  pris  la  liberté  de  faire,  on  rétablit 
le  parallélisme  des  notations  entre  ces  fonctions  et  les  d  cor- 
respondants. 

382.  Si  nous  remplaçons  q  par  sa  valeur  e'^'^,  chacun  des 
termes  des  séries  0,  0,  sera  de  la  forme 

T  —  ae'^^^'^'^-*-^^*'^ 

a  et  X  étant  des  constantes.  On  aura  évidemment 


g=.A.T, 

d'où 

(9) 

dp» 

Les  séries  0,  0^,  étant  des  sommes  de  termes  de  ce  genre, 
satisferont  évidemment  à  cette  même  équation  aux  dérivées 
partielles;  et  leurs  dérivées  y  satisferont  aussi. 

383.  Lorsque  nous  n'aurons  pas  à  faire  varier  le  para- 
mètre T,  nous  pourrons  le  supprimer  dans  l'écriture  et  dé- 
signer les  séries  ci-dessus  par  6t^,  . . . ,  Oai',  et  leurs  dérivées 
(relatives  à  i^)  par  9'r,  6"r,  . . . ,  O^c,  ....  Dans  le  cas  excep- 
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tionnel  où  t  sera  variable,  les  dérivées  relatives  à  t  seront 

/ift 

représentées  suivant  Tusage  par  —  • 

D'après  les  expressions  données  ci-dessus  pour  0,  -  -  -,  ^2* 
on  aura  évidemment  pour  i^  =  o,  d'où  5  =  1, 

0  — • 

1  _• 


(10) 


OjO  =  i-i-  2 
Oo    =0, 
0' 


o  =2'k\  (—lyq^       *^  (2/1  4-  i). 


o  —  o, 


rO:=:z-2rj\{-iyq^" 


-Y 


(M) 


384.  Si  l'on  fait  croître  m  de  w,,  Wj,  o>3,  v  croîtra  respec- 
tivement de  i,  Jt,  — ^  —  ^T,  et  J  sera  respectivement  mul- 
tiplié par  i,  q^,  —  iq  ■',  Ces  divers  changements  permute- 
ront les  unes  dans  les  autres  les  quatre  fonctions  6,  à  des 
facteurs  exponentiels  près,  comme  l'indique  le  Tableau  sui- 
vant : 

(  8  («'  +  })  =  «.<'.      e,(<>-4-i)=-ei', 


».(«'-+-;)  =83".        6.(f-ï--J)^e,r, 


_i 


(i3) 
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On  a,  CQ  effet, 
D'autre  part, 

e(,-+jx)=;^(-,)»y("*îU^'-r"' 

«îxpression  qui  se  réduit  à  iq  ^z^^^-j^  lorsqu'on  y  change 
l'indice  de  sommation  n  en  n —  i. 
On  a  encore 


=-s. 


I^es  autres  formules  se  vérifient  avec  la  même  facilité. 

385.  En  ajoutant  une  seconde  fois  à  la  variable  Tune  ou 
l'autre  des  quantités  ^,  ^t,  — j,  — ^t,  on  obtient  les  for- 
mules 

'^     /  e,(r-hT)  =  -<7-»5-*0,r,         0,(i'  +  t)  — ^->— îOjt; 
(16)  \ 
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386.  On  a,  d'après  le  n*  380, 

e     »*«>i<J',a=:^,(5,ç)=:B0.(', 
e     »*-.  3',az=.f,(«,^)=:De,i'. 

11  reste  à  délerminer  les  cooslaotes  A,  B,  C,  D.  Pour  cela. 
posons  dans  les  trois  dernières  équations  t»  =  o,  d'où  n  =  o: 
elles  deviendront 

I  r=  BOi(o),         1  =  C0,(o),         I  =  D63(o). 

La  première  équation  devient  identique  pour  ç  =  o.  3lai-^ 
supposons  p  infiniment  petit,  et  calculons  les  deux  premiers 
termes  du  développement  des  deux  membres  suivant  les 
puissances  de  v;  nous  aurons 

=    —  =V-\-tlH^-h 

2(0|  20)1 

Le  développement  du  premier  membre  sera  donc 

V  —  •^TrjjODjl^'  -h.  .  . . 

Celui  du  second  membre  sera 


ue'(o)-i-  --^-^  -+-... J, 


et  l'identification  donnera 


==Aô'(0),  2T),tO,Z=-A— ^^ 
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Nous  aurons  donc  finalement 

(17)  rfu^aw.e»').».''^/^^, 

(.8)  tf.urz       e«i.«.-??-|^j, 

la  constante  ar,,b)|  étant  donnée  elle-même  en  fonction  de 
</  par  la  formule 

(-9)  ''""'  =  -6e>r 

Par  ces  formules,  dUy  ^olU  seront  donc  exprimées  en  fonc- 
lion  des  trois  variables  Wi,  ^^,  i',  qui  elles-mêmes  sont 
liées  à  (i>|,  (02,  u  par  les  relations 

(20)  ^*  =  e*^',  P;^--. 

^  2ti>i 

387.  On  aura  ensuite 

'  ^tt  2CD,  ^/l^  2CD,    L  ^(*')J 

(.2)p«z=-_=:^— j   [^-4r.a>. ^,^^;^ J. 

D'autre  part 

:r,M_     I     O'(o)e.(<-) 


«l'oîi  cette  nouvelle  expression  de  pu 

(a3)  ''"  =  ^--^L-.e.(^)"OÔ')J- 

388.  Développons  cette  expression  suivant  les  puissances 
croissantes  de  v.  La  fonction  ^{v)  étant  impaire,  et  la  fonc- 
tion Ba(^)  paire,  on  aura 

O'(o)  "      "^  6    V(o)  "^•••^  ôa(o)   "2    Ôa(o) 
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Le  terme  indépendant  de  v  dans  le  développement  sera 
donc 

''"      \2<"J    K(o)       3  6'(o)J' 
et,  comme  on  sait  qu'il  doit  disparaître,  on  aura 

389.  Posons  dans  cette  équation  a=  i,  a,  3,  et  ajoutons 
les  résultats;  nous  obtiendrons  Tidenlité 

o'(o)    vo;(o)^- 

6'(o)       Zi^xio) 
On  a  d'ailleurs  (382) 

et,  en  faisant  (^  =  o,  on  aura  en  particulier 

e^(o)  =  4^*-^;— >       ea(o)  — 4^g    ^^    ■ 

L'identité  précédente  peut  donc  s'écrire 

d^'(o)  dbo,{o) 

dx  -^      d-z    '        d  ,  e'(o^ 


—  _  V  —       I 


ea(o)      dz    ^e,(o)e,(o)e,(o) 

Le  quotient  de  8'(o)  par  O^  (o)  62(0)83(0)  est  donc  une 
constante.  Pour  la  déterminer,  supposons  9  infiniment  petit; 
on  aura,  d'après  les  formules  (10), 

e'(o)=:27:(v*"-f-...),  61(0)=  2^*"  H-...; 

Le  rapport  cherché  sera  donc  égal  à  it,  et  Ton  aura  l'iden- 
tité 

(25)  <ï'(o)  =  T:ôi(o)0,(o)e,(o). 
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390.  On  a 


U,=  e-r'«»-tf«,„:^c-  '-"-.2o,,e  ^,^^^ 


Si  a  =  I ,  le  facteur  exponentiel  se  réduit  à  l'unité  ;  d'autre 
part  (formules  1 1) 


^(sï,)=''('>  =  '''(°)- 


Donc 


(,.0)      /J'=^'-'ô>)-  — ë.(^)o,ror 

Si  a  =  2,  Ti,  coa —  via^i  =  ^  et  l'exponentielle  se  réduit  à 

TCiT  1 

d'autre  part  (formules  12), 

Donc 

.       ^  j,  OjCo)        2o>,  i 

(27)  V^^.,^^,  - 


Ô'(0)  TT       0^(0)03(0) 

Enfin,  si  a=  3,  vii  coa —  ^taW,  niz  —  — ,  — ^  zir 

2       2  0)1  '^ 


l'exponentielle  se  réduit  à 


D'autre  part  (formules  i3), 

•te)=«(-■r)=-^'»•(«' 


J.  -  II. 
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Cl,  par  suite, 


'Xi  , 


o  FT  T-  ^j(o)  2(1),  ~e* 

(28)  Uj       —  ato,  e^   --,         =  — 

«(o)  it    0,(o;0,(o) 

391.  On  a  (363) 

U}  i-L5-rUî=^o. 

Substituant  dans  cette  relation  les  valeurs  ci-dessus  de  l \. 
Uj,  LJ3,  nous  obtiendrons  une  nouvelle  identité 

(29)  e}(o)4-ej(o)-e*(o^--=o. 

Les  formules  (6)  du  même  numéro  donneront  de  même 

puis  ces  nouvelles  expressions  de  ei,  ^2,  ^3, 

I  3e.  ^e,_e,_(e,-e,)=(^J[     65(0) +  e}(o)], 

(3i)|3c.    :e.-e,-(e,-«,)=f-^y[-OÎ(o)-6|(o)]. 

'3e,.:e,-e,-(e,-e,)=(-^)'[      e{(o) -ej(o)]. 

Ajoutons  les  carrés  des  équations  (3o),  il  viendra 

(-— y  [0? (o) H-e« (o) -1- 0» (o)]  ::=  (e,-e,)»-+-(e.-e,)»+ (f,-*-.!' 

—  2  (f,  (-  Cl  -i-  e,)«-  6(e,ej  r-  c.c,  +  CjC,)  =  1 5"»  ; 
d'où 

(3'i)  ,,,:=^(^_^-y[o;(o)-f-o5(o)  +  oî(o)]. 
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Le  second  invariant  g^  =  4^i<?2^3  s'obtiendra  par  la  mul- 
tiplication des  équations  (3i). 

Le  discriminant  A  sera  donné  par  la  formule 

'  33)   <  /   ir  \"  16::* 

On  aura  enfin 

392.  Les  formules  précédentes  donnent  le  moyen  pratique 
«rcxécuter  les  calculs  relatifs  aux  fonctions  elliptiques,  en 
les  supposant  définies  soit  par  leurs  périodes,  soit  par  leurs 
invariants. 

Supposons  d'abord   le  réseau  des  périodes  donné.  Nous 

V  choisirons  à  volonté  un  couple  de  périodes  primitives  2W|, 

Il  I  ^s  •     •  •     • 

>. toa  telles  que  le  rapport  t  =  —  =:  r  4-  5£  ait  sa  partie  ima- 

.  .  i 

^inaire  positive;  y*  sera  déterminé  par  Téquation 

1  7C/T 

Il  importe,  pour  rendre  plus  grande  la  convergence  des 
développements  à  employer,  que  la  quantité  |  7I  =  e""^  soit 
la  plus  petite  possible.  Il  faudra  donc  rendre  s  maximum  et, 
par  suite,  choisir  pour  2W|  la  période  de  module  minimum. 
On  aura,  dans  ce  cas  (317), 


5- sin  --> 


d'où 


On  pourra  choisir  pour  2^2  la  seconde  période  du  triangle 
principal.  Si  celui-ci  est  rectangle,  on  aura  ainsi  l'avantage 
de  trouver  pour  q  une  valeur  réelle. 
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Connaissant  ainsi  (0|,  (O2  et  q^^  on  calculera  r,|  par  la  for- 
mule  (19),  puis  r^2,  t,3,  ci>3  par  les  formules 

^<1  ■+■  T<«  +  T^lJ  =  0»  COi  -h   Oit  -+-  ^3  =  O. 

Los  autres  constantes  U|,  U2,  U3,  64,  ^2,  ej,  ^2,  ^,,  A.  J 
se  calculeront  par  les  formules  des  n*"*  390  et  39). 

393.  Héciproquement,  supposons  donnés  ^2  et  0^5  et  cher- 

clions   à  calculer  les  périodes  principales   2(0,,   20)3  et  la 

.1 
quantité  auxiliaire  q\ 

Nous  déterminerons  d*abord  les  racines  ^i,  ^2,  ^3  de  lé- 

quation 

45'  — ^î5~  -,  =  0, 

en  les  numérotant  de  telle  sorte  que  ^2^3  soit  le  plus  peiii 
côté  du  trian{;le,  et  que  e^Ci  lui  succède  dans  le  sens  di- 
rect. 

On  aura  ensuile 


les  déterminations  des  radicaux  étant  précisées  comme  au 
n"  368. 

Pour  obtenir  y,  divisons  membre  à  membre  les  équations 
(•>.8)  et  {'i'])  et  posons,  pour  abréger, 


TU » 

le'  U, 
il  viendra 

_  63(0)  _  I  -+-  0.7 -h  27*4-  27'-+-. 


Oj(o)         I  —  '2(j  H-  2g*—  27» -h... 

ou 

1  a  —  \  __  q  -^  f/^-h, .  .    /  I  -+-  7' -+- . . .  \ 

2  rï  -f-  I  "~  i-f-  '27*-h  ...  ~  ^  \i  -i-  27* -t-. ..  ' 
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Il  nous  faut  calculer  parmi  les  racines  de  cette  équation 
celle  dont  le  module  est  minimum.  Nous  savons  que  ce  mo- 
dule est  <C  {.  Le  facteur  entre  parenthèses  est  donc  très  voi- 
sin de  l'unité;  en  le  nt^gligeant,  nous  aurons 

i  a  —  I 
'        2  a  -H  I 

avec  une  erreur  relative  moindre  que  ^ôoô*  ^^  pourra  d'ail- 
leurs corriger  cette  valeur  dans  une  seconde  approximation. 
Connaissant  q^  on  obtiendra  2Ci)|  par  Tune  ou  l'autre  des 
équations  (27)  ou  (28),  puis  20)2  par  la  formule 

Tt/O), 

e  ^'^   =  17, 

d'où  l'on  lire,  en  désignant  par  Logy  l'un  des  logarithmes 
de  q  choisi  à  volonté, 

20J, 
20),=  —    Log7-h4/ni(«)„ 

7C  l 

nii  élant  un  entier  positif  ou  négatif;  nous  le  choisirons  de 
manière  à  rendre  |  20)2  |  minimum,  ce  qui  achèvera  de  pré- 
ciser cette  seconde  période.  Nous  aurons  enfin 

Nous  pourrons  donc,  quelles  que  soient  les  données  ini- 
tiales, déterminer  toutes  les  constantes  qui  figurent  dans  les 
expressions  de  (S'a,  ^«w,  Cm,  pu  et,  par  suite,  calculer  les 
valeurs  de  ces  fonctions  pour  une  valeur  donnée  de  u, 

394.  Réciproquement,  supposons  j3 M  donné  et  proposons- 
nous  de  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  u. 

Soit  «0  l'une  d'elles;  elles  auront,  pour  formule  générale, 

=b  Mo  -h  2/7iiaji  -h  2mjC0j. 

Les  valeurs  correspondantes  de  la  quantité  z^  =  e^^'*'  seront 
de  la  forme 
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elles  constituent  deux  progressions  géométriques  de  raison 
q^^  et  sont  réciproques  deux  à  deux.  Il  existera  donc  deux 
valeurs  de  5^,  réciproques  l'une  de  l'autre  et  de  module 

compris  entre  |9|  et  -  ;  et  le  module  de  leur  somme  ne 
pourra  surpasser  |  5^  |  +  -  ;  \q\  étant  d'ailleurs  <  \,  ce  mo- 
dule sera  moindre  que  (  i  4-  ?r  )    -  î  • 

Pour  déterminer  ces  deux  valeurs  de  5*,   nous  pourron*^ 
partir  des  deux  équations 


I    I    e'(o)  e,(r)r 

Divisons-les  membre  à  membre  et  posons,  pour  abréger, 

0|(o)  yu  —  e^  _  ,,. 
05(0)  pa-e, 

il  viendra,  en  extrayant  la  racine  carrée, 


ou 


±ih 

—  ao 

—  00 

^f>    . 

<7(3'  + 

-).,.(...■).... 

D'après  les  limites  entre  lesquelles  sont  compris  les  modules 
de  z^  et  de  y,  le  second  membre  peut  être  remplacé,  avec  une 

faible  erreur  relative,  par^  (^^+  Zï)'  Les  valeurs  cherchées 
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de  z^  différeront  donc  peu  des  racines  de  l'équation 


dont  la  somme  est 


si  nous  déterminons  le 


et  a  son  module  moindre  que 

signe  de  la  quantité  ambiguë  i^  b,  de  telle  sorte  que  sa  partie 
réelle  soit  positive. 

Une  seconde  approximation  permettra^  au  besoin,  de  rec- 
tifier les  valeurs  trouvées  pour  z^. 

Connaissant 

les  valeurs  correspondantes  de  u  seront  données  par  la  for- 
mule 

(Ut 
«=   --.  Legs' -^  2/7l,tU,. 

393.  Pour  obtenir  l'expression  des  fonctions  6r,  6a t'  par 
des  produits  infinis,  considérons  le  produit 

I  ^  w 

P(c)---.  v7*(^-c-»)  JJ(i-7'«5«)(i-7"'5-'). 
1 
Il  est  évidemment  convergent  {\q\  étant  <]  i)  sauf  pour 
5  =^  o,    et  représente   une   fonction    uniforme  n'ayant   pas 
d'autre  point  critique. 
On  a  évidemment 

P(  -z)     .--P(  =  ). 

D'autre  part,  si  Ton  change  z  en  qz,  chacun  des  facteurs 
I  —  q^^z^  se  change  dans  le  suivant,  et  chacun  des  facteurs 
I — q^"z^'^  dans  le  précédent,  sauf  le  premier  i  —  q-z^^y 
qui  se  change  en  i  —  z"^  ;  on  aura  donc 
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Donc  P{s)  ne  diflîèrc  de  6c  que  par  uu  facteur  consUni 
(380),  Cl  l'on  a 


(35)  i 


U(.)  =  .i,l>(3;^:^y»(c_o-')J|(i-<7»"c')(.-7''.- 


On  en  déduit  (38 i) 

-    .X>q^(z  -h  ^-  »)  TT  (I  4-  ^*»3=)  (  i  -k-  ç»----  ) 
(30)     / 

m 

:=z  IfXtfj"  COSTZV   II    (l  -h  a^'**  COS2ltt'  -h  y*"), 

1 

/  O^i'  z  —  iq^»^  z^{v  -^{-z)  ——  Xiq^  zV{q^  z) 

: .--  Xq^  z{q^  z-  q'^'^z-^)\\{i^q^-^^z''){i^q''''^-'- 

1 

«D  « 

I  .^         c\.(.-73«)JJ(.-7"'+'5«)f[(.-9"'-'--') 

1  t 

=  Jl.  JJ[  (i  —  7«-'-*5»)  (I  — y»«-»w-*) 

1 

'  -_=  X  Tf  (l  —  27-«-»C0527ri'  -t-^*""-), 

1 

=  JU  Tl  (  1+ y'»-' 5' )  (  1  + ?»" -' 3- '  ) 
(38)     / 

I         =  xTT  (i  + ay^-'ccsaitc +  7*"-'). 


(37) 
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396.  Il  reste  à  déterminer  la  constante  fX,.  Pour  cela, 
posons  i' =  o  dans  la  dérivée  de  l'équation  (35)  et  dans  les 
équations  (36)  à  (38);  il  viendra 


e'(o):=2.\.7*'ltTT(l  —  <7"')\ 

1 

1 

1 

« 

1 


(3'.») 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'identité 

6'(o):=ite.(o)0.(o)03(o),  ; 

on  trouvera 

m  m 

1  1 

Mais  le  coefficient  de  -A,^  se  réduit  à  Tunilé,  car  on  a  évi- 
demment 

•e 
1 

=n(.+,-)=r[',z',ï=n;-4..^- 

1  1  1 

On  aura  donc 

<X-^±'[l{i-q"')- 

1 

D'ailleurs,  en  supposant  q  infiniment  petit  dans  Téqua- 
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lion  (38),  on  voit  que  r^o  a  pour  valeur  principale  -i-i.  Don 


(•»oj 


c\.  =  JJ(l-^»«). 


On  obtient  aisément  le  développement  de  ce  produit  es 
série.  A  cet  efler,  partons  de  la  relation 


ou 


Dans  cette  identité,  remplaçons  3*,  y  par  q^  q*;  il  viendra 


(40 


397.  Substituons    la    valeur    (4o)   de    X  dans   les  for- 
mules (39),  et  posons,  pour  abréger, 


1 
-1.  * 


(4^) 


<p,(T)=re      «   q     "JJ  (!  +  ?"-'); 


il  viendra 


(  <3) 
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e'(0)=:27rcpVT), 
61(0)=:  Ç    (T)of(T), 

0,(o)  =  e~cp(T)?;(T). 


427 


Ces  valeurs,  substituées  dans  les  idenlilés  (^5),  (29)  et 
dans  les  autres  formules  du  n®  391  donneront 


e.  —  e.— 


(46* 


'  \7  ^ 


e,  —  ei  : 

3^3  — 


l  I  ?   9»  î 

\2to,/    •     ''' 

(~)V(?;-?;). 
(-;-)%u.5-?;). 

(4SI    5'.=  |(-^-y?'(?!'  +  ?i'  +  ?i'). 

De  la  combinaison  de  ces  formules,  on  peut  encore  dé- 
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duire  les  suivantes  : 

(5a)    j_,^î2£i  =  _L.(^._<p.).(ç;_ç. )«(=;_.;: 


(53) 


,6{e^~eyy       __^^ 


{e^—ea){ey—ea) 


■=.  o 


ra  » 


(«,         «,^îi^.=_'' 


398.  Aux  doveloppemenls  en  produits,  que  nous  venon- 
d'obtenir  pour  les  fonctions  8,  correspondent,  pour  les  fonc- 
tions 

les  développements  en  séries  simples 
/•'-v     V  1     I  /  /    V^  7*"sîn2'iir 

(o.))    îMzir  —     4T^,w,r-i-iTcot7ur-f-  4^  7 \-n ;;: 

(d6)     J)w=:    — 4tQiW|-+-    .   , 87r*>   ^ — ^ —-^ — n 

^      ^     ^         \2Wi/   I       ^  **    *      sm^TTP  ^  (i  —  2y^'*cosiî:r-rf 

Les  fonctions 

p{u^is^^)  —  -^  ^^^logcJ'(«-ha):,)~— — ,  logUa<?  "  '  ^i" 

admettent  des  développements  analogues.  On  aura  notam- 
ment 


(57)  ' 


('JD(«  +  <û,) 


j      -^W      -4l«'->-8''  2     (I  -  2^'"-'  cosa«.-  +T""i' 
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LMdentiûcation  des  termes  indépendanls  de  v  dans  les  for- 
mules (56)  et  (07)  donnera 

Posons   dans  les   mêmes   formules  w  =  w<,    d'où   v  =  ~\ 
elles  donneront 


((io)     ei  — 


^«m)     <?3  = 


EnGn,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation 
e^-h  e,H-e,r=o, 
on  trouve  Tidentité 

1  1  1 

399.  Les  fonctions  du,  d^u  dépendent  non  seulement 
de  w,  mais  des  périodes  2w,,  2(02.  De  même  les  fonctions 
^)f,  6a  i'  dépendent  non  seulement  de  Uy  mais  du  rapport  t  des 
périodes.  Mettant  ces  paramètres  en  évidence,  les  formules 
(i-)  et  (18)  deviendront 

Remplaçons   2W,,   20)2  par  un  autre  couple  de  périodes 
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proprement  équivalentes 

((')3)         aa>'|  =:  2atO|-H  2^0),,         au)',  z=  2  CCI) i-+- 2^(1)2  : 

et  posons 

,__     il      _        v  ,_  w',  c  -^  dz 

2tOj        a  -\-  bz  iù\        a  -r-  bz 

iSous  aurons  évidemment 

Mais  ce  changement  de  périodes  n'altère  pas  du^  et  op^'re 
sur  les  fonctions  rf^w  une  simple  permutation,  dépendant  de 
la  classe  à  laquelle  appartient  la  substitution  (63).  .Non» 
aurons  donc 

(64)  a  ^«'^î  ***>'*  ^y^A^    ^.aco^e'^i^-.»"^/-^, 

^^  *  0'(o,t')  *  0^(0,-:) 

^       ^  Ooc'(o,  t')  Oa(o,T)' 

rindice  a'  prenant  à  Tordre  près  les  mêmes  valeurs  i,  2,  ^ 
que  l'indice  a. 
Or  on  a 


n>;."-.„...'=^(^V-^) 


Donc 


l^u)\(a-\-  bz)  a-\-bz 

"("'')    -a  +  ftT  6'(o,T)    *  ''^'''^' 
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403.  Les  constantes 

a  -f-  6t   6'(o,  t}  '       ttx^,o,  T) 
sont  respectivement  égales,  d'après  les  formules  (  ^3),  à 

^Nx>  ^a'  étant  é^aux  à  i   ou  à  o,  suivant  que  leur  indice  est 
égal  à  3  ou  <;  3. 

Elles  seront  donc  déterminées  si  Ton  connaît  la  valeur  des 
c|uotients 

Renvoyant  à  plus  lard  celte  recherche,  nous  nous  borne- 
rons pour  le  moment  à  établir  que  les  constantes  cherchées 
sont  des  racines  huitièmes  de  (a  -+-  6t)*. 

On  a,  en  effet  (formules  33  et  3o), 

iOt:» 
eî(o,x)-r-.(^i^'jV.3-e,)'. 
On  a  de  même 


oî.(o,x')=r.(^^-iy(^;3.-4.)S 


^*'tj  ^^  î  ^Y'  étant  égaux,  à  l'ordre  près,  à  <?«,  ep,  Cy, 

D'ailleurs,  le  changement  des  périodes  n'altère  pas  pff, 
s*//,  et,  par  hypothèse,  il  change 

en 

CJ'a'(w,  a);,u);). 
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En  vertu  des  égalités 

,,„         ^     _  ^a(«t««>i,««>i) 

pu  —  e^  =  — ^— — î ?-, 

on  aura  donc 

et,  par  suite, 


Donc 


e'«(o,T) 


(r=- 


b-.y\ 


et  enfin 


r       I        0'(o,t')]»       [6,(0,  t')]»       ,_^.., 


VI.  —  Fonctions  périodiques  de  deuxième 
et  de  troisième  espèce. 

401.  Nous  appellerons  avec  M.  Henni  le  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  troisième  espèce  les  fonctions  rné- 
roniorphes  qui  satisfont  à  des  relations  de  la  forme 

(i)  '  ^  ' 

A|,  B|,  A2,  Bo  étant  des  constantes. 
On  en  déduit  évidemment 

cp(M  -h  2/niW,  4-  amjw,)  =  e^"+-'*<p(tt), 

A,  B  étant  de  nouvelles  constantes. 

Si  Ai  =  A2=  o,  la  fonction  sera  de  seconde  espèce.  Si  Bi 
et  B2  s'annulent  égalemenl,  ce  sera  une  fonction  elliptique. 

Les  fonctions  o'w,  (^«w  nous  ont  déjà  fourni  des  exemples 
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de  fonctions  de  troisième  espèce;  leurs  quotients  (^ao^)  ^a^'^ 
sont  de  seconde  espèce.  Proposons-nous  de  faire  Tétude  de 
ces  fonctions  en  général. 

11  résulte  évidemment  des  équations  (i)  que  les  zéros  et 
les  pôles  de  ^{u)  sont  distribués  périodiquement  dans  le 
plan. 

On  en  déduit  d^ailleurs 

logo(w  -+-2u)i)  —  log<p(w)  -H  A,«  4-  Bi4-  2m,7r/, 
log<p(w  4-  2  0),)  —  log<p(w)  4- A,w  4-B,4-2m,iTi. 

i02.  Soient  «i ,  . . . ,  a^  ceux  des  zéros  de  cp (w)  et  6| ,  . . . , 
/>v  ceux  de  ses  pôles  qui  sont  situés  dans  le  parallélogramme 
des  périodes  tracé  à  partir  d'un  point  donné  z/q;  on  aura, 
comme  on  sait, 

27r«(lA  — v)         -zj    rflog<p(w), 

2lt£(Sa  —  26):   :Jud\o^ti{u), 

les  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  direct  autour  du  paral- 
lélogramme. 

Or  il  est  aisé  de  les  évaluer.  En  effet,  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  t  ait  sa  partie  réelle  positive;  on  aura 

/'c?log?(w) 

'  +/  +/  +/  )«?logo(,/) 

ou,   en   réunissant   les   intégrales   prises  suivant   les   côtés 
opposés, 

d\o^  Çp(w)   --  /  Cl[\0^0(u)  —  log'f  («  4-  2102)1 

f  c/[logo(z/  4-  2U),)  —  log<p(w)J 

,//,-»- 1(1),  >,//, -H2a)| 


---  2  0)2  A,  —  2  0)i  Aj 
J      -  II. 


'  — Ajrfa  4-  I  Al  du 
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On  aura  de  même 

wrflog©(f/)  —  («  4-  2a),)é/logç(l/  H-  2C0i) 
{U  4-  2C0,)é/l0gŒ'(l/  -+-  2(1),)  —  ud\og^{li) 


^f 

•^w* 


/M,-f-ÏCl), 
—  k^udu  —  2W,  ûflogo(w  -H  2C0j) 
... 

X^udu  4-  2aiié/Iog<p(a  +  2(0i) 

... 


_  (^/o-h2  0Jt)»—  ^Z* 

—  2a),[Iogcp(Wo-|-2u)i4-2Wj)  —  Iogo(Mo4-  20),)] 

(z/p-f- 2 o)a )*—//; 

-H  A, 

4-  2  0),  [logo  («0  4-  2(0,4-  2  0)j)  —  log<p(i/o  4-20),)J 
=  —  2o)iA2(z/o4-o),)  —  20),[A,(«o4-  2  0),)  4-B,4-  2W,i:i] 

4-  2  0),A,(£/o4-o)2)  4-  2  0),  [A, («0  4- 2  0),)  4-  B,4-  2  m,-/] 
=      2o)i(A,o),  4-  B,4-  2m,iti)  —  2(«),(A,o),  4-  Bi4-  awi-i  j. 

Nous  obtenons  donc  les  deux  relations  fondamentales 

(2)  2  0),  A,  —  2  0),  A,r=:  2  7r/((JL  —  v) 

(  2  0),(A2  0),4-  B24-  2/71,'Itf  ) 

(  —  2o>,(A,oj,  4-  Bi4-  2^,7^/)  =:  2'ïii[Zflr  —  Zb], 

i03.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites, 
on  pourra  construire  une  fonction  admettant  les  zéros,  les 
pôles  et  les  multiplicateurs  donnés.  Posons,  en  efTet, 

"t^"^-^  tf(«-^)...C^(a-6v) 

C'est  une  fonction  de  troisième  espèce,  ayant  les  zéros  et 
les  pôles  demandt^s,  et  ses  multiplicateurs  seront  e^'"'^^\ 
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^M,fi-»-N,^  en  posant,  pour  abréger, 

MjM  4-  Nj— (4u)iW  -+■  4wî)a  4-2(0,3 

-H  y  [2T,,  (  w  —  ak  4-  0),  )  —  -ïtï ] 
t 

V 

—  N  [a  TQi ( w  —  ^x -i- w,  )  —  lit ], 
1 
Mji/  4-N2i=  (4w,M  4-4wî)a-^-2t«)jp4- 

Ces  muitiplicateurs  seront  respectivement  égaux  à  ^Aii/h-b,^ 
^a.m-kb,^  si  Ton  détermine  a,  ^  de  manière  à  satisfaire  aux 
équations 

4(o,a  -]-  2T,,([i  — v)  =  A|, 

4w}a4-2w,p  —  2Tf),(Sa  —  Z^) 

4-  (2rj,tOi  —  itO  (l-*^  —  ^)  =  B,  4-  2/nji:f, 
4u>,a4-2Tij(rx  — v)  =  A,, 

4wJa4-2a),P  —  2Tj,(2a  —  2^) 

4-  (2T„a),  — ir/)  (jx  —  v)  =  Bï4-  2/n,iri. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  deux  condi- 
tions sont  nécessaires;  on  les  obtiendra  en  éliminant  a,  ,3. 

En   tenant  compte   de  la   relation   r^i(i}2  —  r^2i>>\= — >    on 

retombe  ainsi  sur  les  équations  (2)  et  (3),  qui  sont  véri- 
fiées, par  hypothèse. 

Toute  autre  fonction  ^i{u)  admettant  les  mêmes  zéros, 
les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  multiplicateurs  que  'f  (w)  sera 
de  la  forme  C'^(//),  G  étant  une  constante;  car  le  quo- 
tient — — ~  est  une  fonction  elliptique  qui  n'a  pas  de  pôle. 

40 J.  II  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une  fonction  de  troi- 
sième espèce  qui  n*a  ni  zéro,  ni  pôle  est  de  la  forme 
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Pour  une  fonction  ^{u)  de  seconde  espèce,  on  a 
Ai  =  A,=  o, 
et  en  vertu  de  Téqualion  (a) 

Les  équations  (4)  donneront  ensuite 

a  =  o. 

Les  fonctions  de  seconde  espèce  ont  donc  autant  de  zéro^ 
que  de  pôles,  et  leur  expression  générale  est 

405.  On  obtient  de  nouvelles  expressions  des  fondions 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce  par  les  considérations 
suivantes  : 

Soit  '^(m)  une  semblable  fonction,  ajant  pour  multiplica- 
leurs  e^»"-^"^«,  e^"""^"'. 

Posons 

les  constantes  a,  ^  étant  déterminées  par  les  relations 

4a)ia  =  Al,  4'»>îa  -+-2coip  =:B,  ; 

Oi{u)  sera  une  fonction  analogue  à  ç(m),  ayant  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  pôles,  mais  dont  le  premier  multiplica- 
teur se  réduit  à  l'unité.  Soit  e^"^"^  son  second  muUipli- 
caleur. 

Si  A  =  o,  ^\{ii)  sera  de  seconde  espèce.  Laissons  provi- 
soirement ce  cas  de  côté,  et  posons 

B  .  .  <«>« 

A  (0, 

Oi(w)  se  changera  en  une  fonction  ^'(^0>  ^^  '^^  relations 

ïpi(a  -h  2tOi)  =:cpiM,  ®i(«  -f-  2(0,)  =  e^"^^ffxU 

deviendront 

(6)  V(i'-4-  i)n:^r,         >F(r  -h-.)  :=e-»"»'^'*'Vi'. 
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Nous  donnerons  à  ces  fonctions  particulières  W((')  le  nom 
de  fonctions  réduites.  Le  nombre  m  se  nomme  Vordre  de 
la  fonction;  c'est  un  entier  (positif  ou  négatif),  car  la  for- 
mule (2).  appliquée  à  ce  cas  particulier,  donne 

m  =  {X  —  V. 

406.  Ces  fonctions  réduites  ont  été  construites  par  M.  Ap- 
pell  de  la  manière  suivante  : 

Posons,  comme  précédemment, 

M*(i)  se  changera  en  une  fonction  de  z.  Cette  nouvelle  fonc- 
tion/(z)  sera  uniforme,  car,  en  vertu  de  Téquation 

à  toutes  les  valeurs  de  v  qui  correspondent  à  une  même  va- 
leur de  z  répond  une  même  valeur  de  la  fonction.  De  plus, 

r  =  — :log2  n'admettant  qu'un   seul  point  critique  z-=-o^ 

f{z)  n'aura  pour  points  critiques  que  des  pôles  correspon- 
dant à  ceux  de  W(^)  et  le  point  essentiel  z  =  o. 

Enfin  les  équations  (6)  se  transformeront  dans  les  sui- 
vantes 

(7)  f{-z)=f{z),         /(qz)^=-^'"/iz). 

11  s'agit  de  construire  les  fonctions /(2)  qui  satisfont  à  ces 
relations. 

407.  Supposons  en  premier  lieu  m  positif,  et  admettons, 
en  outre,  que  la  fonction  W(ç)  soit  entière;  f{z)^  n'ayant 
d'autre  point  critique  que  z  =  o,  sera  développable  par  la 
formule  de  Laurent,  mais  elle  est  paire;  le  développement 
sera  donc  de  la  forme 
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En  le  substituanl  dans  l'équation 

/(7-)--*'"/(0, 
il  viendra 

m  tb 

—  •  — m 

cp  qui  donne  pour  déterminer  les  coefficients  A„  la  formule 
reçu  r  renie 

Les  coefficients  A©,  A,,  ...,  A«_i  restenl  indéterminé?. 
Soit  \r  Tun  d'entre  eux;  on  aura 

A  —   \    n-r 

^r^m  —  '^  /•  7      »  •  •  •  » 

r-k-mn  —   ^r'/ 

Si  donc  nous  posons 

lu  forme  générale  des  fonctions  cherchées  sera 

m  —  l 
(<))  f(  =  )^:^\rBr(  =  ) 

0 

ou,  en  revenant  à  la  variable  primitive  v  et  désignant  par 
Tr(^')  ce  que  devient  alors  Sr{z)j 

(.o)  'r(,.)=:^A,.T,(.'). 

0 

Si,  au  lieu  de  grouper  ensemble  les  termes  de/{z)  qui  cor- 
respondent à  une  même  valeur  de  r,  nous  groupons  ceu\ 
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pour  lesquels  /i  a  la  même  valeur,  nous  trouverons 

m 

—  • 

—  oe 

V(^z)=  Vo+ Ai^s  4-...-f- A/n.i^"»"**  désignant  un  polynôme 
arîji traire  de  degré  m  —  i . 

408.  Les  fonctions  réduites  ^{^)  d'ordre  m  ayant  v  pôles 
/>, ,  •  . . ,  6v  et  m  -h  V  zéros  Oi,  .  . ,  am^y  admettent  une  re- 
présentation analogue,  où  le  polynôme  P(^)  est  remplacé 
par  une  fonction  rationnelle  R(^)  ayant  pour  numérateur 
un  polynôme  P|  (z)  de  degré  m  4-  v  —  i  et  pour  dénomina- 
teur le  produit 

Posons,  en  effet, 

r'  Cette  série  sera  convergente,  sauf  pour  les  valeurs  de  z 
qui  rendent  infini  Tun  de  ses  termes.  En  effet,  \q\  étant 
<^  I  et  m  >  o,  la  racine  /i^*"**  du  terme  général  tend  vers  zéro 
si   n  tend  vers  +  oo,  et  il  en  est  de  même  pour  la  racine 

—  ;jicme    gj  ^  lQni  vers  00. 

2"  C'est  une  fonction  paire  de  z.  D'autre  part,  si  l'on 
change  z  en  qz^  chaque  terme  se  change  dans  le  suivant, 
multiplié  par  z'^"*;  donc 

cl  ^'i{^)  est  une  fonction  réduite  d'ordre  m. 
3**  Ses  pôles  sont  aux  points  pour  lesquels  on  a 

gin  5I  _  ^îiri/>,^  _  .  ^  y*»  ^'  z=z  eîiî'V>, 

ou 

pinitix-ht'Kiv —  ftiTZiff. 
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d'où 

v=:b^  —  /iT  -h  /i',  . . . ,         vzzzby,  —  /iT  -+-  n', 

Aj,  ni  étant  entiers.  Ce  sont  les  pôles  de  ^^(^). 

4°  C'est  une  fonction  entière  et  homogène  des  m  -^-  v  coef- 
ficients, encore  indéterminés,  du  numérateur  P«(5).  On 
peut  déterminer  les  rapports  de  ces  coefficients  de  telle  sorte 
que  V<(^)  s'annule  pour  v=^a^^  a^y  .  • .,  «m+v-*- 

Cela  fait,  le  quotient  sera  une  fonction  elliptique 

n'ayant  pas  plus  d'un  zéro;  ce  sera  donc  une  constante. Mais 
Vi(t>)  contient  encore  en  facteur  une  constante  arbitraire; 
on  pourra  la  choisir  de  telle  sorte  qu'on  ait  >F|(ç')  =  ^(t')* 

409.  Posons,  en  particulier, 


\K{z). 


2 gtlÙW 


\v  étant  un  point  intérieur  au  parallélogramme. 
La  fonction  réduite 

formée  avec  R(^),  n'aura  dans  le  parallélogramme   qu'un 
pôle  simple  w^  et  Ton  vérifie  immédiatement  que  le  résidu 
correspondant  est  égal  à  i . 
En  dérivant  les  équations 

par  rapport  au  paramètre  \v^  on  voit  que 

dw       2  ôw'  '  '      1 . 2 ...  A:  dsv^ 

sont  également  des  fonctions  réduites;  d'ailleurs,  elles  ad- 
mettent le  seul  pôle  w  et  la  partie  infinie  de  leur  développe- 
ment aux  environs  de  ce  point  sera  respectivement 


{v  —  wY       {v  —  ivY 
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Celle  remarque  fournit  une  décomposition  des  fonctions 
réduites  en  éléments  simples.  Soit,  en  effet,  ^{^)  une  fonc- 
tion réduite  d^ordre  m,  admettant  les  pôles  w^ ,  W2,  •  • .  avec 
des  ordres  de  multiplicité  Ar,  /,  . . .  et  soient  respectivement 

Al      _^        A,  _^  __^ .*__ , 


les  parties  infinies  de  son  développement  aux  environs  de 
ces  pôles.  Posons 


-f- 


1.2..   (A—  I)         àiv]-^ 


Le  reste  Wi  (ç)  sera  évidemment  une  fonction  réduite  entière 
d'ordre  m  et  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

CoTo(^)  4-  C,T,(r)  -H. .  .-hC,,.,T^_,((^). 

410.  La  fonction  ^(i',  w),  qui  nous  a  conduits  au  résultat 
ci-dessus,  va  également  nous  servir  à  construire  les  fonc- 
tions réduites  où  m  est  négatif.  Pour  cela,  il  nous  faut  con- 
sidérer iv  comme  la  variable  et  v  comme  un  paramètre.  La 
fonction  n'aura  dans  le  parallélogramme  qu'un  seul  pôle 
simple,   fv  =  ^,   et  ce  même   point    sera  un   pôle  double, 

triple,  etc.,  pour  les  dérivées --t-,  •••>  -^r-fj  •••  prises  par 

rapport  au  paramètre  v. 
Posons,  pour  abréger, 
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la  fonclion  prendra  la  forme 

On  a  évidemmenl 

Changeons,  d'aulrc  part,  t  en  qt  et  remplaçons  en  miine 
temps  l'indice  de  sam:nation  n  par  n  +  i ,  il  viendra 


d'où 


—    0» 

F(3,70-«"»F(5,0 


(l3) 


r  =  m  —  l 


—  •  /•  =  0 

/•  =  /«  —  t 

=I27C£       y       8^(3) /'^'"-'-^ 

En  repassant  des  variables  auxiliaires  z,   t  aux  variables 
initiales  (^,  «%  les  relations  (12)  et  (i3)  deviendront 

V(^',  WP'  +  x)  —  e«'»'^'*^V((;,  çv)  =  2irz  y  T|.(i^)  e*<'«-'-  '^'"'. 

0 

En  les  dérivant  par  rapport  au  paramètre  ç,  on  aura  plus 
généralement 
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4H.  Cela  posé,  considérons  une  fonction  réduite  'itv  où 
le  nombre  v  des  pôles  contenus  dans  le  paralh'logramme  sur- 
passe de  m  unités  le  nombre  des  zéros.  Soient  v^,  v*^  ... 
ces  pôles;  k,  l,  ..,  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs. 

Formons  l'expression 

.-B.v(. ,.„.)-. [...-,  B,^^:-^:^ 

-\- 

Elle  admet  les  mômes  pôles^  avec  le  même  ordre  de  mul- 
tiplicité. De  plus,  on  a  évidemment 

r:4)  S(iv-hi)r    S(ir), 

«I  - 1 

(i5)      S(w  +  t)  —  c""'^*"'S(«')  =:.  2Tr«  y  Ure'c»-'-^^'"', 

0 

en  posant,  pour  abréger, 

U.zr:       A,T,(i^)4-.\,T;(r,)+...-f-A;tTi.^-»'(r,) 

-h. 

Disposons  des  v  constantes  A,  B,  . . .  de  manière  à  satis- 
faire aux  m  équations 

Uo=^0,  Ui=:0,  ...,  U,;,_i=0. 

L'équation  (i5)  se  réduira  à 

Donc  S  (iv)  sera  une  fonction  réduite  d'ordre  m,  ayant  les 
mêmes  pôles  et  les  mêmes  multiplicateurs  que  ^w.  Elle  dé- 
pend encore  linéairement  de  v  —  m  constantes  arbitraires, 
dont  on  peut  déterminer  les  rapports  de  lette  sorte  qu'elle 

admette  v  —  m  —  i  des  ^éros  de  Aw.  Le  quotient  ^— -;  sera 
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done  une  fonclîon  elliptique,  n^ajant  pas  plus  d'un  zéro.  Ce 
sera  donc  une  constante. 

412.  Passons  aux  fonctions  de  seconde  espèce,  dont  nous 
avons  réservé  Tétude  (403).  Soit  ç|M  une  semblable  fonc- 
tion, aux  périodes  awi,  'iw^  et  aux  multiplicateurs  i,  e*. 
Posons 

La  fonction  ^(^)  aura  pour  périodes  i,  t  et  pour  multiplica- 
teurs I ,  e*.  Soient  ai ,  . . . ,  aji.  ses  zéros  et  6| ,  • , . ,  b^  ses 
pôles  dans  le  parallélogramme  des  périodes;  posons,  pour 
abréger, 

On  aura,  d'après  la  formule  (3), 

B  -+-  imtiii—  im^iziz  zzz  —  iizis. 

Supposons  d'abord  que  s  soit  une  période,  telle  que  aH-tiiT 
(/i,  /i|  étant  des  entiers).  Posons 

On  aura  évidemment 

— -  ç—lm^'Ki—tii'Ki  —  I  ^ 

Donc  y^v  est  une  fonction  elliptique,  que  nous  savons 
construire. 

413.  Passons  au  cas  général,  où  s  n'est  pas  une  période. 
Nous  poserons 

y  p  admettra  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  ijv  ti 
ses  multiplicateurs  seront 

I     et    e^-«'».«'t  -_  g-*«/*-ïm,«/  --  e-^'Ki*^ 
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Cette  fonction  réduite  'fj^v)  sera  de  la  forme 
(.6)  X(0  -  C  ^-_-^- .-_  _-^- 

Car  le  second  membre  admet  les  zéros  a,  les  pôles  b  et 
ses  multiplicateurs  sont 

Son  rapport  à  y  (^  est  donc  une  constante,  qui  se  réduira  à 
l'unité  par  un  choix  convenable  de  C. 

4'14.  Considérons  parmi  les  fondions  réduites  la  fonction 
particulière 

Elle  a  un  seul  pôle  r  =:=-  o,  pour  lequel  le  résidu  est  égal  à  i . 
On  voit  d'ailleurs,  en  dérivant  les  équations 

que  F'(i'),  F''(i'),  ...  sont  de  nouvelles  fondions  réduites. 
Elles  admettent  encore  le  pôle  unique  zéro,  et  leurs  déve- 
loppements aux  environs  de  ce  point  auront  respectivement 
pour  parties  infinies 

1  2 

Toutes  les  fondions  réduites  yç  sont  exprimables  à  l'aide 
de  cet  élément  simple.  Soient,  en  effet,  bi,  b^,  -  >  *  les  pôles 
distincts  de  yç  dans  le  parallélogramme,  et 

A,      ^         .         A,.  B, 

les  parties  infinies  du  développement  de  y  (r)  aux  environs 
de  ces  points.  On  aura 


.   o      II-     ";TF(*-»)(r-^)--B,F(r-6,)- 

I  .2...^A  —  I  j 
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Car  la  différence  des  deux  membres  est  une  nouvelle  fonc- 
tion réduite  n'ajanl  plus  de  pôles;  elle  sera  donc  de  la 
l'orme  Ce?**;  mais  de  plus  C  sera  nul.  En  effet,  s'il  ne  Téuii 
pas,  celte  fonction  aurait  pour  multiplicateurs  e?  et  c^': 
mais  CCS  multiplicateurs  doivent  se  réduire  à  i  ete~**";  on 
devrait  donc  avoir 


?- 


imziy         Pt— ~  27c/.çH- a/iiiti     (/i,  «i  entier>) 


et,  en  éliminant  ^, 

s  --  —  /iT  -h  /Il  : 

s  serait  donc  une  période,  contrairement  à  l'hypothèse. 

415.  L'élément  simple 

F,..     ,_.0'(o)6(i.+*) 
^^'•'•')--0(7)-0Tr)-' 

auquel  nous  venons  de  parvenir,  satisfait  aux  relations 

F(r-M,.ç)  =  F(r,5),         F(('-f-T,5)  ^e-''^i'¥{v,s). 
et,  comme  il  est  symétrique  en  s?  et  s  y  on  aura  également 
F((S5-hi):=F(i^5),         F(r,.çH-T)  — e-'^^^FCr,*). 
Les  quantités  v^  s  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

X-hX,T,  |x-h|XjT, 

X,  ).,j  p^?  ^\  étant  des  quantités  réelles.  Au  moyen  des  for- 
mules ci-dessiis,  on  pourra  ramener  le  calcul  de  F(r,  5)  au 
cas  où  X|  et  [JL,  sont  compris  entre  o  et  —  i.  Dans  ce  cas,  les 
quantités 

seront  comprises  entre  i  et  [  y  j"'. 

•416.  Pour  obtenir  un  développement  de  F(p,5),  valable 
dans  ces  conditions,  calculons  l'intégrale 


f. 
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autour  d'un  parallélogramme  ABGD  ayant  pour  sommets  les 
points 

A  ï        "^  u  '        "^ 

2  2  '^  2  2^ 

2  2  '^  2  2^ 

p  et/?'  étant  des  entiers  Infinis. 

Par  suite  de  la  périodicité  des  fonctions  F  et  e^iw-r^  les  in- 
tégrales suivant  BC  et  DA  se  détruisent. 

L'intégrale  suivant  AB  est  infiniment  petite;  car  on  a  le 
long  de  celte  ligne 

1  -ht 

V  variant  de  o  à  i;  et,  par  suite, 

F(x,  s)  -  e^^^'P  F  {—  '-^-  -4-7,  s\ , 

Or    ¥  (x ,  s)    ne   devient    infinie    que    pour   les    valeurs 

^r  ^=m  -{-  m^'z^  où  m,  m'  sont  entiers;  F( ^^tA 

reste  donc  finie  lorsque  y  varie  de  o  ai.  L'exponentielle 
^,'K/(2/-i-T)  restera  de  même  finie  et  diflerente  de  zéro.  On  a 
enfin,  par  hypothèse,  i  <C.  \  e^'*  j  <^  I  7  i~^-  ^®  facteur  e^^"'' 
tendra  donc  vers  oo  avec/?,  mais  moins  rapidement  que  fj~^P. 
La  fonclion  à  intégrer  tendra  donc  vers  zéro  lorsque  p  tend 
vers  00. 

L'intégrale  suivant  CD  est  aussi  infiniment  petite,  car  on 
a  sur  celte  ligne 

2  ' 

y  variant  de  o  à  —  i,  et  par  suite 

F(x,  s)  —  e-^^'^'P'  f(-^-  +  r,  A 


^miu-  —_  ^sp'^ir/(îy-»-i-»^Ti^ 
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Ces  quantilés  tendent  vers  zéro  pour  p'=z  oo.  Le  nuroéra- 
leur  de  la  fonction  à  intégrer  tend  donc  vers  zéro,  et  son 
dénominateur  vers  la  constante  —  e**'". 

L^intégrale  considérée  étant  nulle,  comme  on  vient  de  le 
voir  pour  /?  ==  oo,  p'=:zo,  la  somme  des  résidus  relatifs  au\ 
pôles  intérieurs  à  ABCD  sera  nulle.  Ces  pôles  sont  de  plu- 
sieurs sortes  : 

I**  Le  dénominateur  e^^^'-*  —  e*"'*'  s'annule  aux  poiui? 
x  =  v-hn  {n  entier).   L'un  de  ces  points  est  intérieur  a 

ABCD;  le  résidu  correspondant  est  -—-.-r-—-' 

2"  Le  numérateur  F(Xy  s)  devient  infini  aux  points  x  =  n':, 
et  l'on  a 

F(/iT  -h  /i,  s)  —  e-»'^'"»  F(A,  s)  —  ^■'*'"* (t  +  •  •  - V 

car  le  résidu  de  F  relatif  à  l'origine  est   i.   Le  résidu  de 

F(x  s) 
*intj:_l  ATiiv^  P^^  rapport  au  pôle  /it,  sera  donc 


qtn_  QtTliv 


Egalant  à  zéro  la  somme  des  résidus  et  posant 
nous  aurons  donc 


('«>  jb^(^'^)=î.. 


417.  Pour  /?  =z  0,  on  aura  au  second  membre  le  lerm^ 

I 


I  —  z~- 

On  a  d'ailleurs,  en  changeant  n  en  —  n, 
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D'autre  pari, 

1  1  1 

EnOn,  I  i  I  étant  >  i ,  par  hypothèse, 


1 

iNous  pourrons  donc  écrire 

— .  F(i^,  5)  — H —1 


r 

"9) 


Cette  formule  a  été  établie  en  supposant  i  <C  |  ^  |  <]  |  ^  I'  *, 
z  restant  quelconque.  Mais,  si  l'on  change  v,  s  eu  —  r,  —  5, 
d'oii  5,  /  en  5~*,  ^~*,  les  deux  membres  ne  font  que  changer 
de  signe.  L'égalité  subsistera  donc  si  |  ^  |  est  compris  entre 

I  et|gr|. 

418.  Si  I  ;?  I  est  également  compris  entre  |  7  |~*  et  1^1,  on 
pourra  développer  en  série  les  quantités  (i  — ^r^"^»)-*, 
(  I  — q^"z~^)~^.  Oq  obtient  ainsi  la  série  double 

2TZI       ^     '     '  I  —5-*  I  —  t-* 

•      «0 

1       1 

OU,  en  remplaçant  les  exponentielles  par  des  lignes  trigouo- 
nu' triques, 


¥{Ç,S)  i^'j:(C0tTîP  -h  COt7:5) 

gimn  gin  2  7r(/nr  4-  ns). 
1      1 

J.  —   ïï.  2Ç) 


j  -1-4tî\  N^^^^sin^TT 

1      1 
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4-19.  Celle  expression  en  série  double  met  en  évidence  h 
syméirîe  de  F(r,  s)  par  rapport  à  ses  deux  arguments.  Pour 
obtenir  une  série  simple  offrant  le  même  avantage,  considt-- 
rons  les  termes  de  la  série  double  où  m  5  n.  Posons 

mz3«  -4-  p. 
Leur  somme  sera 

n  =:•»    p  =  «e 

n  =  l    p=0 

011,  en  eflectuant  la  sommation  relative  à  p, 

1 

Les  termes  où  /i^m  donneront  une  somme  analogue,  qui 
se  déduit  de  la  précédente  en  permutant  z  et  /. 

Ajoutons  les  deux  sommes  précédentes,  et  retranchons-cn 
la  somme  des  termes  où  m  =  n,  afin  de  ne  pas  les  compter 
deux  fois;  il  viendra 


2TZI  I 


—  I 


1 

1 

Celte  nouvelle  série  est  d'ailleurs  convergente  pour  toutr 
valeur  des  arguments,  car  la  racine  /i**^"«  de  son  terme  général 
a  pour  limite  zéro. 

420.  Ayant  trouvé  par  ce  qui  précède,  et  cela  sous  plu- 
sieurs formes  différentes,  le  développement  de  la  fonclion 

o^(o)e(t>-h^) 


PONCTIOÎfS  ELLIPTIQUES.  4">» 

on  en  déduira,  sans  peine,  beaucoup  d'autres  développe- 
ments. 

Changeons,  par  exemple,  i'  en  i'  -|-  ^,  p  -h  ^t  ou  i^  —  ^  —  ^t, 

et  par  suiie  z  en  iz^  q^z  ou  —  iq  ^ z.  Les  fonctions  8(i'), 
0(t^-h5)  seront  changées,  à  des  facteurs  exponentiels  près, 
dont  nous  avons  donné  l'expression  (384),  en 

Nous  aurons  ainsi  obtenu  le  développement  des  trois  fonc- 
tions 


Ki^yS)^ 


0(5)6^(0 


Accroissons  à  son  tour  s  d'une  demi-période  ;  nous  obtien- 
drons le  développement  des  fonctions 

421.   Comme  exemple  de  ce  calcul,  cherchons  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  F2(t',5). 
On  a  (384) 

e,(0  =Mq^z   6(i.-hlT), 

i 


d'où 


2TZI  2r.l       ^  1     '      / 


^t«-i  .-î 


Le  premier  terme  peut  s'écrire  ainsi 

f  r/tz^ 

t  —  tr^  ~  I  —qz^' 
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D^ailleurs 

1  ^11.-1  5« 


.^««-*5* 


Donc 


Si  nous  supposons  que  1 5^  |  soit  compris  entre  |  gr  |  et  |  y  |""' , 
nous  pourrons  développer  les  quantités  (i  —  gr^'*"*^^)"*  et 
(i — q^'^~*  z"^)"*  en  série,  et  nous  obtiendrons  la  série 
double 

1  1 

et  en  revenant  aux  lignes  trigonomé triques 

CD       «a 
24)     Fi(VyS)z=  -^ ^411^  V^<*'*"*>'"siD^t[2ln^4-(2ll-l)5]• 


^2^ 


422.  Changeons  <;  en  i^  +  ^-  dans  les  formules  (2 1)  et  (24)^ 
elles  donneront  immédiatement 

Fi(^,  5)  —  ir(—  langTCÇ'  -4-cotir5) 
^   i  H- 4^  7  \  (— i)'"g*'"'*sin2'i:(/nc  H-/W), 


(26)      F3(ç',5):=^-^  +  4'^y  y(— O'"7^*"~*^'"siin^[2W^'-4-(2«--0'*\^ 

1      1 

423.  Posons  5  = y  d'où  i  =  z   ^  dans  l'un  des  déve- 

2 


loppements  trouvés  pour 
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Nous  obtiendrons  le  développement  de 

no) 

et,  en  accroissant  r  de  demi-përiodes,  ceux  des  fonctions 

e^o) 

Posons  s  =z  —  V  dans  les  expressions  des  quantités 

Nous  obtiendrons  les  développements  des  quantités 

^'(o)^Jo)       Q\o)Qy(o) 

Pour  cette  valeur  de  s,  les  quantités 

e^(o)e((^H-5^     0^(0)  e(r-4-.y  ) 

s'annulent;  mais  leurs  dérivées  se  réduisent  à 
__0'Vo)        O'«(o) 

On  obtiendra  donc  ces  dernières  quantités  en  posant 
.ç  =  —  V  dans  les  formules,  après  les  avoir  dcVivées  par 
rapport  à  s. 

424.  Développons  les  deux  membres  de  la  formule  (-^.iV 
suivant  les  puissances  de  s;  l'identification  des  termes  con- 
stants donnera 

— -- =7tcotirp  4- 4^  >     >  7*'"'»  sin2/WTr(^ 
^{^)  LkLd 

1      1 

et,  en  effectuant  la  sommation  relative  à  /i, 
cflo^eCr) 


(27)       . rziTCOtirt' H-4ir  >  - — ^^ — -— Sin 


ini'Tzv, 
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Des  formules  (20),  (24)>  (26),  oa  déduit  par  le  même 
procédé 


(28) 

(29) 
(3o) 


rflogft2(<') 

^ioge.,(() 
d^^ 


=  — 7ctangiti^-l- 41c  \  ^p-sin2wiî:t'. 


4^ 


^  1  —  9*'» 

1 


sinam-i', 


sinainrf. 


On  a  d'ailleurs  (398) 


/  I  \>  r    ,  rf»  loç  ofi-n 

/  I  Vf    ,  rf'iogejf)-) 


Les  formules  précédentes  donneront  donc 


(31)  Ç// 

{'d'A)    pu 


4Ti,a)ir  H-Ticotiri' -h 


^^  1 


sin  3ff»'' 


cosi/'i' 


(34)  p(«4-<o.)  =  (^-|_^-)Y-4i,<-.  -^^*^7 


mq' 


C0S3W'' 


(35)p(«:-o,.)  =  (j-y|^-4.. 


-81 


.tV  (-O^m^y»  ,, 


•S  4^ 
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i2o.  Posons  {^=  o  dans  les  dëveloppcments  des  fouclions 

e'(o^      o'(o)evro>      o'*(o) 

et  tenant  compte  de  l'identité 

0'(0)=:  7101(0)6,(0)63(0), 

nous  obtiendrons  de  nouvelles  expressions  en  fonction  de  q 
pour  les  quantités 

6p(o)6^(o),     6?(o),     0^(o)6«(o). 

Développons,  d^autre  part,  les  deux  membres  des  équa- 
tions (82)  à  (35)  suivant  les  puissances  de  i^]  on  aura  (u 
étant  égal  à  2  a)|  r) 

pu-  - — - — -  -\-  ^-  (20),^)»-+-  ^  (2a),r)*-f-    .. 
el,  comme  p{u  -j-  Wa)  est  une  fonction  paire, 

p{u  -i-W3e)  =  pWgi-+-p''wot h..  . 

=  eaH-(6eî  — j^2)  — ^ h..    . 

Identifions  ces  développements  avec  ceux  des  seconds 
membres.  La  comparaison  des  termes  constants  donnera 

(36)  o=-/n.<o,+  |*-8z»|]^'?^";, 

1 
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Kn  poussant  plus  loin  l'idcnlincation,  on  obllendrail  de 
même  Tcxpression  des  quantités  §^2»  gi^  g\^  ^a»  •  •  •  - 

l-O.  La  comparaison  des  expressions  ainsi  obtenues  avec 
celles  déjà  trouvées  par  d'autres  voies  donne  des  idenlilês 
qui  fournissent  des  théorèmes  arithmétiques  remarquables. 
Kn  voici  un  exemple  : 

On  déduit  des  équations  (Sy) 


Mnis  cette  quantité  est  égale  (391)  à 

(■i^)'«-'°>=(î^)'(i'-')' 

On  aura  donc  l'identité 

Lf^  premier  membre  développé  est  de  la  forme 


yn'H-/i'-+n|-+-nJ 


Si  donc  on  réunit  les  termes  égaux,  le  coefficient  du  lermr 
en  q^  sera  égal  au  nombre  S  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers de  l'équation 

//'  H-  n\  -^  n\-^  n\  —  X. 

Considérons  le  second  membre.  Le  terme .. -,   peul 

être  développé  ainsi 

I  —  -  //  ~  "' 

et  fournira  un  terme  en  q^  avec  le  coefficient  /w,  si  /n  est  un 
diviseur  de  N,  tel  que  le  quotient  soit  impair. 


^        sera 


^*'» 
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Soit  A'  :^  :^/^I,  I  étant  impair;  il  sera  nécessaire  et  suffi- 
sant pour  cela  que  m  soit  de  la  forme  2^5,  5  divisant  I.  Le 

coefficient  de  q^  dans  le  développement  de  \ 

donc  2^S3,  la   sommation   s'étendant  à    tous  les   diviseurs 
de  [. 

On  a,  d'autre  part, 

fît  n^^ 

Ce  développement  contient  un  terme  en  q^  avec  le  coeffi- 
cient ( — \)^m  si  am  divise  /i.  Cela  ne  peut  avoir  lieu  si 
A  =r  o,  auquel  cas  N  =:  I  est  un  nombre  impair.  On  a  donc, 

dans  ce  premier  cas, 

S  =  8S8. 

Soit,  au  contraire,  A>o;  im  divisera  N  si  m  divise 
•>.^~'  I,  et  par  suite,  si  m  est  de  la  forme  21^0,  [jl  pouvant  varier 
de  o  à  À — I.  D'ailleurs,  ( — i)"*  sera  positif  si  [Jl^o,  négatif 
si   ;jL  =z  G.   Le  coefficient  de  q^  dans  le  développement  de 

>       ^'--  sera  donc 

^       I  —  q-"^ 

2^-«  sa  -h  2>--*  20  -^-  .  .  .  ^  2  So  —  So  =  (2>«—  3)  £8, 

el  l'on  aura 

S  =  8[2^2o  — (2^^^  — 3)5:o]  =  24So. 


VIL  —  Dérivées  par  rapport  aux  paramètres. 

t27.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  traité  gJ|,  o>2  comme 
constants,  de  telle  sorte  que  les  fonctions  j>,  Ç,  i  ne  dépen- 
draient que  d'une  seule  variable  u.  Supposons  maintenant 
(0,,  C02  variables;  continuons  à  désigner  par  p\  p^\  ...;  JJ\ 
"Ç'j  ...:  ^',  (j\  ...  les  dérivées  prises  par  rapport  à  a,  et  cher- 

clions   à   déterminer  les  dérivées   partielles   V    >    V-  '    •    • 
prises  par  rapport  aux  deux  autres  variables. 
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Soil  /  Tune  quelconque  des  fonctions  considérées;  elir 
est  homogène  d'un  certain  degré  A  en  u^  ci>,,  coj;  on  aun 
donc  cette  première  relation 

àf  àf  ,,      w 

Il  suffira  donc,  pour  calculer  -r— »  ^ — j  d'obtenir  une 
nouvelle  relation  entre  ces  quantités. 

428.  Considérons  d'abord  la  fonction  p.  Désignons  jwr 
pm  Ç,  ce  que  deviennent  p  et  Ç  lorsqu'on  y  remplace  u  p: 
i/i  =  w  +  2/?i|0>i  -r  2/713(1)2.  Nous  aurons 

Pi  —  P>         ïi  =  Ç-h2m,r,i4-2/n,T.„ 

et  en  prenant  les  dérivées  partielles  de  la  première  équalioi. 
par  rapport  à  </,  cOf ,  to-j,  dont  J3|  est  une  fonction  composée. 

En  combinant  ces  équations,  on  trouve  aisément 
àp^  àV\         ,y  dp  dp  ,^ 

Celte  équation  montre  que  la  fonction 

est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  2a>i,  20)2.  N*^"^ 
allons  chercher  ses  pôles. 
On  a,  par  définition, 


2/n,a>,)-       (27Wia>i -f- 2/n,o)î)'. 
d'où 


I         ^    l("  —  2//iia)i-- 2/718 U)j)2  (2/7lia)i-i-2Wt(0in 
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série  convergenle  qui  s'annule  pour  u=^o,  et  ne  peut  de- 
venir infinie  que  si  a  =  période.  On  trouve  une  expression 

analogue  pour     —  ;  enfin  p'  et  Ç  ne  sont  infinis  que  pour 

//  =  période.  Le  point  u^o  sera  donc  (aux  périodes  près^l 
le  seul  pôle  de  F. 

On  a,  aux  environs  de  ce  point, 

J^  ^  ^-,  -+-  À  ^  «  "  '  -^   •  -        P  '  ^^  ~  ^,  -*-  ro-  ^î  «  -+-       ' 


î  =  :;  -ëV^^t"'^-' 


«Toù 


F--^,+^»-.^-.. 


D'ailleurs 


w 


2P'=  A  +  i'o^î-h...; 


donc 


F-^2p»-i^o 


car   le   premier  membre   est  une   fonction    elliptique    sans 
polo,  et  qui  s'annule  pour  u  ^^  o. 
Désignons  par  D  l'opération 

rx                        â  â 

{i)  Di=— 2TÎ, -r 2r^,-  -; 

nous  aurons 

,  j  Dp  =  2p'Ç-2F  -^2p'C  +  4p— -f^t 

429.  Substituons  dans  cette  équation  pour  p  et  Ç  leurs  dé- 
veloppements 

p  =  -î-,  +  ^«'+^«'  +  -^- ««+...,  î^i-jî„.-..., 

^        a'       20  28  1200  u       60 

et  identifions  les  termes  en  u^  et  u*  ;  il  viendra 
(3)  Dg,^i2g,,        D^-,-_3i^«, 
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et,  plus  généralement,  f  désigaant  une  fonction  quelcoDqce 
On  aura,  en  particulier, 


(•^) 

1 

DJ  -    """"'-^ 

UJ  _          ^ 

Mais 

rr3 

d'où 

^.=  (AJ)', 

donc 

(«) 

DJ~4 

^»=  [- 7-J  ' 


130.   Intégrons  Téqualion  (a)  par  rapport  à  u\  on  trou- 


vera 


(7)  DC  =  -2pÇ-p'-f-i^,a. 

On  n'a  pas  à  ajouter  de  constante  arbitraire,  car,  en  subs'ii- 
luant  à  ÎJ,  j3,  p'  leurs  développements,  on  voit  que  les  deui 
membres  s^annulent  pour  w  =  o. 
Intégrons  encore  une  fois,  il  viendra 

(8)  Dlogcrz=Ç2-p  +  ^^,a«, 

les  deux  membres  s^annulant  encore  pour  u  =  o. 
Mais  on  a  évidemment 

L'équation  (8)  pourra  donc  s'écrire  ainsi 

(9)  ■      H'i-'i'-^iig^u'-i. 
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Kii  substituant  dans  cette  équation  aux  dérivées  partielles 
e  développement 

3*  —  a  -h  û^i  a*  -t-  ^,  /f'  -4- . . . , 

'identification    donnera    une    formule    récurrente   pour    le 
calcul  des  coefficients  rf<,  rfji  

13 1 .  On  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  l'opéra- 
tion D, 

(10)  Dt03i=— 2T)gi         (a^i,2,  3), 

(11)  Ut  = — —  -    . 

D'autre  part,  f{u)  désignant  une  fonction  quelconque  de 
u,  cjj,,  (02  et  u^  une  valeur  de  u  qui  soit  fonction  de  co,, 
(02,  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées  donnera 

D/(w,)-.-[D/(£/)]^„.+  /'(e/,)DM.. 

Appliquons  cette  formule  aux  expressions 

En  remarquant  que  p'wa=:(),  p"coa=6eî  —  j^a?  «l 
N  iendra 

11-2)  DT,a  =  —  2ea  T^a  -^  6  ^î^a  -+-  ea-  a^ia  =  i^i^a, 

(!.])       D^cx  =  4^5  —  1^1; 

puis 

Dlog(ep  — ea) 

—  — =4r — i"  =4(^?-H^ût)  =  — 4eY, 

^p  — ^(x  ^?  — ^a  ^  ^ 

et  eulin 

(<4)     I  -07  =  DlogU„  =  Dlog[(ep-ea)(e^-ea)]   ' 
(  =i(4eY-h4«p)=— «a- 
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43â.  Appliquons  ces  formules  au  calcul  de  l'expression 


Dlogtffli^zDlog 


Ua 


=  — DlogUa—  DT)a("-hî<«>a)  -h  D  log;^(tf -h  «a) 

=  ea  —  (  a  -H  i  coa)  J-^,Wa-f-  TiaT)» 


On  a 
el 


Da)a=:i  —  2T)a 


^'Dcu, 


Substituant  ces  valeurs,  il  viendra 
D  log^"»  =  -—  z=z  Ca  —  (  M  +  |a)a)  }^, 


7)J 


3';4-2T)a(3'iH-7)«3'«  i 


12^ 


27ja 


^'o.^'^'X^OL 


DU,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant, 

<l5)  Dc^a==(^a  +  (ea4--iV^,l/')tfa, 

équation  aux  dérivées  partielles,  analogue  à  réquation  \i)' 
précédemment  trouvée  pour  la  fonction  rf. 

433.  Cette  équation  (g)  n'est  d'ailleurs  qu'une  Iransfoi- 
mée  de  l'équation 

à  laquelle  satisfait  la  fonction  0  (382). 

Pour  établir  cette  équivalence,  revenons  à  la  forme  prim'- 
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livo  de  Téquation  (9) 

et  rappelons-nous  les  relations 


(20)1) 

On    en  déduit  immédiatement 

ti=:^T.ii     «0)1     »e»*«>'e(i^,  t) 

et,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  par  rapport  à  11 

^'  T),|/  I  di^ 

«S*  (Oi         2tOi      6 

<Jn  aura,  d'aulre  part, 

D^ T  Da       I  Do),       a*  coiDt),  —  tîiDw,       âv  d'z 

Or 

P^   n   ^    mD(Oi 7),  M 

2b>i  2a)J  coj 

Substituant  cette  valeur  et  celles  de  DA,  Dco,  Dri^,  Dt 
dans  l'expression  précédente,  elle  devient 

Substituant  ces  valeurs  ^^  "7'  (  "ir  )  >  -3-  dans  l'équation  dif- 
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férentielle,  réduîsanl  et  muUipliant  par  4<«j707  il  viendra 

434.  On  peut  déduire  de  l'équation  (9)  une  équation  aui 
dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  l'expression 

^nu 

Changeons,  en  effet,  u  en  nu  et  posons  rf/iw  =/;  l'équa- 
tion (9)  se  changera  en 

Posons 
d'où 

f-(fy-(0"=(i=y-—(i-:-<v 

La  transformée  en  i^n  sera  donc 
ou 

(16)  D^„=  ^,  K+ 2  çi^;^  (/i'-  i)p^/„. 

435.   Prenons  p,  ^2,  §^3  pour  variables  indépendantes  au 
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lieu  de  u,  g^i  gzl  nous  aurons 


ài>.     , 

Vn^ 

--ô^^'' 

Vn  = 

-H 

^--p- 
«^P*^ 

■  <^p' 

(V- 

-gtp- 

-g*) 

-\g,)- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  i'i6)  et  chassant  le 
dénominateur  n",  on  aura  la  transformée 

f        +|^(6-4„«)^«_  '^''"'-^,]  ^+ «'(/»'- Op-}-». 

SI  /t  est  entier  et  impair,  i^n  sera  un  polynôme  entier  en 
p,  0^2,  ^s;  si  n  est  pair,  ce  sera  le  produit  d'un  semblable 
polynôme  par  p\  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  l'équation  (17) 
fournira  une  formule  récurrente  pour  le  calcul  des  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  p. 

436.  Supposons  qu'on  ait  pris  pour  variables  indépen- 
dantes g2t  gz  au  lieu  de  (o^,  Wj.  L'opération  D  étant  expri- 
mée au  moyen  de  ces  nouvelles  variables  par  la  relation 

les  équations  précédentes  donneront  une  première  relation 
entre -c^>  -j^>  y  désignant   l'une   quelconque   des  expres- 
sions considérées  ci-dessus.  L'homogénéité  en  donnera  une 
J.  —  II.  3o 
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seconde.  Supposons,  eueflet,  que /soil  homogène  de  degré  i 
par  rapport  à  m,  o>i,  a>2  ou,  ce  qui  revient  au  même,  parrap- 

port  à  M,  ^,  *,  g^,  *  ;  on  aura 

df        -l    df  -i    f)f 

ou 

df      ,       df       .       df       .^ 

437.    On  peut  encore   prendre  pour  variables  indépen- 
dantes A,  J,  V,  On  aura,  dans  ce  cas, 

_x 

©,  étant  homogène  et  de  degré  zéro,  se  réduira  à  une  fonc- 
tion de  J,  V,  La  dérivée  -~-  sera  évidemment  égale  à 

12  ^  12   A 

La  dérivée  -^  sera  égale  à  2(0|  ^\  enfin,  DA  étant  nul, 
^4  se  déduira  de  la  formule 

(.8)  D/^^DJ  +  ^D.. 

Effectuant  à  nouveau  sur  cette  égalité  l'opération  D,  on 

aura  une  nouvelle  équation  qui  fournit  ^,,-;  etc. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  /  soit  indépen- 
dant de  u]  il  viendra 

Mais  de  l'égalilé 

DJ  =  4v/3(J-i)^jW, 
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on   déduit 

(DJ )*=  48(J  -  I) J* A»  =  48  ^h\J  -  I) J, 

L'équation  (19)  devient  donc 


48  A»  J» 

r 
438.  Comme  application,  posons  /=  coa;  on  aura 


et  pourra  servir  au  calcul  de  -jy. 


Nous  aurons  donc 

Soit  en  second  lieu  /=  Tj^;  on  aura 

1  1 
I>^a=  i  ^îWa=  ï  A»  J'  wa, 

I>'T^a  =  iwaD^,4- J-^,Da)a=:  2^,0)^—1^, T^at 

=  -J^  DYia—  î^^,7)a=  — -  DJ  -j    -  i^,Ti3j 

=  l6A»J»(J-l)^-jA^J»Ti«. 

On  aura  donc 

^^  "" '^^ -^F  "^  "~6~  dT  -  '  ^-^  "" '^  W"  744 


4^8  SECONDE   PARTIE.  —    CIIAPITRB   VI. 

el,  en  rrduisnnt, 

439.  Si  nous  supposons  A  constant  et  J  variable,  les  cieu\ 
périodes  (0|  et  (Oa  =  Ta)|  satisferont,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  à  une  équation  difTérentielIe  linéaire  du  second  ordre 

où  nous  posons,  pour  abréger, 

A=(J-i)J,        B=7i_IL^,         C=rh- 
Nous  aurons  donc  à  la  fois 

(  A^j-  +  .B-^-i-Cxa..^o. 

Développons  cette  dernière  équation  en  tenant  compte  de  la 
précédente,  il  viendra 

Une  nouvelle  dérivation  donnera 


.   dz  é/*a)i        r^  .   rf*T  /dk       ^\  dxl  dta. 


dJ 

Éliminant  toi  et  ses  dérivées  entre  les  équations  (28),  (24, . 
(•25),  nous  obtiendrons  une  équation  différentielle  du  troi- 
sième ordre  à  laquelle  t  satisfera. 

440.  La  relation  entre  les  deux  variables  J  et  t  mëriio 
d'être  étudiée  avec  soin. 
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A  chaque  valeur  complexe  de  t,  à  partie  imaginaire  posi- 
tive, correspond  une  valeur  unique  de  J,  définie  par  la  for- 
mule (34)  du  n**  391  (où  q  =  e'^'^).  Les  séries  qui  figurent 
dans  celte  expression  étant  uniformément  convergentes  dans 
l'intérieur  de  tout  contour  fermé,  situé  dans  la  moitié  supé- 
rieure du  plan  où  Ton  figure  la  variation  de  x  (et  ne  rencon- 
trant pas  Taxe  des  x),  J  sera  dans  cette  région  une  fonction 
analytique  de  t,  uniforme  et  sans  point  critique. 

Réciproquement,  supposons  J  donné;  les  rapports  des 
quantités  ei,  62,  e^  seront  déterminés  par  les  relations 

e,  -h  Cl  -+-  ej  =  o, 

Kii  éliminant  ej,  on  aura  une  équation  du  sixième  degré  en 
—  ;  mais,  à  cause  de  la  symétrie  des  équations  en  ei,  62,  g;i, 

elle  admet  évidemment  pour  racines  les  six  quantités  -^• 

Donc  la  connaissance  de  J  détermine  ^4,  62,  e^  sans  ambi- 
guïté à  un  facteur  près  de  proportionnalité  jx. 

Or,  si  Ton  change  e«,  62,  e^  en  jx^i,  [xe2j  p-^sj  'a  période 
principale 

r'T  dz 

se  change  eu 

r*^T dz 

Changeons  également  z  en  [jl^;  cette  intégrale  deviendra 
--iCOa.  Donc  la  connaissance  de  J  détermine  les  périodes 
principales  et,  par  suite,  tout  le  réseau  des  périodes,  à  un 
facteur  près  de  proportionnalité,  égal  à  -— >  lequel  disparaît 
des  rapports  des  périodes. 
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Mais  à  un  même  réseau  correspondent  une  infinité  de  va- 
leurs de  T,  qui  se  déduisent  de  Tune  d'elles  t'=  — ?  en  rem- 

plaçant  to'^,  to'.^  par  un  autre  système  de  périodes  équiva- 
lentes 

a  formule  générale  des  valeurs  de  t  correspondantes  à  une 
même  valeur  de  J  sera  donc 


Wj c  -¥-  d-z' 


X  —  —  —  -  —  , 

a-\-  b-z' 


où  a,  by  c,  d  sont  des  entiers  tels  que  l'on  ait 

ad  —  ftc  =  I . 

Tous  ces  nombres  t  ont,  comme  t/,  leur  partie  imaginaire 
positive  (308). 

141.  Soient  d'ailleurs/?,  q  deux  entiers  réels  quelconques 
premiers  entre  eux.  On  pourra  déterminer  deux  autres  en- 
tiers p\  q\  tels  que  l'on  ait 

pq'—qp^~\, 

et,  plus  généralement,  n  désignant  un  entier  quelconque, 

p{nq-^q')  —  q{np-^p')~^. 

Donc  J  prendra  la  même  valeur  au  point  t'  et  au  point 

np  -hp'-h  pz 

'~~  nq-hq'-i-q'z 

Mais,  si  n  tend  vers  oo,  ce  point  se  rapprochera  indéfmiinent 

de--  Donc  -  estunpointd'indéterminationpourJ:  et  comme 

q  (]  *  ... 

tout  point  de  l'axe  des  x  est  un  point  limite  pour  l'ensemble 

des  points ->  Taxe  des  x  sera  une  ligne  critique  au-dessous 

de  laquelle  la  fonction  ne  pourra  être  prolongée. 
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44â.  Parmi  les  valeurs  de  t  en  nombre  infini  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  J,  considérons  spécialement 
celle  qu'on  obtient  en  choisissant  pour  aci>,  la  période  de 
module  minimum,  et  pour  sco^  la  période  principale  qui  la 
suit  lorsqu'on  tourne  dans  le  sens  direct  autour  du  triangle 
principal.  Désignons-la  par  t'.  Il  est  aisé  de  déterminer  la 
région  du  plan  décrite  par  t'  lorsque  J  prend  toute  la  série 
des  valeurs  complexes. 

Considérons,  en  effet,   le  triangle  T  formé  par  les  trois 


points  — I, 


Il   est  semblable  au    triangle   principal 


( vioyi,  2(0a,  2(1)3);  or  celui-ci  a  ses  angles  aigus  et  son  plus 
petit  côté  est  20)1,  qui  a  pour  correspondant  dans  T  le  côté 
(  — 1,0).  Le  troisième  sommet  t'  sera  donc  situé  :  i**  au- 
dessus  de  l'axe  des  x;  2"  dans  la  bande  comprise  entre  les 
deux  droites  x  =  Oy  x  =  —  i;  3"  en  dehors  des  cercles  de 
rayon  i,  décrits  des  points  o  et  i  comme  centre. 

La  région  R'  ainsi  délimitée  {/Ig'  26)  est  un  quadrilatère 
curviligne  formé  par  quatre  arcs  de  cercle  ayant  leur  centre 

Fig.  26. 

!  Y 


LQ. 


sur  Taxe  des  x  (une  droite  normale  aux  x  pouvant  être  con- 
sidérée comme  cas  limite  de  ces  cercles).  Ce  quadrilalère  a 

deux  angles  droits;  le  troisième  est  égal  à     ~;  le  dernier, 

correspondant  au  sommet  à  l'infini,  est  nul. 

443.    Soit   z  ^:::z  X  -{-  iy    une    variable    complexe    liée    à 
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t'  =  .r'  -h  ly  par  la  relalîoa 

On  en  déduit 

,         ,       .  ,        c  —  at  c  —  ax  —  aiy 

z'=x'^iy'—  — -. r-  =  — 3 r i-t-> 

•^        --d-hà'c       —  d -i- bx -h  biy 

et,  en  égalant  les  parties  réelles, 

,_  (c  —  ax)(  —  d -hbx)  —  aby* 
^  ~"  {-'d-{-bx)*-hb*y* 

_  —  cd -Jr  {ad -Jr  bc)  X  —  ab(x^-^y'^) 
~~  d*—2bdx-{-b*{x^-hy*) 

D'autre  part,  en  multipliant  x^-^iy  par  l'expression  con- 
juguée, il  vient 

j;'»  -4-  V*  =1 ^^ îi 

•^         d^'^2bdx  4-  b^(x^-^y^) 

Si  donc  t'  décrit  un  cercle 

A(^'«4-y*)  -h  Ba?'4-  c  ==  o, 

ayant  son  centre  sur  l'axe  des  x^  t  décrira  un  cercle  ana- 
logue. 

Lorsque  t'  décrit  le  quadrilatère  R',  limité  par  quatre  arcs 
de  cercles,  t  décrira  un  autre  quadrilatère  R,  limité  par  les 
arcs  transformés.  Ceux-ci  se  coupent  sous  les  mêmes  angles 
que  les  précédents;  car  on  sait  (t.  I,  n**  192)  que  la  transfor- 
mation conserve  les  angles.  En  particulier,  le  sommet  de 

l'angle  nul  sera  le  point  '^  =  t  correspondant  à  1/  =  oo.  Il  est 

situé  sur  l'axe  des  x  (ou  à  l'infini,  si  6  =  o). 

En  faisant  varier  les  entiers  a,  6,  c,  d  nous  obtiendrons 
une  infinité  de  quadrilatères,  dont  l'ensemble  couvre  le 
demi-plan.  Dans  chacun  d'eux,  J  prendra  toutes  les  valeurs 
possibles,  chacune  une  fois  seulement. 
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444.  La  fonction  J(t)  que  nous  venons  d^étudîer  est  le 
type  le  plus  simple  àes  fonctions  modulaires.  On  donne  ce 
oom  aux  fonctions  analytiques,  uniformes  dans  le  demi-plan, 
et  qui  ne  prennent  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  distinctes 
pour  l'ensemble  des  valeurs  de  la  variable  indépendante  t, 

qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  les  substitutions  li 

néaires  de  déterminant  i 

a  -t-  6t' 

Toutes  ces  fonctions  admettent  évidemment  Taxe  des  x 
comme  ligne  critique. 

445.  Pour  en  donner  quelques  exemples,  considérons  les 
produits  infinis  cpr,  Ç|T,  ^2'^»  Çs'^  du  n°  397.  On  a,  d'après  les 
formules  (5o)  et  (53)  du  même  numéro, 

Changeons  de  périodes  fondamentales  en  posant 
(26)  «!)',  =1  a«i)i+ 6wj,        u',  :=  cti)i-i- rf(Oj, 


d'où 


,  ,  .    .  ,       <o',        c  -I-  rft 


La  substitution  (26)  n'altère  pas  A,  et  fait  éprouver  aux 
quantités  e^,  62,  e^  une  permutation,  variable  suivant  celle 
des  six  classes  à  laquelle  appartient  la  substitution  (313). 
Nous  aurons  donc 

7!  parcourant,  ainsi  que  a,  la  suite  des  valeurs  1,  2,  3,  mais 
dans  un  ordre  qui  peut  être  différent  et  qui  dépend  de  Tordre 
de  parité  des  coefficients  a,  2»,  c,  d. 
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On  en  déduit 

(a8)  <p^.^f_L!  I  _,^^V=:Ea.?aT, 

E,  Ea'  étant  des  racines  24**"**"  de  l'unité,  que  nous  allons 
préciser. 


446.  Convenons  tout  d^ abord  d'adopter,  pour  y  a  —  ^t, 
celle  des  deux  déterminations  de  ce  radical  dont  Tar^ment 

esl  >> >  mais  ne  surpasse  pas  -  • 

Si  b  est  nul,  la  condition  ad —  bcrz^  i  montre  qu'on  aura 
a  =  rf  =  =t  ï  ;  et  le  radical  y/ a  -i-  6t  aura  une  valeur  con- 
stante égale  à  I  ou  à  t,  suivant  qu'on  a  a  ^^  1  ou  a  =  —  i .  Son 

argument  sera  o  dans  le  premier  cas,  -  dans  le  second.  Si 

/>^o,  T  ne  passant  par  aucune  valeur  réelle,  ya  +  èT  ne 
pourra  être  purement  imaginaire;  son  argument  ne  pourra 
donc  atteindre  la  limite  supérieure  -1  et  ^a-r  6 t  sera  une 

fonction  continue  de  t. 

Les  produits  çt,  <paT,  çt',  cpa/T'  sont  aussi  des  fonctions 
continues  de  t  (t'  étant  une  fonction  continue  de  t).  D'ail-' 
leurs  les  séries 

où  I  <7|  <  I,  étant  absolument  convergentes,  la  valeur  de  ces 
produits  n'est  j  amais  nulle  (t.  T,  n°  321  ). 

Les  quantités  E,  Ea',  définies  par  les  équations  (2-),  (28:. 
sont  donc  des  fonctions  continues  de  t;  mais  ce  sont  des  ra 
cines  24'^™" de  l'unité;  elles  sont  donc  indépendantes  de  c; 
mais  elles  dépendent  des  paramètres  a,  6,  c,  <i;  mettant  ceuî 
ci  en  évidence,  nous  les  représenterons  par 


K:^)-   ^"(:^) 
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ti7.  Soient 

[a  b\       /a'  b'\ 

\c  dy   \&  d'i 

deux  subslilutions  successives  ajant  pour  résultante 


-cb' 

ba' 

-hdb'\ 

■cd'' 

bc' 

+  dd'J' 

c'-(- 

d'-z' 
b'-z' 

c"-h 
~~  a"'-h 

d'-. 

a'-H 

b"-. 

Posons 

,       c  -^  dz 

Z'    .- j-,  T 

a  î-  O-z 
on  aura 

mais,  d'autre  part, 

,  _   l'a'    b"   i       — „ r-.;- 

Donc 

e  désignant  le  facteur 

_  .  /''i^ 

On   a  évidemment  e^r^i,   d'où    s  =  dz  i .   Cherchons   dans 
quelles  circonstances  on  aura  z  zz^    -  i. 

Il  faut,  pour  cela,  que  l'argument  tle  e  soit  égal  à  tî.  Celui 

deyV-f-^V  est  > >  mais  ^ -;   l'argument  du   second 

Sir  .      _  'îî 

facteur  devra  donc  être  <;  — >  mais  ^  -• 

Donnons  à  t  la  valeur  particulière  Kî,  R  étant  un  Infini 
positif,  et  posons 

p  =  i/a*-h  ^*H*,         cosçp=-j  sin9=:  — , 
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nous  uurons 


a  -h  6Rt  =  p(cosip  -h  i  sino), 

v/a  -h  6H«  =  V^  (  cos  -  -h  «  sio  -  ) * 


où  cos-i  sin-  sont  déterminés  par  les  formules 


2      y        j  V'^     2p 


.    œ  '      sino              6R 
sm  -  =r ^  1=  . 

a  cos  ~       a  p  cos  - 


La  valeur  du  radical  i/- doit  être  prise  positivemeni. 

puisque  l'argument  de  y/a  -+-  bKi  est  compris  entre  —  - 


et  -• 

a 


Dans   le   cas   particulier  où  fc  =  o,    a  =  —  1 ,  ce  radical 
s^annule,  et  ces  formules  devront  être  remplacées  par  celles-c/ 

cos-  =:0,  sin  -i-  zn  I. 

2  a 

Posons  de  même 

et 

.  cos^  =  4 /L_!_>  sin-î-=: 


V  ^p" 


a  p*^  cos  — 


ou,  si  b"=  o,  a"  =  —  i, 


cos  —  1=  o,  sin  -^  zz:  I  : 

a  '  2         ' 


nous  aurons 

\/a"-hb"~Ri  =:  v/p~'  (cos ^  -h  i sin  ^ ) , 

et  l'argument  de 

K/a-h  bR  i 
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sera •  Pour  qu'il  soit  <<  —  et  ^  ->  il  faut  qu'on  ail 

©  —  z>' 

COS-: —  <o 

'2 

OU 

o  —  ©'  .    9  —  o" 

COS-: i-znO,  Sin -^      -  -  ^zi  H- I . 

2  2 

Considérons  d'abord  le  cas  général  où  cos->  cos  —  sont 
positifs,  on  aura 

O  O  <p  O  ,      O      .      y 

cos-^ '—  =cos-  cos  -  +  sin-  sin—- 

2  2  2  2  2 

Remplaçons  les  sinus  par  leurs  valeurs  et  multiplions  par 
le  facteur  positif  4pp''cos-  cos—;  nous  obtiendrons  l'ex- 
pression 

4pp''cos*î  cos«£-  -+-  bb^R^^z  (?  H-  «)  (p'^-H  «")  -^-  bb'R^, 

qui  devra  être  négative  ou  nulle. 
Or  les  facteurs 

p -f- a  =  y/a* -r  ^*R*4-  a,         p" -{-  a' 

sont  positifs;  on  aura  donc,  pour  première  condition, 

bb'<o 
et,  par  suite, 

On  a  d'ailleurs 

Développant  de  même  p"-h  a",  il  viendra 
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Pour  R  =  00,  celle  expression  a  le  signe  de  la  quantité 

a_         a" 

\b\-^\b^\ 

ou,  en  multipliant  par  le  facteur  positif  \b\  j^"^  |'.  celui  de  h 
quantité 

a\b''\^-\-a'\bb'\^  ab'*  —  a'66^ 

Or  celle-ci  est  égale  kVb^\  car  on  a 

a6"—  a'b  —  a{ba'-{-  db')  -  {aa' -^cb')bz=  {ad  —  bc)  à'=b. 

Nous  obtenons  donc  cette  nouvelle  condition 

b'b'<o. 

Il  y  a  encore  doute  si  b'b^=  o. 

Dans  ce  dernier   cas,    66"  étant  supposé  <  o,   on   aura 

Donc  a'=  —  i,  a"=  —  a,  6''  =  —  6,  p'=  p,  d'où 

(p  -h  a)  (p"-f-  a'')  4-  66'R*=  p«—  a^  —  6*R«=:  o. 

Donc  cos-^ ^=  o.  Mais  cette  condition  ne  suffit  pas;  il 

faut  encore  que 

.     o  —  ^"         .    ©          ©"  .    cp"  © 

sin z=  sm  -  cos sin  —  ces  - 

2  H  2  2  2 


soit  égal  à  -i-  I .  Or  cos  ^>  cos  ^  sont  positifs,  sin  ?  a  le  signe 

de  6,  sin  —  le  signe  contraire.  Donc  sin a  le  signe  de  b. 

On  doit  donc  avoir  cette  condition  nouvelle 

6>o, 

qui,  jointe  à  la  condition  66"  <  o,  réduira  celle-ci  à  6^<o. 
Venons  enfin  aux  cas  exceptionnels  où  Tune  au  moins  des 

quantités  cos??  cos—  estnullcy  le  sinus  correspondant  étant 

égal  à  +  1 . 
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Soil   d'abord  cos-  =o,  sin-i^=i,  mais  cos5->o.   On 


2  2 

aura  6  ==  o,  a  =  —  i ,  d'où 


cos-^ =  sin — 


2  2-9" 

2p'^C0S  — 
*^  2 

.      O  —  ©"  ©" 

sin '—  =.  cos  -i-  • 

2  2 

Le  cosinus  sera  négatif  si  V  <^o\  il  sera  nul,  et  le  sinus  égal 
à  -h  I,  si  b"=^  o.  Dans  ce  dernier  cas,  ci'  devra  être  égal  à 

-+-  I ,  puisque,  par  hypothèse,  cos—  >  o. 

Soit  COS  -  ^o,  mais  COS —=:  O,  sm— =  1,  doù6"  =  o, 

2  "^    '  2^2'  ' 

a^  =  —  1 .  On  aura 

ç  —  o"        .    ç            ^R 
COS  -: '—  zz:  sin  -  HZ  , 

2  2^ 

2  0  COS- 

^  2 

.      ©  o"  CD 

sin —  zzL  —  cos  -  • 

2  2 

Le  cosinus  sera  négatif,  si  6  <^  o.  Si  i  =  o  il  sera  nul,  mais 
le  sinus  sera  négatif. 
Enfin,  si 

o  o  .    9         •    ^ 

COS  -  ^=  COS  -^  zz:  o,  SIO  -  =z  SIO  -^  =1 , 

2  2  2  2 

COS  -: ^  sera  positif  et  égal  à  -t-  i . 

Comme  conclusion  de  cette  analyse,  on  voit  que  le  fac- 
teur e  sera  égal  à  —  i  dans  les  cas  suivants  : 

2°  6>o,         b'  —  o,        b"<o] 

30  bz^Oy         a  — —  j,         b"<o; 

4^  6=rzo,         a—   -I,         b"—Oy         a"-\\ 
5"  ^*=o,         a"__  — i,         6<o. 
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448.  La  loi  de  composition  du  symbole  E  étant  ainsi  fixée, 
il  nous  reste  à  déterminer  sa  valeur  pour  les  substitutions 
élémentaires  dont  toutes  les  autres  sont  composées  (309  •  : 

1^  Considérons  d'abord  la  substitution 


Ai 


Hi'} 


Elle  transforme  t  en  t  -h  )^,  y  en  é^^^q.  Elle  multiplie  donc 
le  produit  infini 


1 


par  p^,  p  désignant  Texponentielle  e",  de  sorte  que  nous  au- 


rons 


o(x-h  X)  ^  E(.       Wip'c  =  p^<pT, 


d'où 


:p\ 


2°  Passons  à  la  substitution 
B 


=(-.  ;)■ 


—  r 


Elle  transforme  t  en ;  on  aura  donc 


T 


Pour  la  valeur  particulière  x  =  i  = ,  cette  équation  se 

réduit  à 

donc 
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De  ces  deux  résultats  on  déduit  successivement,  par  la  règle 
(le  composition, 

'^^1  K;7)-  m;:»:)  Kr.')  =r-. 

Les  formules  (29)  et  (33)  donnent  la  valeur  du  symbole  E 
toutes  les  fois  que  6  =  0,  car  on  a  nécessairement  dans  ce 
cas  a  =  d  =  ±i. 

Si  b  est  négatif,  la  règle  de  composition  donnera 

formule  qui  réduit  la  recherche  du  symbole  au  cas  011  le 
second  coefficient  2»  est  positif. 

449.  Écrivons,  pour  plus  de  symétrie,  ^i,  C|  à  la  place  de 
6,  d.  Pour  déterminer  la  valeur  de 

^1  étant  positif,  cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  a  et  de  a^  ;  on  aura 

a4,  as,    ...   étant  des  entiers  positifs  décroissants,  dont  le 

dernier  am  est  égal  à  Tunité  (car  a,  ai  sont  premiers  entre 

eux).  Comme  on  peut,  au  besoin,  remplacer  la  dernière  équa- 

J.  -  II.  3i 
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lion  par  les  deux  suivantes 

il  est  permis  de  supposer  m  pair. 

Soient Ca,  .  •  -,  Cm'>  Cm+t  des  entiers  déterminés  par  les  re- 
lations 

On  aura  évidemment 

1  zn  aCi  —  GiC  =  a^Ci  —  «i Cl 

=  ûr,C3— ajCj^:.  .  .^:^  amCm-hi—  Cm^m-hU 

am^x  étant  égal  à  zéro  et  ne  figurant  dans  la  formule  que 
pour  la  symétrie. 

D'ailleurs  am  =  ^]  on  en  déduit  donc  c^+i  =  i . 

Cela  posé,  a<,  «a,  • . .  étant  positifs,  la  règle  de  composi- 
tion nous  donnera  successivement 

\c    cj  \X    1/      \c,  Cl/       '^  \c,  c,/ 

E  f^«  ^^)  =.e('  ^A  E  f^«  ^')  =  p-\E  f ^«  ^A , 
\c,  Cl/  \o    i/      \c,  c,/  \c,  c,/ 

E  f  ^'^  ''^)  ^  E  f  '    ^^  E  h  ^*)  =  p^.    E  h  ^'^ , 

\C,    c,/  \X,    l/        VC4    c,/  \C4    C,/ 

Enfin,  comme  a^  =  i j  ûîm^i  =  o,  Cm^t  =  i , 

\C,«    C,n4-t/  \C,„    1/ 

Multipliant  toutes  ces  équations,  il  viendra 

e(^  «a     pX->.^x.-...-hc„.   ^ 

430.  On  peut  déterminer  par  un  procédé  analogue  la  va- 
leur des  symboles  £«■  (        ,  j , 
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Supposons,  en  effet,  qu'en  posant 


a-^bz'  —  a'^b'-z'' 

on  ait 

,,.=  E,(-J),.. 

Il!i  désignant  comme  précédemment  par 

a»  6'\ 

la  résultante  des  substitutions 

(a,  b\  (a'  b'\ 

[c,  cl)'  [c'  d')' 

on  aura 


C 


el 


fa'  b'\  „     /a   i\ 


formule  qui  contient  la  règle  de  composition  des  symboles 
considérés. 

iol.    Cherchons    l'effet  des    subslilutions   élémentaireF. 
Considérons  d'abord  la  substitution 


^•-c;)' 


laquelle  change  q  en  e'^'q.  Opérée  sur  les  produits 

(piT=:v/2^TTn(i-f-7-'»), 
cpjT:::-         ^-lTn(l-7»«-»), 
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elle  les  changera  respectivement  en 

pç,,         €*e   "«,  =  pcp„         e    •     "(pji=:p-»ç,. 

La  substitution  A^  les  change  en  ?*»!,  ?~*72i  p~*?jî  ^ï' 
les  change  en  p"*^*,  p^?8>  P~*?a« 
Passons  à  la  substitution 


--(-::> 


Comme  elle  appartient  à  la  classe  VI  (313),  elle  les  chan- 
gera en 

Or,  si  l'on  suppose  t  purement  imaginaire,  -  le  sera  éj^ale- 
nicnl  et 

seront  réels  et  positifs.  Donc 

.    B,(_; :),...  E.(j;) 

le  sont  aussi  ;  étant  des  racines  24'*"**  de  l'unité,  ils  se  ré- 
duisent à  -h  1.  Donc  B  transforme  Çi,  y^,  çs  en  Çj^  ?i^  ?ij 
son  carré 


■"-(-:-.) 


les  laisse  inaltérées.  Enfin  B~*  les  change  en  ©21  f  •>  ?s* 

Partant  de  ces  résultats,  et  appliquant  la  règle  de  compo- 
sition donnée  plus  haut,  nous  pourrons  calculer  sans  peine 
Teffet  des  substitutions 

fy]^A,^B\-^B-\      Aî,    A,A„     A.A„     A^A^A,. 
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Tous  ces  résultats  sont  consignés  dans  le  Tableau  suivant  : 


1.                  ?..                ?.•  ?>• 

Aj P9i                p^s  P~'?« 

Aî p*oi             p-*?i  p^^Çs 

A7* ?"^?t               P'?s  P~*?î 

B 9î                    îpi  <pj 

B'. .......         Ot                  cp]  93 

B-» oj                  «pi  93 

Al s'os               p-*?i  ?"*?! 

A} poi               P~^?i  P^s 

Al  A, p'95                 ©1  P*'?« 

AjAi «pî                 03  ç>i 

A,A,Ai...      p-»cpî             p-»<p,  pSo, 

ioâ.  Soit  maintenant  T  une  substitution  quelconque  de 
la  première  classe.  On  peut  (313),  par  une  opération  ana- 
logue à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  la 
mettre  sous  Tune  des  deux  formes 


(  ;  ;■)  - 


ou 


AîUîi^...A;>*A»l^à 

b«aîU;i^...a;>iAîi^s 


et  il   résulte  du  Tableau  précédent  qu'elle  reproduira  les 
fonctions  (pi,  ^2>  ?3  respectivement  multipliées  par 

Enfin  une  substitution  S,  appartenant  à  une  des  cinq 
autres  classes,  peut  (313)  se  mettre  sous  la  forme  TU,  T 
étant  de  la  première  classe,  et  U  Tune  des  substitutions  Â|, 
Aa,  A|  A2,  A2A,,  A1A2A1.  Connaissant  l'effet  de  ces  der- 
nières, on  n'a  qu'à  appliquer  la  règle  de  composition. 

453.  Si  l'on  suppose  les  fonctions  elliptiques  déterminées 
non  par  leurs  périodes,  mais  par  leurs  invariants,  les  quan- 
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lilés  <pa  seront  données  (397)  par  les  équations  binômes 


n»*  - 


l6(ep—   gy)* 


On  lèvera  l^ambiguïté  que  présente  cette  formule  en  pré- 
cisant comme  il  suit  les  arguments  des  quantités  Oa- 

Supposons  d^abord  qu'on  ait  choisi  pour  périodes  fonda- 
mentales les  périodes  principales  et  considérons  le  cas  par- 
ticulier où  Cij  ^2,  ^3  sont  réels,  et  tels  que  l'on  ait 

^î  <  ^1  <  «1. 

Dans  ce  cas,  q  sera  réel  et  positif  et  les  expressions  de  ^,. 

?2)  e  *  cpa  en  produits  infinis  montrent  qu'ils  seront  réels  et 
positifs. 

Si  le  triangle  61^2^3}  à  ce  moment  infiniment  aplati,  se 
déforme  de  manière  à  prendre  une  autre  position  quel- 
conque, l'inspection  de  la  figure  montre  immédiatement 
commeni  varieront  les  arguments  de  ^i  —  ^2,  €2  —  <?3,  e^ —  Ct 
et,  par  suite,  les  arguments  des  radicaux  qui  représentent 

?n  'f2,  ?3. 

Enfin,  si  l'on  remplace  les  périodes  principales  par  d'au- 
tres périodes  équivalentes,  les  nouvelles  valeurs  de  ç,,  ^j,  Sj 
se  déduiront  des  anciennes  par  les  formules  de  transforma- 
tion données  ci-dessus. 


454.  Posons 


Les  substitutions  A|,  A2  transforment  respectivement  les 
trois  fonctions  ^<,  X2,  ^3  en  X3,  X29  x^  et  en  x^y  Xz^  x%^  et 
les  substitutions  A^,  A^,  B^  ne  les  altèrent  pas.  Elles  sont 
donc  simplement  permutées  entre  elles  par  toute  substitu- 
tion linéaire  de  déterminant  i,  et  les  substitutions  de  la  pre- 
mière classe  les  laissent  inaltérées. 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  487 

En  élimiDant  e»,  ep,  €y  entre  les  équations 


J=:: 


—  4(g«ep-l-epgy4-gyg«)' 

(e«—  e^y  (gp—  gy)*  (gy—  ga)'-' 


(e^—eoL){ey—ea) 
on  obtiendrait  une  équation 

F(J,  j7)=o, 

a;yant  pour  racines  :ri,  X2,  x^. 

Cette  équation  peut  se  former  plus  rapidement  comme  il 
suit  : 

A  chaque  valeur  de  x^  correspondent  deux  systèmes  de 
valeurs  des  rapports  g|  :  ga  I  ^3  et,  par  suite,  deux  valeurs 
de  J;  réciproquement,  à  chaque  valeur  de  J  correspondent 
six  systèmes  de  valeurs  des  rapports  e^leilCz,  mais  ils  se 
déduisent  l'un  de  Tautre  en  permutant  ces  trois  lettres;  Xg^, 
restant  inaltéré  par  l'échange  de  gp  et  de  gy,  n'aura  que  trois 
valeurs. 

L'équation  cherchée  sera  donc  de  la  forme 

AJ«-+-BJ-hC  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  polynômes  du  troisième  degré  par  rap- 
port à  l'inconnue  x^  (que  nous  désignerons  plus  simple- 
ment par  X  pour  abréger  l'écriture). 

Dans  le  cas  particulier  où  g|  =  €2^  nous  aurons 


J  = 

00, 

Xi^^  Xt=^  00,            X^  zz: 

donc 

A=:^. 

Pour 

ex\ 

on  aurait 

J 

=  0, 

X^—Xi=lX^=  —  l, 
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d'où 

a  désignant  une  constante. 

Enfin,  pour  ^ |  =  o,  <?3  =t  —  e^,  on  aurait 


J  — 1,  Xi —        4,  Xf  —  Xj  : — j, 


«  —  »,  ^l  —        _l,  »4,j  —  ^j  —  - 

d'où 


A  +  B-f-C  — 6(j:  +  4)(^-  i)*, 

b  désignant  une  constante. 

L'équation  cherchée  sera  donc  de  la  forme 

F(J,x)  =  x(J«-J)-+-6(.r  +  4)(^-i)'J 

—  a{x  -h  i)'  (  J  —  i)  =  o. 

Pour  déterminer  les  constantes  restantes  a,  b,  on  pourra 
poser 

d'où 


e,  =r- 

-,-h, 

«. 

=  —  H-  A, 

J     r 

ia-1- 
4A'(9- 

1 

5 

9'^7 

X,= 

(3 -A 
a/t(3-(- 

h) 

3        3 
aA       a  "^ 

3* 

En  substituant  ces  développements  dans  Téquation 

F(J,j7,)=io, 

et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  j-^  et  .3»  on 
obtiendra  deux  équations  linéaires  en  a  et  b. 

455.  On  obtient  de  nouvelles  fonctions  modulaires  par  la 
combinaison  des  fonctions  (pi,  '^2,  ©3. 
Posons,  par  exemple, 

Les  six  fonctions  ainsi  obtenues  éprouveront,  par  lessub- 
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slîtulioDS  A,,  Aj,  A|  Aa,  .  . .,  les  altérations  consignées  au 
Xableau  suivant,  où  r  désigne  Texponentielle  e  ^  . 


1'  ?»•  «P.V  ?n-  ?i.-  •»•  ?..• 

A| /•?»»          ?ti  /-'ÇiJ  /•-*?«          ©12  r^%\ 

^^s ?i3  roj,  r-«oji  oji  r-içptj  r<p„ 

AiAj roji  rçi,  r-^oj,  /""'fii  '^^Oji  /""«pit 

'^s'^i ?îi  ?3I                ?i«  «p3i                ?I1               ?JI 

Aï r<pi,       r-«(p,j  oj,  /-*«pti         rojj  çij 

Aï r<pii         <pj3  /'-'oji       /--'?«!  <?jî  /'©u 

ï^* ?lt  ?Î3  ?3I  9ll  ?SÎ  ?II 

456.  Ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  in- 
variants par  la  formule  (n*^  397) 

9x         *^r*        ^T 

dont  on  lèvera  Tambiguïtë  comme  au  n**  i53. 

Pour  former  Téquation  algébrique  qui  lie  les  modules 
k\^  à  J,  nous  remarquerons  que  Tun  d'eux,  A'  étant  donné, 
les  rapports  e^  leviez  et,  par  suite,  J  seront  déterminés 
sans  ambiguïté.  D'autre  part,  à  chaque  valeur  de  J  corres- 
pondent six  modules  k^.  L'équation  sera  donc  de  la  forme 

AJ  +  B  =  o, 

A  et  B  étant  du  sixième  degré  en  k^. 
Or,  si  l'on  suppose  e-^  =z  e^,  on  aura 

J  =:  00,         ATj,  =  ATj  J  nr  X,  A,  ^  — i  A^j  j  zn  o,         Aj  j  =^  Aj  j  :=:  I  ; 

donc 

A=zA^(A»-i)«. 

Posons,  d'autre  part, 

e,  :  e,  :  ^3  :  :  I  :  e  *  :  e  »  ; 
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nous  aurons 

J    O,  Aj,  Ajj A,j  C  ,  A^,j  A,j Aj3  C         , 

d'où 

b  désignant  une  constante. 

Pour  la  déterminer,  posons  ^1  =  0,  «3=  —  es  ;  on  aura 

«I  1  ,  A, 3  I  , 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation, 

4-+-^>.3»~o,         d'où         ^  =  — iV- 

457.  Nous  pouvons  encore  signaler  les  fonctions  modu- 
laires 

(?5-?S)(?î-??)(?î-?î). 

dont  la  première  a  pour  cube  3'.2®J,  et  la  seconde  a  pour 
carré  i\2^{J  —  i)  (397). 

VIII.  —  Division. 

458.  On  a  vu  (360)  que,  si  n  est  entier,  pnu  s'exprime 
rationnellement  au  mojeu  de  pu  par  la  formule 

(I)  pnu-pu=:-    ^n^^^--A. 


Réciproquement,  supposons  pnu  donné,  et  proposons- 
nous  de  déterminer  pu, 

A  la  valeur  donnée  a  de  pnu  correspondent  une  infinité  de 
valeurs  de  a  ;  en  désignant  par  2^0  l'une  d'elles  choisie  à  vo- 
lonté,  elles  seront  données  par  la  formule 

d=  Mo  H ^— ^         (/Wj,  m,  entiers), 
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et  les  valeurs  correspondantes  de  Tinconnue  x  =  pu  seront 
les  suivantes 

pi^u,^ ^ j, 

car  on  reproduirait  la  même  suite  de  valeurs  en  prenant  Uq 
avec  le  signe  —  et  changeant  en  même  temps  les  signes  de 

Comme  l'expression  ci-dessus  ne  change  pas  si  Ton  fait 
varier  /W|,  mj  de  multiples  de  n,  on  n'obtiendra  que  n^  ra- 
cines distinctes.  Tel  est  effectivement  le  degré  de  l'équa- 
tion (i)  par  rapport  à  pu. 

Soient,  plus  généralement, 

2Ci>j 2(X,Wi -h  2|XjO>j  2U)',   ÎViO), -h  QVjO),, 

n  n  n     ~  n 

deux  /i'*'""  de  périodes,  tels  que 

2/?l,w',  -h  2/71,0)', 

n 

ne  puisse  êlre  une  période  que  si  m,  et  7^2  sont  multiples 
de  n  (il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  UiVa —  (XaVi  soit  pre- 
mier à  n).  Les  quantités 


/  2/71,0)'. -h  2m,a)l\ 


où  m^,  nii  varient  de  o  à  n  —  i,  seront  toutes  distinctes,  et 
représenteront  la  suite  complète  des  racines  de  l'équa- 
tion (1). 

En  combinant  les  formules  d'addition  et  de  multiplication, 
on  voit  immédiatement  que  chacune  des  racines  Xn^^^^  s'ex- 

11  .  2  0)',  2  0)',  ,  ,2  0)'. 

prime  rationnellement  en  pu^^  p >  p  — -^  J>  "o?  p  — -f 

p' — --  D'ailleurs,  en  dérivant  l'équation  (i),  on  trouve  un 
résultat  de  la  forme 

np'nu^ï{(pu)p'u, 
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R  étant  une  fonction  rationnelle.  Donc  p'^o  est  rationnel  en 
puo  et  p'nuo^  ^^^mtmt  s'exprimera  rationnellement  au  mojeo 

,  2to)',  20)'  ,  ,2ti)'  ,2Co' 

de  j:oo  =  pwo,  P-^'  ^n'  -P ''"«'  '^  "^'  ^    n    ' 
4o9.  Posons,  pour  abréger, 

La  quantité 


I1CI 

a  rz  e  "  . 


(mi  =  o,  I,  . ..,  /i  — i;     m,=  o,  i,  . . .,  a  — i) 
pourra,  d'après  ce  qui  précède,  s'exprimer  rationnellement 

2  0)'  2a>'  ,  2  0)',  ,2  0)'  -^ 

en  a:oo,  P-^>  «P"^'  P^"o,  P -^^  ^    n"  ^'   ï^^P^'^^en- 

tons-la  par  Pjij|i,(^oo)- 
Changeons,  dans  l'égalité 

2X,0)'  -4-  2X-0)'^  ,  ^  , 

e/o.en  WqH ^ -^  et  changeons  en  même  temps  les 

indices   de   sommation    /Wf,    /nj  en   mi  —  X,,    ^2  —  X^;    il 
viendra 

On  en  déduit 

Cette  dernière  expression,  étant  symétrique  par  rapport 
aux  racines  de  l'équation  en  x,  s'exprime  rationnellement 
par  les   coefficients  de  cette  équation  et  les  constantes  a, 

20)',  20)',  ,  20)'  ,20)',  - 

p 7   p — i>   p  nuo,  p — ->   p  — -  que  renferment  ses 

coefficients.  Désignons-la  par  Ap^^j^^^. 
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On  aura,  en  particulier, 

d'où 

l  l 

'       10(^00)     ^^     A    jg,  *      OI('^OO)     ^^     A.Q|. 

L'équation  (3)  donne,  d'autre  part, 

Pt*.tx,(^x.x.)  P7o^'(^x.x.)  P7^(^.x.) 

=  ^2:x.2x.P^.j..(^x,xjP7r('^x.x.)P;rr(^x.x,)-Bp,.j,,, 
Bjjt,  m  étant  encore  une  fonction  rationnelle  des  coefficients 

,  ,,  ,  .  ,  2(o'  2  0)' 

de    1  équation   en   x   et  des    constantes    a,    p — -y    p — -y 

,  /  2  (O ,  /  2  (1)1       ,^  1  »  1     • 

j3'/îMoi  P — -9  P — -'  On  en  déduit 

Les  quantités  P|i.,(jl,(j?oo)  étant  ainsi  déterminées,  on  en 
déduira  immédiatement  les  racines  ^x.x,-  On  a,  en  effet, 

Or,  si  m,^X,,  on  aura 

2j«(m,-X,)_, 
2m    7y-i('**X-\^  ~ r —  O, 

**'  «'",->,  —  I 

et,  si  m,  =  >^i,  cette  somme  est  égale  à  /?.  De  même,  pour 
le  second  facteur  Sji.^alS^'"»""^»^  suivant  qu'on  a  mj^Xa  ou 
7/12=  A2.  Le  second  membre  se  réduit  donc  à  /i^jj^^x,»  et  l'on 
aura 
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Il  faudra  donc,  pour  résoudre  Téquation  proposée  :  i*"  cal 
culer  les  quantités  auxiliaires  a,  p — -y  p — -j  p  mit- 
p' — -y  p' — -;  2^  déterminer,  par  des  opérations  ration- 
nelles, les  quantités  A,©,  Aqi,  Bj^,^,;  3*"  extraire  la  raclnt 
^ième  jg  ^^^  g^  jg  ^^^^  Lgg  racines  Xx,x,  seront  données  par 
la  formule  (4);  et  Ton  passera  de  l'une  à  Taulre  en  chan- 

géant  la  détermination  des  radicaux  A^o,  Aj,. 

460.  Dans  la  solution  précédente,  Uq  désigne  Tune  quel- 
conque des  solutions  de  Téquation 

pnu  =2  a, 

et  — -  y   — -  sont  deux  /i"  ™«»  de  périodes 
n         n  ^ 


2  tu,    2[1.,W,  -4-  2  JAjWj 

n  n 


assujettis  à  cette  seule  condition  que  |JL|Va —  [JijV,  soit  pre- 
mier à  n\  pnuo  =  a  est  donc  une  des  données  de  la  ques- 
tion, et  p'niiQ  sera  fourni  par  la  formule 


p'  n  uç,  —  v/4  rt'  —  gt  a  —  gi- 


Lorsqu'on    aura    déterminé    p — '>    n — ^,    on    aura  de 
*  ^    n        ^     n 

même 


V 


a*"*!  _  .  //„,  2» 


^4p,^_,..p_i_^,. 


Les  signes  de  ces  trois  radicaux  peuvent  être  choisis  à  vo- 
lonté, car  on  ne  cesse  pas  de  satisfaire  aux  conditions  ini- 

,  2(i>',       2  0)'  ,  ,  .  >      >  I 

posées  a  Wq?  — -y  — ~  en  changeant  leur  signe,  ce  qui  n  aJ- 
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1ère  pas  les  quantités  pwoi  P — -y   p — -^   mais  change  le 
signe  des  dérivées  p  i/o»  P  —  f  p  — -' 


461.  Tout  revient  donc  à  calculer  les  deux  constantes 
j3 — -}  p- — -'  Ces  quantités  sont  (358)  des  racines  de  Téqua- 
lion 

/   -x  11/      \  ïTT/  2/71,(0,-4-  2  m,  0)A 

(  o)  o  =:  ^l{y)  =  n^ll[y-p '— '-^y 

de  degré  /i* —  i,  et  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
entiers  en  ^2,  ^3.  Mais  ce  couple  de  racines  n*est  pas  arbi- 
traire, car  il  faut  que 

2m,(0j  -+-  2mjOi', 
n 

ne  puisse  se  réduire  à  une  période  que  si  /?i,,  /«a  sont  multi- 
ples de  m,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  deux  expres- 
sions 

2  m '.  m',  -h  2  wl  oil           2  /w*  w'  H-  2  7W !  0)' 
P —^ ^— ^  >     P —^ —^  y 

où  m\j  /7î!j,  m],  ml  varient  de  o  an  —  1,  ne  puissent  être 
égales  que  si  Ton  a 

mj-i-mJ  =  o,         m2 -h  m'jj  EiH  o         (mod/i). 

Il  sera  facile  de  déterminer  s'il  en  est  ainsi  pour  un  couple 

de  racines  p — -y  p — -  supposé  connu,  bn  eliet,  p' — -i 

ri — -  seront  donnes  en  ionclion  de  p — -i  p — -  par  des 
^     n  ^    n       '^    n     ^ 

radicaux  carrés,  dont  nous  pouvons  prendre  le  signe  à  vo- 
lonté. Les  formules  d'addition  et  de  multiplication  nous 
permettront  dès  lors  de  déterminer,  en  fonction  rationnelle 

,  2  0)'  2to'  /2(o',  /2o/,  ,  ,  .     . 

de    p — -9    p — -i   p — -9   p  — ~y    chacune    des   quantités 

2m,a)' -f- 2/W2  0>l   /              .,       1,  .    ,         ,2/n,a)', -h  2m,to'\ 
p \ — \ i_i  /  et  aussi  les  dérivées  p y 
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et  par  suite  de  reconnaître  si  deux  de  ces  quantités  sont  ou 
non  égales. 

462.  Soient 

y/fi.m,  —  P  - 

une  des  racines  de  Inéquation  (5);  d  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  m,,  mj,  n;  posons 

n  V 

sera  un  v**^™*  de  période,  et  nous  dirons  que  la  racine  y^,,», 
appartient  au  diviseur  v. 

Désignons  paryj  le  produit  des  fadeurs  linéaires^— ;>'„„. 
correspondant  aux  racines  qui  appartiennent  au  diviseur  v; 
on  aura  évidemment 

le  produit  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  v  de  ai,  j  compris 
ce  nombre  lui-même,  mais  l'unité  exceptée. 

Les  polynômes  yi  ont  leurs  coefficients  rationnels  et  en- 
tiers en  g2y  ^3.  Kn  effet,  décomposons  v  en  facteurs  pre- 
miers ;  soit  yz=a^b? L'équation 

•kî  zn  O 

aura  évidemment  pour  racines  celles  des  racines  jr„  ^^  qui 
appartiennent  à  v  ou  à  l'un  de  ses  diviseurs.  Ces  dernières 

appartiendront  à  l'un  des  nombres  ->   j>   •••   ou  à  l'un  de 

ses  diviseurs.  Elles  satisferont  donc  à  Tune  au  moins  des 
équations 

4^7=0,         ^î  =  o,  

a  0 

Si  donc  on  détermine  :  1"  le  plus  grand  commun  diviseur 
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de  'ij  avec  chacun  .des  poljnômes  <{^.*,  ^*,   ...;   2**  le  plus 

pelil  multiple  M  de  ces  plus  grands  communs  diviseurs; 
enfin,  si  Ton  divise  ^J  par  M,  on  obtiendra  un  polynôme» 
n'ayant  plus  pour  racines  que  celles  qui  appartiennent  à  v; 
il  sera  donc  égal  à  yjj  à  un  facteur  numérique  prés.  D'ail- 
leurs, 'lî,  'ij,   ...    ayant   pour  coefficienls  des   polynômes 

a 

enliers  en  ^2^  ©".i»  dont  le  premier  est  purement  numérique, 
\i   jouira  évidemment  de  la  même  propriété. 

tO!{.   Cherchons  le  degré  du  polynôme  yj.  (I  a  pour  racines 
1rs  quantités 

p 

;X|,  aj  étant  ^o  mais  <C  v,  et  jjl,,  1x2,  v  n'ayant  pas  de  facteur 
commun. 

Les  entiers  — ^>  — û>  •  •  •  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra 
déterminer  des  entiers  A,  B,  ...  tels  que  Ton  ait 


(1011 


«l^A-^^>B4-...r.;x., 


B  A,       Bi  , 


V,  désignant  un  entier  <<  a*  et  non  négatif;  B|  un  entier 
<  ^?  et  non  négatif,  etc.,  k^  un  entier.  On  pourra  mettre 

—  sous  une  forme  analogue 

Pour  que  [X|,  [X2,  v  n'aient  pas  de  facteur  commun,  il  faut 
cl  il  suffit  que  U|  et  [X2  ne  soient  simultanément  divisibles  ni 
par  a,  ni  par  6,  . . .  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  A|,  A2 

J.  -    II.  32 
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ne  soient  pas  tous  deux  divisibles  par  ay  ni  B| ,  62  tous  deui 
divisibles  par  6,  etc. 

Or  A| ,  A2  sont  cbacun  susceptibles  des  a*  valeurs  0,1, 

a* —  I ,  ce  qui  donne  a^*  combinaisons.  Celles  où  A| ,  Aj  sont 
tous  deux  divisibles  par  a  sont  au  nombre  de  a-*~*.  En  le^ 
excluant,  11  restera 


-(-i) 


combinaisons  admissibles. 

Le  nombre  des  combinaisons  admissibles  pour  B|,  Bj  sera 
de  même 

6* 


^•K-i> 


etc.  Le  nombre  des  valeurs  admissibles  pour  jjl,,  1x2  (ou  le 
de^ré  du  polynôme  yj)  sera  donc 

Si  n  est  pair,  dans  la  suite  des  facteurs  yj  figurera  le  fac- 
teur 

y\  --  (r  -  ^1)  (7  —  ^1)  (/  —  ^i)  =7'—  !  g^y  —  U» 

correspondant  aux  demi-périodes.  Les  autres  polynômes  yî' 
où  v^*  p.,  sont  des  carrés  parf.uts;  car  à  chaque  racine  y»,;  h. 
appartenant  au  diviseur  v,  on  peut  associer  une  autre  ra- 
cine ym\m\  par  la  relation 

m\-^m\=^Oy         m', -i-/nJ  =  o         (niod/i), 

et  ces  deux  racines,  évidemment  égales,  appartiennent  au 
même  diviseur. 

464.  La  résolution  de  Téquation  yj=  o  entraine  celle  de 
Téquation  ^?,  =  o. 

Soit,  en  effet,  p  — -y  p — -  un  couple  de  racines  de  l'équa- 
tion yj=  o*,  nous  pourrons,  après  avoir  choisi  à  volonté  les 
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signes  des  radicaux  p' — î-,  p' — ^y  calculer  par  des  opéra- 
tions rationnelles  les  quantités 

2/?i|U)' -h  î/w.co'  ,  2/niU)' -+- am.coi 

p -y      p' =— ^1 

oïl  /72|,  /Tta  varient  de  o  à  /i  —  i .  Si  les  quantités 

2/W,to'  -4-  2m^M' 

p =— ^ 

sont  toujours  distinctes  lorsque  la  somme  de  leurs  argu- 
ments n'est  pas  une  période,  elles  reproduiront  toute  la 
suite  des  racines  j^^,^,  de  'i?,  =  o. 

Si  la  condition  précédente  n'était  pas  satisfaite,  on  essaye- 
rait un  autre  couple  de  racines;  on  est  d'ailleurs  certain  qu'il 
CD  existe  qui  conduisent  au  résultat  désiré. 

'465.  Si  l'on  décompose  n  d'une  façon  quelconque  en 
facteurs  5^,  r,  ...  premiers  entre  eux,  on  pourra  remplacer 
la  résolution  de  l'équation  y^^  =  o  par  celle  des  équations 

XÎ=o»         X?  =  o, 

Car  cette  résolulion,  entraînant  celle  des  équations 

^1=^0,        ^1  =  0, 

fait  connaître  les  valeurs  de  pu  et  de  p'u  pour  tous  les  argu- 
ments qui  sont  des  y»*^'*»"  de  périodes,  des  r*^°>"  de  pé- 
riodes, etc. 

Cela  posé,  soit  ^ 

2/w,  toj  -f-  2  nifùif 
n 

un  /2'^'"*  de  période  ;  nous  pourrons  déterminer  des  entiers  [jl,  , 
JJ^î  ;  V| ,  Va  ;  . . . ,  A:, ,  A-2  tels  que  Ton  ait 

£i.  =  !i.  +  !i+...+  A,, 

n         g         r 
n         q         r 
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d'où 

n  q  r 

et  comme  on  connaît  les  valeurs  de  pw,  p'«  pour  les  argu- 
ments 

}       »        ••• 

q  r 

qui  sont  des  ^*^"'*%  des  /•""»««,  etc.,  de  périodes,  on  en  déduira 
par  la  formule  d'addition  les  valeurs  de 

am,  tOiH- 2/iitW,  ,  2/w,w, -f- si/7i«w. 

Si  donc  n  =  a^b^., .  y  a^  bj  ...  étant  premiers,  la  résolu- 
lion  de  AJ=  o  se  ramènera  à  celle  des  équations 

466.  Considérons  donc  une  de  celles-ci,  telle  que 

el  supposons  a  >  i .  Ses  racines  sont  les  quantités 
2/w,  W|-f-  2mjto)j 

^ ^ïï ' 

oii  /«,,  m.j  ne  sont  pas  tous  deux  divisibles  par  a.  Soient 
respectivement  [jl,,  ^2  les  restes  de  leur  division  par  a*"': 
ils  ne  seront  pas  nuls  à  la  fois,  et  nous  pourrons  écrire 

2/7^(0^4-2/71,0),  ^  £  /2jijju>H:_2jx^       période^ 

,,  .  ,  ,  II  1  •  2  771,  C0|  H-  2/71,(0, 

Considérons   celles   des   racines  p ^ pour 

lesquelles  [x,,  f^a  ont  la  même  valeur.  On  pourra,  en  posant 
dans  les  formules  (4)i 

2tA,(0,4-2fA,0), 

/i  =:  a,  Wo  ^=  -r^ï > 
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les  exprimer  en  fonclion  de 

2  {X,  tu,  -+-  2  (X,  Wj                  2  ?XtCi),-f-2|A,U)> 
P ^ï^t '         P    ^^^ ' 

pl-i,  p'^,         p^,  p'i^«. 

Alaîs  toutes  ces  quantités  auxiliaires  seront  connues  (au  signe 
près  des  dérivées,  qui  est  arbitraire),  si  l'on  suppose  résolues 
les  équations 

La  résolution  de  cette  dernière  se  ramènera  de  même  à 

celle  de 

4/»  — o         et         /»._,— o. 

i^a  résolution  de  Téquation 

«};»  — o,         où         n=^a'^b^..., 

se  ramène  donc  finalement  : 
I  "   A  celle  des  équations 

•«•*  A  des  extractions  de  racines. 

487.   On  peut  obtenir  une  réduction  ultérieure  du  pro- 
blème de  la  manière  suivante  : 
Soit 

d'  2  jx,  tu ,  -»-  2  |Xj  to, 

n  ~  n 

un  n'*^'"**' de  période /?ro/?re^  c'est-à-dire  tel  que  [X|,  uj,  n 
n'aient  pas  de  facteur  commun;  toutes  les  quantités  de  la 
forme 

m h  période, 

où  m  est  premier  à  /i,  seront  également  des  /i**"""  de  pé- 
riode  propres.  Nous  les  réunirons  dans   un  même  groupe. 
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Un  autre  /i'*"*"  de  période  propre,  w',  donnera  de  mêmr? 
naissance  à  un  nouveau  groupe 

m i- période. 

Ces  deux  groupes  n'auront  aucun  /i**"*®  de  période  propre 
commun,  s'ils  ne  sont  pas  identiques.  Supposons,  en  effei, 
qu'on  ait 

m  —  =3  m'  — 
n  n 

Soit  [X  un  entier  quelconque;  on  pourra  déterminer  un 
nombre  X  satisfaisant  à  la  congruence 

X/n  H3  fxmod/}. 

On  aura  dès  lors 

fx  —  ^  A  /?i  —  ^  A  m'  —  : 
n  n  n  ' 

donc  tout  n**-'"®  de  période  du  premier  groupe  est  contenu 
dans  le  second.  La  réciproque  se  démontre  de  même. 

On  peut  donc  répartir  les  /i»^™"  de  périodes  propres  en 
groupes,  chacun  d'eux  étant  caractérisé  par  l'un  quelconque 
des  n'^™"  ci e  périodes  qu'il  contient. 

Le  nombre  total  des  /i'^'"«»  de  périodes  non  équivalents 
entre  eux  est,  comme  nous  l'avons  vu, 

Ceux  qui  sont  contenus  dans  un  groupe 

■  •  -h  période 


iv 

iV 

—  > 

•  •  > 

m  — y 

n 

n 

s'obtiendront  évidemment   en   donnant  à  ni  la  suite  des 
valeurs  premières  à  /i  et  <[  /i.  Leur  nombre  M  sera  égal  à 


"(-yo-^)- 
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L.e  nombre  N  des  groupes  sera  donc 


"hdi^^i) 


En  particulier,  si  n  est  premier,  on  aura  n  +  i  groupes; 
et  Ton  pourra  choisir  pour  les  caractériser  les  /i»'™"  de  pé- 
riodes ci-dessous 

—  ^     — >  —  -:= (A  —  O,  I,  .  .  ., /l  —  I), 

ou,  plus  généralement, 

iV  2(0|  «'/.  2XA'(»), -h  2  W,  ,, 

A  étant  un  entier  fixe  premier  à  n  et  arbitrairement  choisi. 
Ces  /i''*™'»  de  périodes  appartiennent,  en  effet,  à  des  groupes 
<lifférents;  car  on  ne  peut  avoir 

2/71(1),    2X/'tO, -f-  2a)j 

-  -  > 

n  n 

et  la  relation 

2XA:tO| -h  2to,  2)^X''a), -f-  2  0), 

/i  71 

donnerait 

/n  =  i,         2XXr  =  2XX:'mod/i, 

d'où 

468.  Soient  —>  — ,  . . .  des  /i""*'*  de  périodes  choisis  à  vo- 
n     n  * 

lonlé  dans  chaque  groupe  pour  le  caractériser.  Tout  n^^"® 

de  période  propre  sera  équivalent  à  Tun  de  ceux-ci 

iV  il'' 

m  — >  Fn  — >  •  •  •  > 

n  n 

où  m  prendra  la  suite  des  valeurs  premières  à  /i  et  moindres 
que  n. 
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Les  quantités 


(où  [A, ,  |jLa  sont  5 o,  mais  <  /i,  et  [x, ,  [Xj,  n  n'ont  pas  de  fac- 
teur commun)  forment  également  un  système  complet  de 
,jif«me8  jç  périodes  propres  non  équivalentes  entre  elles.  Elles 
seront  donc  équivalentes,  à  Tordre  près,  aux  quantités  pré- 
cédentes. Les  racines  p  * ^-^—^  de  Téquation  yj=  o 

seront  donc  les  quantités 

pm — I  pm -~i  .... 

^      n  '        n 

Nous  les  répartirons  en  groupes  en  réunissant  ensemble 
celles  dont  les  arguments  sont  multiples  d'une  même  quan- 

nté  -. 
n 

i69.   Soit  F  une  fonction  rationnelle  de 

w              2  iï'                               (n  —  I  )  «' 
p--,  p  — ,  •••>  p 


Toutes  ces  quantités  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
P~»  S'i'f  ^3Î  ^^  pourra  donc  écrire 


■-?(j'^')' 


'j>  dc'signant  une  fonction  rationnelle  en  p  — >  g^a,  ^3. 

^1  1  on  change  -  en  /??  -  >  m  étant  premier  a  n,  le  système 

des  quantités  p  —  i  . . . ,  p —  se  reproduira.  Celles  de 

ces  racines  qui  appartiennent  à  un  même  diviseur  v  seront 
seulement  permutées  entre  elles.  Si  donc  nous  admettons 
qu'elles  figurent  symétriquement  dans  F,  cette  fonction  ne 
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sera  pas  changée;  on  aura  donc 

Soienl  F',  ...  les  fonctions  analogues  à  F,  formées  avec 
les  racines  des  autres  groupes;  on  aura  de  même 

et,  par  suite, 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  racines  y  de  Téquation 

■/?,.  =o. 

Le  second  membre,  étant  une  fonction  symétrique  de  ces 
racines,  pourra  s'exprimer  rationnellement  au  moyen  de  ^j, 
:r^  et  des  coefficienls  de  l'équation,  qui  sont  eux-mêmes  ra- 
tionnels en  g2  et  g^. 

D'ailleurs  F^,  F',  . .  .  sont  comme  F  des  fonctions  symé- 
triques; on  pourra  donc  exprimer  aussi  rationnellement  les 
cjuantités 

F»-+-F'*-f-...,       F» H- F'' -+-..., 

et,  par  suite,  tous  les  coefficients  de  l'équation  de  degré  N, 

{C>)  (5-F)(5-F')...  =  o, 

dont  F,  F',  ...  sont  les  racines. 

470.  Supposons  que  la  fonction  F  ait  été  choisie  de  telle 
sorte  que  les  quantités  F,  F',  ...  aient  des  valeurs  numé- 
riques distinctes.  Toute  fonction  symétrique  ^  des  racines 
d'un  même  groupe  pourra  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  F,  F',  ...  et  des  coefficienls  de  y,^. 

En  effet,  les  fonctions  ^,  <I>F,  ^F*,  . . .  sont  encore  sy- 
métriques par  rapport  aux  racines  qui  appartiennent  à  un 
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même  diviseur;  on  aura  donc 

4»F-h*' F' -+-... =  R„ 


R,  Ri,  • . .  étant  rationnels.  Ces  équations  linéaires,  dont  le 
déterminant  n'est  pas  nul  (car  il  est  égal  au  produit  des  dif- 
férences F  —  F'),  détermineront  ^,  ^',  .... 

Donc,  lorsqu'on  aura  résolu  Téquation  en  z,  on  pourra, 
par  des  opérations  rationnelles,  calculer  les  coefGcienls  de 
chacune  des  équations 

••• > 

dont  dépendent  les  racines  de  chaque  groupe. 

471.  Ces  dernières  équations  peuvent  se  résoudre  par  des 
extractions  de  racines.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  suppo- 
serons n  premier;  cas  auquel  les  autres  peuvent  se  réduire, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu. 

Soit,  en  effet,  g  une  racine  primitive  de  n,  c'est-à-dire  un 
entier  tel  que  les  nombres  i,  g^  g^^  . . . ,  g^""^,  divisés  par/i, 
donnent  des  restes  tous  différents,  reproduisant,  à  l'ordre 
près,  tous  les  nombres  de  la  suite  i,  2,  .  ..,  n  —  i  {g'*"^ 
donnant  d'ailleurs  l'unité  pour  reste,  d'après  un  théorème 
de  Fermât).  A  chaque  entier  /?i',  positif  et  <  /i,  correspond 
un  exposant  r  non  négatif  et  <  /i  —  i ,  tel  que  l'on  ait 

m'  =  g"-  =  gr-^k{n-\)  naod  /i. 

Les  racines  p  —  >  .  • . ,  p pourront  donc,  en  les  ran- 
geant dans  un  ordre  convenable,  se  mettre  sous  la  forme 
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Eo  donnant  à  r  les  valeurs  suivantes  n  —  i,  /i,   .  • .,  les 
mêmes  racines  se  reproduiraient  périodiquement. 
Posons 

el  considérons  l'expression 

^r?^''p(g''-']  »         /-  —  o,  I,  . . .,  /i  —  2  mod(/i  —  l). 

C^e  sera  une  fonction  rationnelle  de  j>  —  etde  ^;  désignons-la 

parP,(p^). 
Dans  Féqualion 

p,(p^)=x-?".(.':^) 

changeons  w  en  g'^iv  et  changeons  en  même  temps  Tindice 
de  sommation  r  en  r  —  X,  il  viendra 

Les  fonctions 
resteront  donc  inaltérées,  et  l'on  aura 

g(p^).....o(,*^) 


Ai, . 


n  —  i 


Cette  quantité,  symétrique  par  rapport  aux  racines  de  Té- 
quation 
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pourra  s^exprimer  rationnelleinenl  par  ses  coefficients.  Il  en 
sera  de  même  pour  les  fonctions 


■v(pj> 


Désignons  par  G,  H,^  les  expressions  ainsi  Irouvées,  il 
viendra 


l'i.(r;)--H,G-'. 
Ola  posé,  on  aura 


n 


Mais  S^pi^f'^-^^  esl  égal  à  o  si  r^X,  à  /i  —  i  si  /==  A.  Le 
second  membre  se  réduit  donc  à 


in-.)p'^;\ 

et  Ton  aura 

rr^  CI» 

-^.?-^p.(p3 

^lU+p-^C-'+^-'^G—'H.-!-... 

Celle  formule  donnera  toutes  les  racines,  qui  se  déduisent 

d^ailleurs  les  unes  des  autres  en  changeant  la  détermination 

_j 

du  radical  G"  "'. 

472.  Le  problème  de  la  division  des  périodes  serait  donc 
résolu  si  Ton  savait  trouver  les  racines  de  Téquation  auxi- 
liaire (6)  dont  dépend  la  fonction  symétrique  F.  Cette  équa- 
tion a  reçu  le  nom  d'équation  modulaire.  En  variant  le  choix 
de  la  fonction  F,  on  obtiendrait  une  infinité  de  semblables 
équations. 
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IX.  —  Transformation. 

473.  Pour  que  deux  fonctions  elliptiques  p(w,  w',,  w^)  et 
p  {iij  w*,  îù\)  soient  Jiées  par  une  équation  algébrique,  il 
faut  et  il  surGt(32t)  que  leurs  périodes  soient  liées  par 
deux  relations 


Posons 


(U 


2) 


W. 


II  existera  une  relation  algébrique  entre  p{u,  ii}\j  to'.^)  et 
p(//,ûf,Û2),  et  une  relation  analogue  entre  p(w,  <*>*,,  w!^) 
et  p({/,  û|,  Û2).  L^élimination  de  cette  dernière  fonction 
donnera  la  relation  entre  p(m,  w'^,  iù',^)elp{u^  co"^,  w^).  Nous 
pouvons  donc  nous  borner  à  chercher  la  relation  entre  deux 
fonctions  dont  les  périodes  sont  liées  parla  relation  (2). 

Comme  la  fonction  pu  ne  change  pas  si  Ton  change  le 

signe  d'une  de  ses  périodes,   il  est  permis  d'admettre  que 

co'         u*  I  ....  •  •         ¥^ 

-~  et  —  ont  leur  partie  imaginaire  positive.  Dans  ce  cas, 

a'(f —  frV  sera  un  entier  positif.  Ce  déterminant  se  nomme 
le  degré  de  la  transformation  (2). 

Soit  /•  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a',  b\  c',  rf'.  La 
transformation  (2)  est  la  résultante  des  deux  suivantes 

,        a'    ,        h'    .               ,        c'    .       d'    , 
iï.z=i    -  w',  -h   -  w'  ii;  —  -  (0.  H u)', 

dont  la  première  relie  p{u^  iù\,  (o!^)  à  p{u^ià\^  û'^)  et  la  se- 
conde p(w,  û',,  û'^)  à  p(tt,û|,  ûâ)-  Mais  on  a 

p{u,  q;,  o;)  -^  r^p{ru,  rû;,  rû; )  ==  r^p{ru,  il,,  H^). 
D^aillcurs  la  théorie  de  la  multiplication  nous  a  donné, 
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SOUS  forme  explicite,  la  relation  entre  celle  quantité  el 
p{u,Qif  ûj).  Nous  n^avons  donc  plus  qu'à  chercher  la  rcla- 
lion  entre  p{u,  û',,  û'^)  et  p{u,  w'^,  w'^). 

Le  problème  général  de  la  transformation  est  ainsi  réduit 
au  cas  des  transformations />ro/;re5,  où  les  coefGcienls  a',  b\ 
c',  rf'  n'ont  pas  de  facteur  commun. 

474.  Une  transformation  propre 


\c'   d'J 


de  degré   a'd' — b'c'=n   est  (309)  la  résuUanle  de  Iroi» 
autres 


(;  0-  (."  :)•  (;:  0' 


dont  la  première  el  la  dernière  sont  de  déterminant  i.  Po- 
sons 

et 

Nous  aurons 

p{u,  u)',,  to;  )—p{u,  a>,,  Wj), 

P(m,  Ûj,  Ûj=:p(M,(.),,(D,), 

et  la  relation  entre  les  nouvelles  périodes  aura  pris  la  forme 
simple 

Wi=:/lU)i,  0)2=  (0| 

ou 

-  O),  - 

n 

Nous  désignerons   par  j3«/,  Ç?/,  du^  g^^  gz,    •••    ce  que 
deviennent  pii^  Cm,  (S'm,  g^,  gz,   •  •  •  ?  lorsqu'on  y  remplace 

ainsi  (0|  par  —  sans  altérer  la  seconde   période. 

Les  périodes  de  pu  sont,  comme  on  le  voit,  celles  dep«, 

et,  en  outre,  des  /i'*""  de  période  — -9  -^>  •  •  •  formant  un 
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des  N  groupes  définis  au  paragraphe  précédent.  Au  lieu  de 
ces  n'^""  de  périodes,  on  aurait  pu  adjoindre  ceux  d'un  quel- 
conque des  autres  grou|>es. 

On  obtiendrait  ainsi  N  réseaux  différents,  à  chacun  des- 
quels correspond  une  fonction  elliptique  p  liée  à  la  primi- 
tive par  une  transformation  de  degré  n.  Les  formules  rela- 
tives à  ces  diverses  transformations  se  déduiront  évidemment 
de  celles  que  nous  allons  établir  pour  la  fonction  pw,  en  y 
remplaçant  — -  par  les  n'^^^*  de  périodes  propres  qui  carac- 

lérisent  respectivement  ces  divers  groupes. 
La  transformation 


(::) 


étant  évidemment  la  résultante  de  transformations  analogues 
o.i  n  est  remplacé  par  ses  facteurs  premiers,  tous  les  cas 
pourraient  être  ramenés  à  celui-là.  Nous  nous  bornerons  donc 
à  considérer  les  deux  cas  suivants  :  i"^  n  =  2]  2^  n  impair. 

47o.  Transformation  de  degré  2,  —  La  fonction  pu 
admet  les  périodes  2(i)j  et  2(02',  elle  a,  aux  périodes  près, 
les  pôles  o  et  2C0|  =  (0|.  Aux  environs  de  ces  points,  les 

parties  infinies  de   son  développement  sont  — ,> —- 

*  ^^  ir     («  — u>i)' 

Enfin  le  développement  relatif  à  l'origine  est  privé  de  terme 
constant.  On  aura  donc,  par  la  formule  de  décomposition 
en  éléments  simples 

p//  =z  -  C  M  -  Ç'  (  e/  -  o),  )  -+-  î' (-  to,  ) 

—  pu  -] 

*  pa  — e, 

Intégrons  et  déterminons  la  constante  de  telle  sorte  que 
le  développement  des  deux  membres  suivant  les  puissances 
de  u  n'ait  pas  de  terme  conitant  ;  il  vient 

(4)  lu  —  ^u-^  ^{u  —  'jii)  +-eif/-f-T,;. 
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Une  seconde  intégration  donnera 

log^£<=:log3'M-l-log3'(a— W|)H- r-TQi  M-f-logrf(— toi  1. 

f-.      1  -  ^^-ri.w   3'w3'(m  —  (D,) 

l'N      \  ^uzize^ r — 

îX(— a,,) 

e.tt-  e.ti* 

Pour  déduire  de  là  les  expressions  de  S^  m5',  jI/,  ^jI/,  con- 

.  , ,  ,  ^,u     '^•u     ^*u    ^^  ,       - 

sidérons  les  rapports  - — >  -_:— >   .:::—.  Ce  sont  des  fonction^ 
^u      du      du 

elliptiques  admettant  les  périodes  20)1,  4^2!  leur  valeur  prin- 
cipale pour  w  =  o  est  — ;  leurs  pôles  sont  ceux  de  du]  leurs 
zéros  sont,  aux  multiples  près  de  2(0|  et  de  2013, 

J  (Oi     et     fwi,  œ,     et     a)j-4-(i)j=  —  w,, 

u),  n-— (i>,  —  i(i>|     et     cuj-hwi. 

Les  rapports  des  quatre  fonctions 


jouissent  évidemment  des  mêmes  propriétés;  ils  seront  donc 
égaux  aux  précédents,  et  l'on  aura,  en  conséquence, 

i  d^u-ze  *  d^u\tiu^p'^y 

(")    ■-  d^u^.e  *  d^ud^u  —  e  -  d^u\/{pu-—  et)(pu  —  e,), 


(Vf! 
diu:=e  * 


et 


(7) 


p  «  —  e,  = 
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-  ^U  (^""^l")' 


5i3 


a'»  M 


pu  —  e^ 


pu  ~  em=z  =^—  r^  ~  > 


pu-e,=  ^^  = 


pu 


Développons  les  deux  membres  des  équations  (7)  suivant 
les  puissances  de  u;  ridenliGcation  des  termes  constants 
donnera 


(8) 


<   ej  =  ej  -h  e,  —  ej  —  —  2  e, 


Pour  calculer  les  constantes  p-^>  jM^aH ^  )>  qui  figu- 
rent dans  les  formules  précédentes,  ajoutons  ces  trois  der- 
nières; nous  obtiendrons  cette  première  relation 

2p-    -i-2p(t0j4-  —  1  —  4^1=0. 

Posons,  d'aulre  part,  w= ^-^  dans  Tidentité 

[P(W  +  <«>1)  —  ^l](P"  —  ^l)  =  ^4' 

et  extrayons  la  racine  carrée,  il  vient 

Mais,  dans  le  cas  particulier  où  co,  est  réel  et  (O2  purement 
imaginaire,  U|  est  réel;  lorsque  u  varie  de  o  à  u)|,  pw  est 

également  réeJ  et  varie  de  -f-  00  à  ej  ;  donc  p—  —  e<  est  po- 


J.  —  II. 
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sitif.  Il  faut  donc  prendre 


(9) 


Calculons  enfin  tj,,  t^^-  A  cet  effet,  changeons  u  en 
w  H- 2(0,  =  M  4-4(0,  dans  la  formule  (5).  Le  premier  membre 
sera  multiplié  par  e*'îi^«+*^i\  le  second  par e2*i»if«+»i^c*-*T.if«+«t . 
L'identification  donne 

(10)  T1i='ïil  4-1^1(1),. 

L'équation 

-   j  ru 

donne  ensuite 

(11)  TQî  =  -   -   -f-  — f-^  4-C,co,, 

476.   Transformations  de  degré  impair.  —  Soit 

n  z=  2/n  4-  I. 

La  fonction  pu  admet  les  périodes  2(o,,  2€0s  et  les  pôles 

o,  ±1  — -  y  '",  ± •  La  décomposition  en  éléments  sim- 

n  n  * 

pies  donnera 

a  désignant  la  constante 

D'ailleurs,  la  formule  d'addition  donne 

i>('-'-?)=s:[---''^-i(3-z7Ï) 
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En  remarquant  que  les  termes  impairs  en  u  doivent  se  dé- 
truire dans  la  somme,  on  aura 


V"  1 


a  iJLO), 


— V"  i 


n 


p'«  f/  -h  p'»  -'^-i 


p"«-p"'-^      .^«       p"^ 


Le  premier  terme  est  égal  à 

™   J''"-J''-^-5^.(p«-P-;r) 


=E 


^,..      . 2tl.0)t  _t2[X(rit  1 


Substituant  dans  l'équation  (12),  nous  obtiendrons  l'ex- 
pression de  pi/  par  une  somme  de  fractions  simples 


(14)       pU  =  pM-H    > h    > r-r. 

^  '^  ^J-//i  2[xa),  AJ-m  /  2fJL'Oi\» 
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Intégrons  Téquation  (i'^);  il  viendra 
(.5)  ù  =  ;„  +  ^'"^i:(^„+ir_i)  +  a„. 

On  n^a  pas  à  ajouter  de  conslanley  la  différence  des  deux 
membres  étant  nulle  pour  w  =  o,  puisque  ^u  est  une  fonc- 
tion impaire. 

Intégrons  encore,  nous  aurons 

j    log^l/ =  logO'fl  -+-  \  log3'(«-i !— M  H 

-T  "^»^^"'' 

(.6)     (  ...  ^Ju^^-^)4u-''-^) 

1      5«  =  e-cf«TT   J^ ^-LV 'Ll 


n 


On  en  déduit,  pour  ô*,  it,  â>.2U,  nl^u^  les  formules  analogues 

S'a  W  r=r  e  "  a*»  w  I  ■       ^ ^ ^^ - 


(17)   /  ^à 


n 

fin* 

e  ' 


.^r.,«."-.«n;[^-'-p(^^-»)]- 


Car,  en  divisant  membre  à  membre  par  Tégalité  (16),  on 
obtient  des  deux  côtés  des  fonctions  elliptiques  aux  périodes 
4(0,  et  4^2?  ayafit  mêmes  zéros,  mômes  pôles,  et  même  va- 
leur principale  —  pour  u  =  o.  Elles  sont  donc  égales. 

On  aura  encore 


(18)     pu  —  eo, 
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477.   ChaDgeons,  dans  la  formule  (i6),  u  en 

Le  premier  membre  sera  multiplié  par 
et  le  second  par 

LMdentifioation  donnera 

("9)  T^i=TOi-+-— • 

De  I  équation  t.iWo  —  ria —  =   — >  on  lire  ensuite 
'  ■  /t  2 

-                          -              nr.i  '  w, 

(20)  7J5  = h  awj-h  /iT,,-^. 

2  (0|  (1>I 

Comme  on  a  coi  =  Wi -+- amtoi,  on  obtiendra  les  valeurs 
de  Ci,  ^2,  ^3  en  posant  w  =  W4,  (02,  W3  dans  Téqualion  (12). 
Il  vient 


(21) 


Développons  les  deux  membres  de  Téqualion  (12)  suivant 
les  puissances  de  u.  L'idenlification  des  termes  en  u^  et  u* 
donnera 

II    -  I  I    V^'»-»      „  2UL(ï). 

I  -  I  I   V^"-'    ,y  a  1X0), 

Comme   }/u    et    p'^a   s'expriment    rationnellement     en 
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j)W,  ^2î  gij  ces  formules  montrent  que  5^2  et ^3  et  rinvarîanl 
absolu  J  sont  racines  d^équalions  modulaires. 

478.  Il  est  évident,  d'après  rhomogénéité,  que  réqualion 
modulaire  à  laquelle  J  satisfait  ne  doit  contenir  ^j  et  g^  que 
dans  la  combinaison  J.  Elle  sera  donc  de  la  forme 

F„(J,J)=:0. 

Cette  équation  sera  symétrique  en  J  et  J.  Soient,  en  effel, 
R  =  2/ni  Wf  4- 2/;2jW2  le  réseau  de  périodes  auquel  corres- 
pond rinvariant  J;  R=  ami  —  -j-  am2U)2  l'un  des  réseaux 

transformés,  J  l'invariant  correspondant.  En  divisant  à  son 
tour  la  période  (1)2  par  /î,  on  obtiendra  un  nouveau  réseau 

R'=:  2/«i  —  +  2m2— >  qui  sera  l'un  des  transformés  de  R. 
n  /i      * 

Son  invariant  J'  sera  doiic  lié  à  J  par  la  relation 

f„(j,jO=û. 

Mais,  d'autre  part,  Tinvariant  absolu  ne  dépendant  que  du 
rapport  des  périodes,  on  a  J'=  J.  Donc  l'équation 

F«(j,j)=zo 
entraîne  celle-ci 

F„(j,j)  =  o. 

479.  L'équation  (18)  fournît  de  nouvelles  équations  mo- 
dulaires plus  simples  que  les  précédentes.  Posons,  en  effel, 

M=:a}p,         d'où         pu=ze^y         pu  =  e^f 
et  remplaçons  p(  — '— ^  -h  Wa)  par  sa  valeur 


<?«- 


(gp— ga)(gY—^«)_ 
2jxa),  ' 
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il  viendra 


23) 


Or  on  a  (397) 

(le  signe  dépendant  de  Tordre  circulaire  des  indices  a,  p,  y). 
Celte  équation  peut  donc  s'écrire  ainsi 

2|JL(U,  \     * 


V  J/t-î  o^/iT  cû5/ïT         -m—^m/r      p  Y 


(.4)  ,.fM"-'?;^--p;;-^TT-r^ 


n 


En  la  combinant  avec  ses  homologues,  et  tenant  compte 

de  ridentilé 

—  HL    _ 

ainsi  que  des  relations 

(397  et  455),  on  en  déduit  aisément 

2(XW, 


?S?'ï'^ 


p-^-«« 


71 


"P;?^       -^-^i  \  piH^ 


> 


P-7r--^p> 
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<"«)  T«-.  -11,  3jxu>,  ' 

'^      n 
Les  quantités 

sont  donc  rationnelles  et  symétriques  par  rapport  aux  quan- 
tités  p >  •••)  p • 

De  semblables  expressions  sont  racines  d^ëqiiations  modu- 
laires; car,  d'une  part,  elles  peuvent  s'exprimer  rationnelle- 
ment par  p — ^;  d'autre  part,  elles  restent  inaltérées  par  le 

changement  de  cOf  en  X(i>(,  X  étant  un  entier  quelconque  pre- 
mier à  /i.  Soit,  en  effet,  itr^le  reste  positif  ou  négatif,  mais 

<  —  >  qu'on  obtient  en  divisant  Xy-  P^'^  '*?  ^^  *"^* 

p =p , 

et  les  nombres  r^  reproduisent,  à  l'ordre  près,  la  suite  i, 
2,  ...,  m. 

On  doit  toutefois  remarquer  que,  les  expressions  de  -yr^' 

^■^~—  contenant  les  constantes  e^,  cp,  celles-ci  figureront  con- 
jointement avec  g2  et  ^3  dans  les  coefficients  des  équations 
modulaires  correspondantes. 

480.  Nous  allons  montrer,  diaprés  M.  Kiepert,  que,  si  n 
est  premier  à  3,  le  produit 


n: 


P 


/al!^ 
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est  le   cube   d'une   fonction   rationnelle    et   symétrique   de 

2(i>,  amco,      .,   , 

p ,   •••,  p y  d  ou  cette  conséquence  que 

^    n  ^      n  T  T 


sont  elles-mêmes  des  racines  d'équations  modulaires. 
Nous  partirons  de  l'expression 

(28)  /p,— =    


n 


I  remarquons  en  passant  que,  pour  n  =  2,  [Jl  =  i ,  elle  se  ré- 
duirait à  j-|-  )•  On  a  évidemment 


(3o) 


2X;x(0| 
f-ll 


t'^. 


— =  ?À  - 

/^ 
Considérons  le  produit 

n/;j 

Son  carré  n'est  pas  altéré  par  le  changement  de  u.  en  X[jl, 
si  X  est  premier  à  n.  Soit,  en  effet,  dz  /'jx  le  plus  petit  reste 
de  la  division  de  Xjx  par  n\  on  aura 

d'où 


car  Tjx  prend,  à  l'ordre  près,  la  suite  des  valeurs  i,  2,  . . . ,  m. 
Cela  posé,  l'équation  (3o)  donnera 
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Mais  ^x  ~^~^  ^^^  ^"  poljnôme  entier  en  p -•  Donc, 

y2(X«-i)  es^  racine  d'une  équation  modulaire  (si  X  est  pre- 
mier à  n). 

Puisque  nous  supposons  n  impair  et  non  divisible  par  3, 
nous  pourrons  prendre  successivement  X=  a,  X=  3,  et  nous 
en  conclurons  que/*,  /*'*,  cl  par  suite 

sont  racines  d'équations  modulaires. 
Gela  posé,  considérons  Téquaiion 


pt^  — pa  = 


(i^u^^v 


Posons 


,^0.,  ^^1!^^,.^ 


n 


h  étant  infiniment  petit.  L'identification  des  valeurs  princi- 
pales donnera 


,  2|AC0,  ^      n       <fi 


d'où 


En  comparant  cette  expression  à  la  formule  (27),  onvoil 
qu'on  aura 

(34) 


a  désignant  une  racine  24*^"**  de  l'unité. 

Nous  supposerons  qu'on  ait  choisi  pour  2C0|  une  période 
principale,  et  pour  préciser  davantage,  la  période  de  module 
minimum.  On  aura  dans  ce  cas  a  =:  i  ;  car,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  (0|  est  réel  et  côj  purement  imaginaire,  cpT,  ^^ni 


F0:fCTI0N9   ELLIPTIQUES.  523 

sont  réels  et  positifs;  quant  aux facteurs  du  produit/, 

ils  sont  réels  et  ont  le  signe  de  coi. 

481-  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  n  premier  et 
>  ^S,  et  cherchons  à  former  Téquation  modulaire  à  laquelle 
satisfait  f^.  Une  première  racine  est  donnée  par  la  formule 


2W, 


Les  autres  s'en  déduiront  en  remplaçant  — -  par  d'autres 
^itmes  jg  période  propres  choisis  à  volonté  dans  les  n  autres 
groupes.  Comme  n  est  premier  à  24,  on  pourra  prendre  les 
suivants  (467) 

(A=o,  I,  ...,/i  — i). 

On  devra,  en  conséquence,  substituer  à  2(0|  la  nouvelle  pé- 
riode 

2a)j  =  ^SA-tOj-h  20)5=:  2a)j(24A-4-T), 

et  à  20)2  une  nouvelle*  période  2(0^  formant  avec  celle-ci  un 
couple  primitif.  On  pourra  prendre,  par  exemple, 


Par  là  T  se  trouvera  changé  en 

—  2W| 


48  A- (Uj -H  2  tu,  24A'-|-'C 

Les  autres  racines  auront  donc  pour  expression 

*      /»L(o,(24/r-+-x)J  I     -H     \' 

Mais  on  a  (448) 


524  SBCONDK   PARTIE.    —    CHAPITRE  Tl. 

et,  par  suite, 

(\         —ILi 
■^Y~)  =  e    *V^'|Ar-i-t<?(a4A-  +  t), 

d'où 

Or  on  a 

d'où 

<f/»T  =  7""Jj"(i-7«-l'), 

<p(24A:  +  T)::r<p-: 

ITtl 

et,  en  posant  pour  abréger  e  "  =  e, 

Les  racines  auront  donc  en  fonction  de  co,   et  de  q  les 
expressions  suivantes  : 


482.  Il  est  maintenant  aisé  de  former  Téquation  modu- 
laire 

(36)  <i,(/i)==/î«-^«  +  A,/««4-...4-A,^,  =  o, 

dont  /^,  /l  sont  les  racines.  Nous  savons  que  ses  coefficients 
sont  rationnels  en  g2y  gz-  Mais  ils  sont  entiers;  car,  en  sup- 
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posant  qu^onaît  choisi  pour  2(o,  la  période  de  module  mini- 
mum (un  changement  de  périodes  fondamentales  ne  ferait 
que  permuter  les  racines),  <7  a  un  module  au  plus  égal  à 

€*  '  ,  et  les  racines  seront  toujours  finies.  Les  coefficients 
A| ,  . . . ,  A„  resteront  donc  finis,  quels  que  soient  g2  et  g^  ; 
ce  seront  donc  des  polynômes  entiers. 

En  outre,  si  nous  supposons  A  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  la  relation 


^=fâ^'n"  (•-'?"')* 


montre  que  q  sera  infiniment  petit  d'ordre  \  ;  /'^  sera  fini  et 

fit j 

les  autres  racines /?  seront  infiniment  petites  d'ordre • 

Le  coefficient  A^  est  une  somme  de  produits  de  r  racines  ; 
dans  chacun  d'eux  r  —  i  racines  au  moins  sont  infiniment 

petites  d'ordre Donc  A^  est  d'ordre  (r — i)  au 

'  12  n  12/1    ^  ^ 

moins.  Il  contiendra  donc  A**  en  facteur,  a  étant  l'entier 

égal  ou  immédiatement  supérieur  à  ce  nombre.   On  aura, 

par  suite, 

A;.inA«B,., 

B^  étant  un  poljnôme  entier  en  ^2»  ^3?  satisfaisant  à  la  con- 
dition d'homogénéité.  Or,  les  racines  /*,  /l  ont,  par  rap- 
port à  o),,  (02  le  poids  i  —  /i;  A,  ^2?  5^3  ont  respectivement 
les  poids  —  12,  —  4î  —  6.  Le  poljnôme  B^  aura  donc  pour 
poids 

Si  ce  nombre  est  positif,  la  formation  du  polynôme  B;.  sera 
impossible,  puisque  ^2?  ^3  ont  des  poids  négatifs;  A^  sera 
donc  identiquement  nul.  Dans  le  cas  contraire,  l'homogé- 
néité permettra  d'écrire  la  partie  littérale  de  B;..  Il  ne  restera 
ainsi  à  déterminer  qu'un  nombre  restreint  de  coefficients 
numériques.  Pour  les  obtenir,  on  substituera  dans  l'équa- 
tion les  développements  de  g2t  ^3>  A  et  des  racines/-,  fl  et 


5a6  SECONDE   PARTIE.  —    CHAPITRE  Tl. 

l'on  égalera  à  zéro  les  coeffîcieDts  des  puissances  successives 
de  q. 


483. 

Les 

quantités 

e 

-DIT 

7 

I 

sont  proportionnelles  aux  produits 

Il  existe  entre  ces  expressions  des  relations  linéaires  re- 
marquables, que  nous  allons  établir. 
On  a  (396) 


d'où 


11 


,pT = ^'«  2j  (- oc^'t'M.^^  2^  (- oi'y 

—  «  —a 

*  n(6tA4-l)« 

—  « 

y  ^^       ^       —  \    (—  l){^E*(«l^*)'^     »«      . 

Posons,  dans  cette  dernière  équation,  Xr  =  o,i,  * .  -,  /i  — i 
et  ajoutons  les  résultats.  La  somme 

sera  égale  à  /i  ou  à  zéro,  suivant  que  6a+i  sera  ou  non 
divisible  par  /i.  D'ailleurs  n  étant,  par  hypothèse,  premier 
impair  et  différent  de  3,  sera  de  la  forme  6a  4-  i  ou  6a  — i. 
Dans  le  premier  cas,  pour  que  6[jl  +  i  soit  divisible  par/i, 
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il  faut  poser  [x  =:  a  -t-  /i |jl',  d'où 
et,  par  suite, 


«— 1 


(• 


0  — ^ 

Si  n  =  6a  —  I,  il  faudra  poser 

ILzn—a  —  nik^         d'où         6[x -|-i=:— /i(6|Ji'4-i), 

et  Fon  arrivera  à  la  même  conclusion. 

Soît  enfin  s  l'un  quelconque  des  non  résidus  qua- 
dratiques de  n;  on  aura 

(38)       \  e-**(p-ii^t-:i-:  =  \  (—i)t*e*i(«îi-^i)«-*I^   «^     =0, 
0  -• 

car,  quel  que  soit  [jl,  l'exposant 

(6fX-hl)«-5 

ne  sera  jamais  multiple  de  n. 

484.  Les   cubes  des   fonctions  <f/iT,  y sont  liés 

par  des  relations  analogues.  Elles  se  déduisent  du  dévelop- 
pement 

ç>T=^e'(o)=£(-i)i^(2,x-.-i)^^''^î^', 


d'où 


0 
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Formons  la  somme  \  <?'  —     —  Les  lermes  où  2  u  -f-  i 

n'est  pas  divisible  par  n  se  détruisent.  Les  autres  s'obtien- 
nent en  posant 

d'où 

afl+I=/l(2HL'-M),  (-I)l*=:(-î)~"^'. 

Leur  somme  sera  donc 

\    (— I)    «  /l(2[JL'-hl)/i7     V     «     >'     zi=(-l)^»     /l'9»/IT. 

Donc 

(39)  ^ç3a±i±:!  =  (_,)V„,^3„^. 

On  trouvera  de  même,  s  désignant  un  non-résidu  quadra- 
tique de  n, 

(4o)  ye-»^*cp»îiAlt:!^.o, 

car,  quel  que  soit  [x,  l'exposant 

3^[(2|x-+-i)'  — 5] 
ne  sera  jamais  divisible  par  /z. 

48o.  On  sait  que  les  fonctions  symétriques  des  quantités 

20),  2/71(0.     j    .  ,  .  -Il 

p >  •  •  •>  p doivent  s  exprimer  rationnellement  en 

y*,  ^21  ^8«  Pour  réaliser  ce  calcul,  on  peut  recourir  aux  con- 
sidérations suivantes  : 

Les  deux  fonctions  <3'(w,  co,,  Wj)  et  6(1^,^),  liées  parla  re- 
lation 
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satisfont  respectivement  aux  équalions  aux  dérivées  par- 
tielles 

lesquelles  sont  les  conséquences  Tune  de  l'autre  (433).  Or 
la  fonction  B ((7  y//z,  /it)  satisfait  ëvidemment  encore  àTéqua- 
lion  (42)*  L'équation  (4i)  admettra  donc  la  solution 

, t.     .  l  !IlJ!1!     .      „         . 

F(w,  a)„a),)  =  v/27rA    »w,    ^e*"^^  (^{vs/n,  n-z). 

Mais  on  a 

On  a  d'ailleurs^,  =  r»,  -+-  ^^  (^77). 

La  solution  précédente   pourra   donc  se   mettre  sous   la 
forme 


'<!) 


—  \  •        ^'** 


i/i  -    « 


s/n 


Cette  expression  satisfait  à  Téquation 

Si  donc  nous  changeons  u  en  t/y^/i,  la  fonction 

a:  =  F(a  y/^,  wj,  (D,)  =  ^/i  (  -  j    c     *  s'a 
satisfera  à^Téqualion  transformée 

Cette   équation  est  semblable  à  celle  à  laquelle  satisfait 
dn  Uy  sauf  le  remplacement  de  n^  en  n. 

J.  -  II.  34 
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Nous  avons  déduit  de  cette  dernière  (434  et  435)  une 
équation  aux  dérivées  partielles  pour  l'expression 

considérée  comme  fonction  de  pu^  g^^  g^*  Par  le  même 
calcul  (sauf  le  changement  de  /i'  en  n),  nous  trouverons 

que  — -  =  z  satisfait  à  Féquation 
/      /  dz        1    ^  dz\ 

(43)  !     =(4p»_^.p_^,)^ 

semblable  à  Téquation  (17)  du  n°  435,  sauf  le  changement 
de  n^  en  n. 

Comme  A  est  indépendant  de  i^,  et  satisfait  à  la  rela- 
tion DA  =  o,  la  quantité 

i         au* 


8      , 


satisfera  à  cette  même  équation. 
Or  on  a  [formules  (34)  et  (16)] 


\  __au* 


Donc 


•>'=7îni"(p«-p^)=^«p"'+^'p''"'+---*-^" 


sera  un  polynôme  en  pu. 

On  connaît  déjà  le  premier  coefficient 


K=ji' 


44) 


PONCTIONS  ELLIPTIQUES.  53 1 

L^équation  ci-dessus  fournit  une  formule  récurrente  pour 
déterminer  les  autres.  Substituons,  en  effet,  ce  polynôme 
dans  Téquation  et  égalons  à  zéro  les  termes  en  pV-.  On  aura 

Supposons  qu'on  ait  déterminé  les  expressions  des  coef- 
ficients jusqu'à  Aji^i  inclusivement  en  fonction  rationnelle 
de  g2,  gz,  /.  Soit  A,,=  ^^{g2j  gz,  /).  On  aura 

dAjj. ^ip        (Jcp   df  àkj^ d^        d^   df 

'àgl'^àgt       à/ agi'         'dgl'^ôgt       d/dgz' 

D'ailleurs  -r^>  -r^  s'obtiendront  en  dérivant  l'équation 
àgt    agi  ^ 

modulaire. 

La  formule  (44)  donnera  donc  Apuf.2  au  moyen  des  coeffi- 
cients précédents. 

Connaissant  ainsi  les  coefficients  de  Téqualion  qui  a  pour 

racines  p — -^  •••>  p -y  on  obtiendra  par  des  formules 

connues  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quelconque. 


486.  Multiplication  complexe.  —  On  a  vu  que,  si  m  est 
entier,  pmu  s'exprime  rationnellement  en  pu.  Cherchons 
avec  Abel  sous  quelles  conditions  cette  propriété  peut  sub- 
sister pour  d'autres  valeurs  de  m. 

Puisque  pmu  est,  par  hypothèse,   rationnel  en  pu,   il 
admet  les  périodes  2(i>i,  aco^;  mais  ses  périodes  fondamen- 
tales sont  évidemment  — -S  — -  :  on  aura  donc 
m       m 

20)1= -7  2CD,= 

m  m 


53a  SBCONDI   PARTIS.  —    CHAPITRE  TI. 

OU 

/n(i)|  =  aa)|+ 6(i>j,         /n(i>|=  Cb)|  +  ^a>2, 

a,  b,  c,  d  étant  des  entiers. 

Ces  équations  sont  satisfaites,  quels  que  soient  coi,  &>«,  si 
l'on  pose  m:=a=^dy  b  =  c  =  o;  mais  alors  m  est  entier: 
c'est  le  cas  de  la  multiplication  ordinaire. 

Si  m  n'est  pas  entier,  son  élimination  donnera  entre  les 
périodes  la  relation 

(i>ll  C(i), +  ^(i). 


ou 


ÔtoJ  H-  (flf  —  £/)(0,(i), —  cciij=:0 


OU  enfin 

(45)  6T«-h(a  — ^)t~c=:o. 

Cette  équation  doit  avoir  ses  racines  imaginaires,  et  t 
représentera  celle  dont  la  partie  imaginaire  est  positive. 
Quant  au  multiplicateur 

m  =  a  -h  bt, 

ce  sera  aussi  une  quantité  complexe. 

Si  les  relations  précédentes  sont  satisfaites,  pmu  étant 
une  fonction  paire,  qui  admet  les  périodes  acoi  et  a (1)3,  sera 
bien  rationnel  en  pu]  nous  dirons,  en  conséquence,  que  pu 
admet  une  multiplication  complexe.  Nous  venons  devoir 
que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  t  est  racine  d'une  équation 
du  second  degré,  à  coefficients  entiers  et  à  racines  imagi- 
naires. 

487.  Supposons  réciproquement  que  t  satisfasse  à  une 
équation  de  ce  genre.  Comme  on  peut  multiplier  ou  diviser 
tous  les  coefficients  par  un  même  entier  positif  ou  négatif, 
cette  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(46)  AT«-f-aBx-t-C  =  o, 

A,  C  étant  positifs,  et  A,  B,  C  premiers  entre  eux.  Le  discri- 
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aimant 

D  =  \C  -  B« 
sera  positif. 

Nous  distinguerons  deux  sortes  d^équations  (46)  suivant 
que  A,  2B,  C  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  i  ou  2. 
Dans  ce  second  cas,  A,  C  seront  pairs,  B  impair,  et  D  de  la 
forme  4  'ï  —  »  • 

Pour  déterminer  les  multiplications  complexes  dont  pu 
est  susceptible,  il  nous  faut  identifîer  Téquation  (46)  avec 
(45),  ce  qui  donnera 

b=iKx,     .    a  —  d:=2hx,         c=— Cx. 

Nous  joindrons  à  ces  relations  la  suivante 

a  H-  <i  =:  27, 
et  nous  en  tirerons 

et  le  déterminant  ad —  6c,  que  nous  désignerons  par  n,  sera 

donné  par  la  formule 

/i— j*-l-  Dx^. 
Enfin 

-  B  -+-  iVR 

'= Â ' 

m^=:a-^  b'z:=zy  -\-  ix^. 

Si  l'équation  (46)  est  de  la  première  sorte,  il  faudra,  pour 
que  a,  6,  c,  d  soient  entiers,  que  x^  y  le  soient.  Si  elle  est 
de  la  seconde  sorte,  A,  2B,  C  admettant  2  comme  diviseur 

commun,  x^  y  pourront  contenir  2  en  dénominateur:  posant 

x^  v' 

donc  x^=  —  >  y  =  ^— ,  on  aura 

2     -^  2 

2 

Cx' 

c     = , 

2 

lin—y^-hDx"', 


b 

= 

A  a-' 

'Â 

d 

= 

y— B.r' 

2 

7 

m 

y'-\-ix' 

Vd 
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et  a,  by  C)  d  seront  entiers,  si  x',  y'  sont  entiers  et  de  même 
parité. 

La  fonction  pu  considérée  admet  donc  une  înGnitë  de 
multiplicateurs  compIeiLCs  m,  qu^on  obtiendra  en  faisant 
varier  dans  ces  formules  les  entiers  j:,  y  (ou  x\  y')^  Nous 
pouvons  toutefois  nous  borner  à  donner  à  ces  deux  indéter- 
minées des  valeurs  premières  entre  elles  ;  car,  si  l'on  chan- 
geait X,  y  en  rx,  ry^  m  serait  changé  en  r/n,  et  la  relation 
entre  pu  et  prmu  se  déduirait  de  la  combinaison  de  celle 
qui  lie  pu^  pmu  avec  celle  que  donne  la  multiplication 
ordinaire  et  qui  lie  pmu  avec  prmu. 

Supposons  donc  j:,  y  (ou  a/,  y)  premiers  entre  eux; 
a,  6,  c,  d  auront  évidemment  l'unité  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

488.  On  voit,  par  cette  analyse,  que  toute  équation 

Ax*-h  aBTH-C  =  o 
ou 

(47)  Au»; -haBcoiWj-hCco;  =o,        où        D>o, 

caractérise  une  fonction  pu  admettant  des  multiplicateurs 
complexes.  Mais  cette  même  fonction  pu  correspond  à  une 
infinité  d'équations  de  ce  genre.  En  effet,  pu  ne  change  pas 
si  l'on  remplace  (0|,  (O2  par  un  autre  système  de  demi- 
périodes  fondamentales  co',,  co'^.  Soient 

ti)i  =r  octo'j -f- ptOj ,  a>2  =  Y***'i  "^  ^^1  (*^ — Pt)  =  ' 

les  équations  qui  lient  ces  deux  systèmes  de  périodes.  L'é- 
quation (47)  sera  transformée  en 

(48)  A'co'î  -h  aB'o);  co;  4-  C'co',»  =  o, 

où 

IA':=Aa«  -+-2BaY-+-CY*, 
B'=Aap-4-B(aS-hPY)-+-CTS, 
G'=Ap*-t-2BpS-4-C8*, 

Nous  considérerons  comme  équivalentes  et  nous  rangerons 
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dams  la  même  classe  toutes  les  équations  qui  peuvent  ainsi  se 
dëduire  de  Tune  d^elles,  et  qui  répondent  à  une  même  fonc- 
tion pu. 

Toutes  ces  équations  ont  le  même  discriminant,  car  on  a 

D'=  A'C-  B'*=  (  AC  —  B«)  (a8  -  ?y)'  =  I>- 

En  outre,  elles  sont  de  la  même  sorte  ;  car  les  formules  (49) 
montrent  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  B,  C  di- 
vise celui  de  A',  B',  C,  et  que  celui  de  A,  2B,  C  divise  celui 
de  A',  2B',  G;  et  la  réciproque  est  vraie,  car  on  peut  revenir 
de  Téquation  (48)  à  l'équation  (47)  par  la  substitution  in- 
verse 

Cl)  j  Z=  8<«)|  —  pu)j,  to  j  z=.  —  Y***i  "+"  **"î» 

On  sait,  par  la  théorie  des  formes  quadratiques,  que  les 
équations  d^un  même  discriminant  D  et  de  même  sorte  ne 
formant  qu'un  nombre  fini  de  classes.  Nous  allons  retrouver 
ce  résultat  en  cherchant  l'expression  des  fonctions  pu  k 
multiplication  complexe,  qui  correspondent  à  ce  discrimi- 
nant D. 

489.  Toutes  ces  fonctions  admettent  les  mêmes  multipli- 
cateurs, donnés  (487)  par  les  formules 

y-^ixi/u     ou     ^ — . 

2 

Soit  m  un  de  ces  multiplicateurs,  choisi  à  volonté  (il  con- 
viendra dans  le  calcul  effectif  de  choisir  le  plus  simple,  cor- 
respondant à  X  :=  I ,  y  =  o,  ou  à  X'=y=  1).  On  aura 

/n(«)|  =  ati)i-f- ^co,,         mu),=  ccoj-+- ^(1),, 

a,  6,  c,  d  étant  des  entiers  encore  inconnus,  car  nous  ne 
supposons  pas  donnés  les  coefficients  A,  B,  C,  mais  seule- 
ment le  discriminant  D. 

Posons 

(1)1  (t). 

m  m         * 


536  SECONDE   PARTIE.  —    CHAPITRE   Tl. 

les  équations  précédentes  deviennent 

Remplaçons  co,,  (o^*  d'une  part,  et  Û,,  û,  d'autre  part,  par 
d'autres  demi-périodes  équivalentes  w'^,  w'^  et  Û',,  û'^.  Nous 
pourrons,  par  un  choix  convenable  de  ces  nouvelles  pé- 
riodes, (474)  réduire  la  relation  entre  les  périodes  à  la  forme 
plus  simple 

Cela  posé,  pmu  admet  pour  périodes  primitives  2Û,,  2Û2Î 

ou  leurs  équivalentes  aÛ', ,  2Ù[^.  Elle  admet  donc  les  périodes 

aco'^,  20)2  qui  sont  des  périodes  primitives  pour  p M.  Ses  pôles 

*    A           ^  •   j          VI           •   .         2  w'             2  (  n  —  I  )  co' 
sont,  à  ces  périodes  près,  les  points  o,  — -,  •  •  ->  -^^ — -- 

La  décomposition  en  éléments  simples  donnera  donc 
(5o)      pmu  =  pu-^^^  '  j^p^„+^^_pl!pj. 

Identifions  les  développements  des  deux  membres,  suivant 
les  puissances  de  u,  en  remarquant  que  pmu^  ayant  pour 

périodes  — \  — -9  aura,  en  vertu  de  l'homogénéité,  les  in- 
variants m*g2y  m^gz\  il  viendra 

Prenons  une  de  ces  deux  équations.  Nous  savons  que  la 
somme  du  second  membre  est  liée  à  g2^  gz  par  une  équation 
algébrique.  Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  obtenue  ci- 
dessus  pour  cette  somme,  nous  obtiendrons  une  équation 
algébrique  entre  g2  et  ^3.  Cette  équation,  en  vertu  de  Tho- 
mogénéité,  déterminera  J. 

Il  n'existe  donc  qu'un  nombre  limité  d'invariants  absolus  J 
correspondant  aux  multiplications  complexes  de  discrimi- 


(5i) 
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nanlDet  (Tune  sorte  donnée.  Ils  sont  racines  d'une  équation 
algébrique 9  à  coefficients  entiers,  dont  le  degré  sera  le 
nombre  des  classes  d^équations  quadratiques  du  discriminant 
et  de  la  sorte  donnés. 

La  connaissance  de  ces  invariants  déterminera,  à  un  fac- 
teur d^homogéoéité  près,  les  fonctions  pu  correspondantes. 

490.  Les  deux  cas  les  plus  simples  de  la  multiplication 
complexe  sont  ceux  où  l'équation  en  t  se  réduit  à 

T«-+-i=:o         (0  =  1) 
ou  à 

2t'-i- 2T -h  2  =r  o         (D=r3,         deuxième  sorte). 

Nous  avons  déjà  signalé  l'intérêt  de  ces  cas  particuliers  ; 
on  a  dans  le  premier  J  =  o,  et  dans  le  second  J  =  i . 

491.  Soient  pu  et  pu  deux  fonctions  elliptiques  dont  les 
périodes  soient  liées  par  les  relations 

Cl),  =  ^(Oj-f- 6(0, ,         (Djzz:  cwi-h  é/to,  {ad — bc^=.n). 

Leurs  invariants  J  et  J  sont  liés  par  une  équation  modu- 
laire 

et  les  diverses  valeurs  de  J  fournies  par  cette  équation  cor- 
respondent aux  diverses  manières  de  déterminer  a,  6,  c,  rf, 
sous  la  condition  ad — bc  =  n. 

Pour  que  J  soit  égal  à  J,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

Wj  w,  ^ 

d'où 

—  CO,  —  (I), 

to,  rr  — ,  t02=  — ^) 

m  m 

m  désignant  une  constante.  On  aura  donc 

mci),  zz:  au),+ 6(0,,         mti)5=:  cu),  4- ^ti),, 
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et  la  fonction  pu  devra  être  Fune  de  celles  qui  admettent 
une  multiplication  complexe.  De  plus,  D  désignant  le  discri- 
minant correspondant,  on  aura 

/i  =  a7'-+-D/*         ou         [^n  —  x^^-^riy/'- 

L'équation 

F,(J,J)  =  o 

se  décomposera  donc  en  facteurs  rationnels,  donnant  respec- 
tivement les  invariants  J  qui  correspondent  : 

i**  Aux  multiplications  complexes  de  la  première  sorte, 
pour  les  discriminants  D  qui  satisfont  à  la  relation 

x^y  étant  des  entiers  premiers  entre  eux; 

2^  Aux  multiplications  complexes   de  la   seconde  sorte, 
pour  les  discriminants  D  qui  satisfont  à  la  relation 

x'^y  étant  impairs  et  premiers  entre  eux. 

X.  —  Intégration  des  différentielles  abéliennes  de  genre  i. 

492.   Considérons  la  différentielle  abélienne 

R(j7,  y)dx, 

R  désignant  une  fonction  rationnelle  et  y  étant  lié  à  x  par 
une  équation  algébrique 

Si  Ton  effectue  une  transformation  birationneUe 

l'équation /=o  sera  changée  en  une  équation  analogue 

R(;r,  ^)  deviendra  une  fonction  rationnelle  de  ^r',^;  enfin 
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dai  s'exprimera  au  moyen  de  a:',  ^,  dx*  au  moyen  des  rela- 
tions 

La  difTérentielle  proposée  est  donc  transformée  en  une 
autre,  Ri  (x',  y)  dx^,  où  la  relation  entre  les  variables  sera 

Si/(a:,^)  =  o  représente  une  courbe  de  genre  i,  la  trans- 
formation pourra  être  choisie  (t.  I,  n®  596)  de  telle  sorte  que 
la  courbe  transformée  soit  du  troisième  ordre. 

On  peut  encore  simplifier  cette  dernière  équation  par  une 
suite  de  transformations  homographiques.  Par  une  première 
transformation,  qui  rejette  à  Tinfini  un  des  points  d'in- 
flexion,  on  la  réduira  à  la  forme 

Pa  étant  du  second  degré.  Un  autre  changement  d^axe  la  ré- 
duira à 

ax^-{-  Pj=:0. 

Le  polynôme  Pa  contient  un  terme  en  y^,  car  autrement  la 
courbe  serait  unicursale.  En  changeant  y  en  y  -]-  "kx  4-  |jl, 
on  fera  disparaître  les  termes  du  premier  degré  en  y;  l'é- 
quation prendra  la  forme 

y^—Xx^-^-Bx^^Cx-^D, 

Enfin,  changeant  x  en  olx  -\-  p,  on  pourra  réduire  A  à  4)  B 
à  o;  appelant  — g2  et  — g^  les  deux  autres  coefficients, 
nous  aurons  l'équation  définitive 

Soit  pw  la  fonction  elliptique  construite  avec  les  inva- 
riants g2,  gz'i  cette  équation  équivaudra  aux  deux  suivantes 

^  —  pu,        y  =  p'u. 

Donc,    les  coordonnées  de  toute   courbe  de   genre  i 
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peuvent  s^ exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  d'un 
même  paramè  tre . 

493.  Prenons  ce  paramètre  u  pour  variable  indépendante, 
la  différenlielle  ^{xyy)dx  se  changera  en 

^{pu,  p'u)p'udu. 

Pour  l'intégrer,  décomposons  la  fonction  Kp'u  en  élé- 
ments simples.  Le  développement  sera  de  la  forme 

2 [AoC(a  -  «)  -h  AiÇ'(a  -  a)  H-  \,V{u  -  a)  4-. . .]  4-C, 

avec  la  condition  SAo=  o. 
L'intégrale  sera 

2[Aologa'(M  — a)-+-A,;(M  — a)  — A,p(M  — éz)— ...]-hCa  +  C'. 
Éliminons  les  quantités  2^(a  —  a)  par  la  formule 

Ç(w  _  a)  zz:  ï«  —  Ça  -h  -  ^  ^^^— 

2   pu  —  pa 

et  posons,  pour  abréger,  SA|  =  B.  L'intégrale  deviendra 

(i)  2AoIog3'(a  — a)-|-B;ii-hCMH-4'i/, 

^u   désignant    une   somme   de   termes   doublement  pério- 
diques. 

494.  Cherchons  à  quelles  conditions  cette  intégrale  sera 
une  fonction  algébrique  de  x. 

Il  est  nécessaire  qu'elle  n'ait  qu'un  nombre  limité  de  va- 
leurs pour  chaque  valeur  de  x  =  pu,  et  a  fortiori  pour 
chaque  valeur  de  u.  Or,  pour  une  même  valeur  de  i/,  cha- 
cun des  logarithmes  log(3'(M  —  a)  a  une  infinité  de  valeurs. 
Il  faut  donc  que  tous  les  coefficients  Ao  soient  nuls. 

Cette  première  condition  remplie,  l'intégrale  sera  uni- 
forme en  u.  Mais  il  faut  de  plus  que,  pour  tous  les  systèmes 
de  valeurs  de  la  forme  w  +  ami  coi  -h  2m2(t>2,  qui  n'altèrent 
pas  pa,  le  nombre  de  ces  valeurs  soit  limité. 
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Or,  le  changement  de  u  en  a  +  2/ni  coi  +  2^3(02  aug- 
mente la  valeur  de  Tiotégrale  de 

(aBiji-H  2C(«)i)mi-h  (aBiri,  H-  sCto,)/?!,, 

expression  qui  prendrait  une  infinité  de  valeurs,  si  l'on  n'a- 
vail  pas 

2  Et,, -h  2Cl0,=  O,  2BTÎ,-h2Ctt),=  0. 

Comme  le  déterminant  7^,0)3 — f\2^\   est  égal  à  — 9  on  en 

"  2 

conclut  ces  nouvelles  conditions 

B  — o,         G^o. 

Réciproquement,  si  les  conditions  trouvées  ci-dessus  sont 
remplies,  l'intégrale  sera  doublement  périodique;  elle  s'ex- 
primera donc  rationnellement  au  moyen  de  pa=:jc  et  de 
p' u^y,  et  sera  algébrique  en  x, 

495.  Cherchons  encore  à  quelles  conditions  les  termes 
non  elliptiques 

(2)  2\olog:^(a  — a)  +  B;a-HCa 

peuvent  représenter  le  logarithme  d'une  fonction  algébrique 
de  X. 

11  sera  nécessaire  que  cette  expression  n'admette,  aux  mul- 
tiples près  de  2tc/,  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  a:,  et  a  fortiori  pour  chaque  valeur  de  u. 
Or,  pour  une  même  valeur  de  «,  Aq  log(3'(w  —  a)  a  une  infi- 
nité de  valeurs,  différant  de  multiples  de  Ao2tc/.  Il  faut  donc 
tout  d'abord  que  les  coefficients  Aq  soient  rationnels. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Soit  [jl  le  plus  petit  mul- 
tiple de  leurs  dénominateurs.  L'expression  (2)  sera  égale  à 

-  logF,  F  désignant  la  fonction  uniforme 

laquelle  ne  devra  prendre  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
quand  on  change  u  en  m  -h  2/W|a>|  +  2/W2W2-  Or  ce  chan- 
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gement  la  reproduit  au  signe  près,  multipliée  par  une  expo- 
nentielle, dont  Fexposant  est 

|ULB('2m,Tj,-h2m,7),)-t-  (iC(2/ni«,-ha/ii,(i>,) 

•+-(2/n.Taf+-a/njTj,)  zA^[l{u  —  a  -f-mi«|-4-m,»,). 

En  remarquant  que  SA^  est  nul,  cet  exposant  se  réduit  à 

[27),(B  —  SAoa)  -|-2(«)iC]fJt/n, 
-h  [airis(B  — 2Aoa)-+-au),C]fJtm„ 

et,  pour  que  l'exponentielle  ait  un  nombre  limité  de  valears, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  multiplicateurs  de  |x/ni,  {xm^  soient 
commensurables  à  a;c/.  On  aura  donc  les  conditions  soi- 

vantes  : 

aTî,(B  —  2Aoa)-h2cO|C=:/,2ici, 

aT„(B  —  SA^a)  -h  2ci),C  =  /,2ici, 
/i,  /a  étant  rationnels,  ou  en  résolvant,  et  remarquant  que 

TJi  (Ù2  —  TiaWi  =  --, 

(  B  — 2:Aoa=  — /,2a>,-h/i2a)„ 
(  ^  =      /»aT,i— /i2T„. 

Réciproquement,  supposons  ces  conditions  satisfaites; 
soit  V  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs  de/i,/i;  on 
aura 

-  logF=  ^logF^ 

[I  "  fJLV 

F^  étant  doublement  périodique  et  pouvant,  par  conséquent, 
s'exprimer  rationnellement  en  pi/  et  p'u. 

496.  Les  différentielles  elliptiques 

où  X  est  un  poljnôme  du  quatrième  degré 

X  =  «u a?*  -4-  4^1^'  •+■  ôûTja?'  H-  4«i^  H-  «4, 
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rentrent  dans  la  classe  considérée  ci-dessus,  car  la  courbe 

y*  =  X 

est  de  genre  i. 

La  représentation  simultanée  de  ^r  et  de^  =  y/X  par  des 
fonctions  elliptiques  d'un  même  paramètre  peut  se  réaliser 
comme  il  suit. 

Nous  pouvons  écrire 

z  étant  égal  à  i  et  n'étant  introduit  que  pour  Thomogénéité. 
Ce  polynôme  homogène  admet  les  deux  invariants 

1,=  a^a^ —  4^1  ^i H-  3aî, 
I,  =raoûftav  —  2a,  a, «8  —  a\  —  Of^al  —  a}  «4. 

Posons  x  =  / ^c;Xse  changera  en  un  polynôme  sans 

second  terme 

T  =  ao(^^-h6a,^'5'-+-4«3^5»^-a,5*), 
et  les  invariants  restent  inaltérés;  on  aura  donc 

ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  par  un  calcul  direct.  Remet- 
tant l'unité  à  la  place  de  z^  on  aura 

et 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  identifier  cette  dernière 
équation  avec  celle  qui  lie  les  deux  fonctions  elliptiques 

21     pu  — pV  I  LIT  a    \  /j  1      W7 

en  déterminant  convenablement  la  constante  ç  et  les  inva- 
riants^] et  gi. 
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En  eflet,  on  a  identiquement 

et  la  formule  d^additîon  donne,  d'autre  part, 

y("-^^)-^y"-^y"-4Vp^-p.J^/' 
ou 

On  en  conclut 

Cela  posé,  la  fonction 

"^={pu  —  pi^)[p{u-hv)-pv] 

admet  les  mêmes  pôles  o  et  —  f  que  la  fonction  f]  ces 
pôles  sont  simples  dans  toutes  deux,  et  pour  u  infiniment 
petit,  on  a 


''                     \ 

I 

i-p'^---  ) 

u 

^+f»'^-\?'^ 

Donc 


est  nul,  car  celte  fonction  elliptique,  ajant  perdu  Tua  des 
deux  pôles  o  et  —  p,  est  une  constante;  de  plus,  elle  s'an- 
nule pour  u  =  o. 
On  aura  donc 

î!=(/«-3pi0'  +  4/p'i'-2p'^ 
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OU,  en  remplaçant  p' v  par  sa  valeur  en  pr, 

ç«=r  a,(/*- 6/*p(^ -+- 4/p' t^ -*- ^1- 3p*i^). 

Pour  identifier  les  coefficients  de  ce  polynôme  avec  ceux 
de  T,  il  faudra  poser 

d'où 

"o 

"o 
Enfin,  pv  st  déterminera  par  la  relation 

pv—^%^. 

Celle-ci  a,  aux  périodes  près,  deux  solutions,  auxquelles 
correspondent  des  valeurs  égales  et  opposées  de  p'v.  Il  faut 
choisir  celle  pour  laquelle  p'r  =  -h  aa. 

Les  constantes  g^j  ^3,  v  étant  ainsi  calculées,  on  satisfera 
identiquement  à  Téquation  j^^  =  X  en  posant 

(î)  <  «0        2   pu-pv' 

le  double  signe  pouvant  être  fixé  arbitrairement. 

Enfin,  d'après  une  formule  précédemment  trouvée  (332), 

(5  )  dx~\  ^P'^-P'"'  ^^pu  —  p{u-^  r)]  du. 

^  pu  —  pv  '  ' 

On  a  obtenu  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  trans- 
formation de  la  différentielle. 

•497.  La  fonction ^—  étant  du  second  ordre,  à  chaque 

pu-^pv  ^ 

valeur  de  x  correspondent  (aux  périodes  près)  deux  valeurs 

de  u.  Leur  somme  est  égale  à  celle  des  pôles,  qui  est  —  i'; 

J.  -  IL  35 
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les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  égales  et  contraires, 
car  le  changement  de  1/  en  — u  — v  change  le  signe  de 
j)W  —  J>(w-H  ^)-  A  chaque  point  (x,j^)  de  la  courbe ^-  =  \ 
répond  donc  une  seule  valeur  du  paramètre  u. 

La  fonction  y  s'annule  pour  les  valeurs  de  u  qui  satisfont 
à  la  relation 

«  4-  t'  =  —  «  +  période 

ou 

li  = h  W|  (Oi  -H  msb),. 

Les  valeurs  correspondantes  de  x  sont  les  racines  de  Téqua- 
tion  X  =  o.  Il  suffira,  pour  les  avoir,  de  donner  à  chacun 
des  entiers  mi,  m^^  les  valeurs  o  et  1. 

Nous  obtenons  ainsi  une  résolution  de  l'équation  du  qua- 
trième degré  par  les  fonctions  elliptiques. 

498.  Équation  différentielle  d^Euler,  —  Appliquons 
les  formules  précédentes  à  la  transformation  de  la  différen- 
tielle 

dx  dx 

Elle  se  réduira  à 

le  signe  ih  restant  à  notre  disposition. 

Soient  donc  x^  Xx  deux  variables,  liées  par  l'équation  dif- 
férentielle 

dx        dx. 

X<  étant  un  polynôme  formé  avec  Xx  comme  X  Test  avec  x. 

Kn  posant 

a^        I  V)>  u  —  p'r 
X— -H  -  ^' ^1_  z=i^u^ 
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nous  pourrons  réduire  cette  équation  à  la  forme 

du  dux 

d'où 

M,—  1/  -h  C, 

c  désignant  une  constante.  On  aura  donc 

Ces  deux  fonctions  elliptiques,  d^ordre  2  et  aux  mêmes 
périodes,  sont  liées  par  une  équation  algébrique  du  second 
degré  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Soit 

F(ar,  j7i,  c)  =  0 

cette  équation.  Elle  sera  évidemment  symétrique  par  rap- 
port à  or  et  jTi,  et  sera  équivalente  à  Téquation  différen- 
tielle, sur  laquelle  on  retombera  en  éliminant  c  entre  F  =:=  o 
et  sa  dérivée. 

499.  Cette  équation  F  peut  être  formée  comme  il  suit  : 
Soit  t  une  variable  auxiliaire,  liée  à  x  par  une  équation 

algébrique  du  second  degré  par  rapport  à  chaque  variable. 

En  ordonnant  successivement  par  rapport  à  chacune  d'elles, 

on  pourra  l'écrire  ainsi 

On  en  déduit 

0=1  È^dx-\--^dt  —  (Mx  +  '^)dx^{!^t-^^)dt 
2  ox  2  oc 

ou,  en  substituant  pour  ^  et  ^  leurs  valeurs 


N  ±:  y/N*—  MF  B  ±  y/B»  -  AC 


±  y/N^  -M?dx±:  y/B»  -\Cdt^  o, 
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et  enfin 

dx  dt 


V/B«  — ÀC  v^N*— MP 

Soient  Xi  la  seconde  racine  de  Téquation  îp(x,  <)  =  o,  et 
soient  A|,  B|,  C|  ce  que  deviennent  les  polynômes  A,  B,  (] 
quand  on  y  change  jr  en  x^\  on  aura  de  même 

dxx  .  dt 


V/BÎ-A^C,  v^N«-MP 

on  aura  donc,  en  choisissant  des  déterminations  conveDabIe> 
pour  les  deux  radicaux  y/B^  —  AG,  \Jh\  —  Aj  C| , 

dx  dx^ 

D'autre  part,  en  éliminant  t  entre  les  deux  équations 
A  /*  -4-  2  B  ^  -h  G  =  o,        Al  <*  4-  a  B,  z  -h  G,  =  G, 
on  obtiendra  entre  x  et  x^  Téquation 
^g^       /2BB.-AC.-CA.V     ^3,_^^^^g._^^^^^ 

Or  A,  B,  G  sont  des  polynômes  en  x  du  second  degré.  Si 
uous  les  déterminons  de  telle  sorte  que  B* — AG  soit  iden- 
tique à  X,  Téquation  diflférentielle  (7)  se  confondra  avec  la 
proposée  (6),  et  l'équation  (8)  représentera  la  relation  algé- 
brique entre  x  et  x^  [après  suppression  du  facteur  (jc  —  0:1)- 
que  nous  mettrons  tout  à  Theure  en  évidence]. 

On  pourra  prendre  pour  B  un  polynôme  arbitraire  du 
second  degré,  pour  A  un  des  diviseurs  quadratiques  de 
B'-^ — X  (lequel  ne  sera  déterminé  qu'à  un  facteur  constant 

près);  et  pour  G  le  quotient  — -r — •  Gette  solution  com- 
porte en  apparence  quatre  constantes  arbitraires;  maisilesl 
aisé  de  voir  que  l'équation  (8)  ne  [dépendra,  en  réalité,  que 
d'une  seule  combinaison  de  ces  constantes. 
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En  effet,  le  polynôme symétrique  en 

JTy  x^  sera  de  la  forme 

-^^toix^-hx])  -h  ^^liiXX^-^  2%iQ(x-hXi)  -FOtoO' 

Mais,  de  plus,  pour  x^  ==  jr,  il  se  réduit  identiquement  à 

B«  —  AC  =  X  =  flo^*  H-  4 ûTi X» -+- . . .  ; 
d'où  les  relations 

»2s~-«o»      «11  =  ^1»       2ato-H  4«ii  =  6a,,      a,o=^3t        «oo^^t- 
Joignons-y  celle-ci 

;jL  étant  une  nouvelle  inconnue.  Tous  les  coefficients  a  pour- 
ront s'exprimer  au  moyen  de  cette  seule  indéterminée,  et  Von 

aura 

2BB|-A,G-ACi       „, 

W  désignant  le  polynôme 

ÎV  —  a^fX-xl-h  2ay{x^x»  -h  xx\) 
4-  a,(j?"4-  x\)  -h  f^aiXx^-\-  2a^{x  ■+-  x^)  -h  a,. 

La  relation  entre  x  et  Xi  sera  donc 

(lo)  [^  —  2il{x  —  x^yY  =  xx^ 

ou 

ij-î_  XX,  —  4|x( j?  —  a:,)»  V  ^_  4  jx*(  JT  —  x^y  —  o. 

SOO.  Il  reste  à  y  mettre  en  évidence  le  facteur  (x  —  Xt)'^ 
Posons,  à  cet  effet, 

M  =z  aox^ -\-  la^x  -{-  a,, 
N  =z  aix^  -h  2aiX  -h  a^y 
P  =  «jo:'  -4-  a  a^x  H-  a^, 
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et  soient  M|,  N^,  P4  les  polyDÔmes  analogues  en  X|.  Nou5 
aurons 

X  =M  a;«4-aN  a;  -h  P, 
Xi=M,^ÎH-aN,^iH-Pi; 

d'où 

^r*-XXi=      (Ma?î-4-2N;ri-hP)(M,^«-f-2N,a;  -hPi) 
-(Ma:*-t-2N^  -H  P)  (MiXÎ-4- 2lV,ariH-P,) 
—  (x  —  Xi)[      2(NMi— NiM)a:x, 

-4-  (PM,  — P,M)(x-^Xi) 
+  2(PNj-P,N)]. 

Or  les  déterminants  NM,~N,M,  PiM,  — P,M,  PN,-P|N 
sont  évidemment  encore  divisibles  par  x  —  Xt;  les  quotients 
peuvent  se  calculer  sans  difficulté,  et  la  relation  entre  x^Xi^ 
débarrassée  du  facteur  étranger  {x  —  ^<)*,  prendra  la  forme 
définitive 

n  désignant  le  polynôme 

In  =  4(^oûrj|  —  al)  x^xl  -+■  4(^0^»  —  aifl,)  (x-h  jrj)xJi 
-h  ( a©  ^4  —  aj)  (^  -h  a?! )* 4-  8 (ai «j  —  aj ) xx^ 
H-  4  (  «1  «4  —  ««  «I  )  (  ^  -+-  ^1  )  +  4  (  «î  «*  —  «î  )• 

501.  L'équation  (10),  résolue  par  rapport  à  la  constante  u, 
donnera  cette  relation  sous  la  forme  irrationnelle 

Il  reste  à  fixer  le  double  signe.  Nous  allons  établir  que  le 
signe  —  doit  être  rejeté. 

Supposons,  en  effet,  que  Xj  x^j  partant  d'une  même  va- 
leur initiale  a,  varient  de  manière  à  conserver  une  valeur 
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constante  i  la  fonction 

les  radicaux  ^X,  v/X|  ayant  d'ailleurs  la  même  détermina- 
nation  initiale. 
On  aura 

-T—  aJ7  -h  3 —  ad?i  =  o. 

Cette  équation  sera  applicable  à  Torigine,  car  en  ce  point  F 

et  ses  dérivées  partielles  sont  finies.  D'ailleurs  F  est  symé- 

,  .     '^F        d¥ 

trique  en  :r  et  Xi;  on  aura  donc  en  ce  point  —  =  -r — y  et, 

par  suite,  dx^= —  dx^.  L'équation  difTérentielle 

dx dxx 

donnerait,  au  contraire,  dx  =  dx^. 
L'équation  différentielle 

dx dx^ 

entraîne  donc  la  suivante 

-—-^ — ^  —  const. , 

2{X  — d?,)' 

OÙ  les  radicaux  y/X,  y/X,  ont  la  même  détermination  que 
dans  l'équation  différentielle. 

502.  Polygones  de  Poncelet.  —  Soit  C  une  conique;  les 
coordonnées  de  ses  points  pourront  s'exprimer  rationnelle- 
ment au  moyen  d'un  paramètre  x.  Soit  C  une  seconde  co- 
nique, donnée  en  coordonnées  tangentielles.  Les  coordonnées 
de  ses  tangentes  pourront  s'exprimer  rationnellement  par  un 
autre  paramètre  t. 
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La  condition  pour  qu^un  point  x  se  trouve  sur  une  tan- 
gente /  sera  exprimée  par  une  équation  algébrique 

du  second  degré  par  rapport  à  chacune  des  variables,  car 

chaque  tangente  f  coupe  C  en  deux  points  et  réciproquement, 

de  chaque  point  x^  on  peut  mener  deux  tangentes  à  C 

Soit 

F(a:,0  =  Ar*-H2Bf +C  =  o, 

et  posons  B*-^ —  AG  =  X;  soient  ^©j  ^\  '^s  deux  racines  de 
cette  équation;  on  aura,  comme  nous  l'avons  vu, 

Posons,  comme  au  n**  496, 

a*        i  p'  u  —  p'  V 
a©    *    2    pu  —  pi> 

On  pourra  se  servir  pour  caractériser  les  points  de  la  courbe  G 
(lu  nouvel  argument  lu  A  chaque  point  correspondent,  aui 
périodes  près,  deux  valeurs  a  et  —  u  —  (^  de  cet  argument. 

A  ces  deux  arguments  correspondent  deux  valeurs  de-r- 
égales  et  contraires  et  qui  représentent  les  deux  détermina- 
tions du  radical  i/—  • 

V    «0 

Soient  Uq  Tun  des  arguments  correspondants  au  point  Xo, 
w,  Tun  de  ceux  qui  correspondent  à  ^4  ;  on  pourra  choisir  ce 
dernier  de  telle  sorte  que  l'équation  (i4)  se  réduise  à 

duQ-^-hdui,         d*où         i/i=tf,j4-cr, 

c  désignant  une  constante. 

Cela  posé,  par  un  point  x^  de  la  conique  C  menons  une 
tangente  t^  kC;  elle  coupera  C  en  un  second  point  Xt.  De 
ce  point  menons  la  seconde  tangente  /<  à  C;  elle  coupera  C 
en  un  nouveau  point  Xi^  duquel  nous  mènerons  une  nou- 
velle tangente  ^2  ^t  ainsi  de  suite.  Cherchons  à  quelles  coq- 
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ditions  ce  polygone  de  tangentes  se  fermera  au  bout  de  n 
opérations. 

Il  faut  pour  cela  que  le  point  Xn  se  confonde  avec  x^.  Or 
les  points  x^^  x^^  ...,  Xn  admettent  respectivement  pour 
Tun  de  leurs  arguments  elliptiques  u^^  e/o+  c,  •  •  •*  u^-\' ne. 
Ce  dernier  doit  se  confondre  avec  Tun  des  deux  arguments 
elliptiques  t/o  ou  —  u^ —  v  du  point  x^.  Nous  devrons  donc 
avoir 

Uq  -^  nc^=i  Uq  ■+-  période 
ou 

«0  -h  nc=i  —  Uq —  «'  -h  période. 

La  première  relation  sera  satisfaite  si  c  est  un  /i'^*"*  de  pé- 
riode. Il  est  remarquable  que  cette  condition  ne  dépende  pas 
du  choix  du  point  Xq» 

La  seconde  relation  est  satisfaite  pour  les  quatre  systèmes 
de  valeurs 

//©^ h  w,a)i-h  w,a>,         (mi=:  o,  I,  m,  =  0,  i). 


Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  si  elle  est  remplie,  les  tangentes 
ne  forment  pas  un  véritable  polygone,  mais  une  ligne  poly- 
}^onale  décrite  d'abord  dans  un  sens,  puis  dans  l'autre. 

En  effet,  l'égalité 

Uo-h  nc=^—  Uq—  V  -h  période, 

de  laquelle  résulte  la  coïncidence  des  points  Xq^  Xn  peut  s'é- 
crire ainsi 

Uo-h{n  —  k)cz=  —  {uii-h  kc)—  v  -\-  période 

et  montre  que  x^  coïncide  avec  Xn^k»  La  tangente  tf^  qui  joint 
les  points  xm,  ^a+i  coïncidera  de  même  avec  ^«_a.i  qui  joint 

•^n^k-i  à  X„_k' 

Deux  cas  seront  à  distinguer  suivant  que  n  est  pair  ou  im- 
pair. 

Soit  n  =  2m.  Les  tangentes  t^-t  et  t^  coïncideront.  Or 
ce  sont  les  deux  tangentes  menées  à  C  par  le  point  Xm'y  ce 
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point  sera  donc  sur  C,  et  sera  l'un  des  quatre  points  d'inter- 
section de  G'  et  de  G. 

Soit  /i  =  2  /w  H-  I  ;  les  points  jt^,,  x^+i  coïncident.  Or  ce 
sont  les  points  d'intersection  de  t^  avec  G.  Donc  t^  est  Tune 
des  quatre  tangentes  communes  à  G  et  à  G'. 

803.  Cubiques  planes.  —  Nous  avons  vu  que  ces  courbes 
sont  les  transformées  homographiques  de  la  courbe  particu- 
lière 

œ^pu,^       y  =  p'u, 

sur  laquelle  il  sera  commode  de  faire  l'étude  de  leurs  pro- 
priétés projectîves. 

A  chaque  point  de  cette  courbe  correspond  (aux  périodes 
près)  une  seule  valeur  de  u  qui  le  caractérise. 

Une  courbe  de  degré  n, 

coupe  la  proposée  aux  points  dont  les  arguments  sont  les 
zéros  de  la  fonction  elliptique 

Gelle-ci  n'a  qu'un  pôle,  a=  o,  d'ordre  3/i;  elle  a  donc 
3/1  zéros,  dont  la  somme  est  une  période.  Gette  remarque  est 
féconde  en  conséquences. 

Ainsi,  pour  que  trois  points  u^^  u^j  u^  soient  en  ligne 
droite,  il  faut  que  l'on  ait 

Gette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car  la  droite  qui 
joint  les  points  ^i,  U2  coupe  la  cubique  en  un  troisième 
point,  qui  ne  pourra  être  que  M3.  De  même,  pour  que  six 
points  £^4,  .  . .,  I/o  soient  sur  une  conique,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

Wl-h  «i-h..  .-h  w«=o. 

Le  point  de  contact  U  d'une  tangente  menée  à  la  courbe 
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par  un  de  ses  points  u  sera  fourni  par  l'équation 

1/  -h  3U  =  o, 
d'où 

U  = h /niCDi  +  m^cos         (mir=o,i,  m,=:o,  i). 

Il  y  a  donc  quatre  tangentes. 

Soient  1/4,  i/^,  u^  et  u\^  u^,  u\  les  points  de  rencontre  de 
la  courbe  avec  deux  droites  arbitraires;  joignons  i/^Ui, 
u^u^-,  u'^u^>  Ces  droites  rencontreront  la  cubique  en  trois 
nouveaux  points  i/^ ,  u\^  u\  qui  seront  en  ligne  droite.  En 
effet,  des  équations 

«1  -^  «^î  -H  ''3  =  o»        "1  -H  «i  -+-  «i  =  o, 

M|  H-  tt',  -h  "1  =  0,  W, -h  «',-+-  l/î  =  0,  £/j-h  M'j-h  Wj=0, 

on  déduit 

u\-^u\-\-  u\  =  o. 

La  tangente  en  un  point  d'inflexion  u  coupe  la  courbe  en 
trois  points  confondus  en  ii\  on  aura  donc 

3tt  =  o, 
d'où 

"=  3 ' 

niiy  m^  pouvant  varier  chacun  de  o  à  2.  Nous  aurons  donc 
9  points  d'inflexion,  que  nous  représenterons  commodément 
par  la  notation 

i/z=(mimj)         (mi=:  o,  I,  2,  mj=o,i,2). 

La  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion  {m^m^)^ 
(//i^m^)  passera  évidemment  par  le  troisième  point  d'in- 
flexion (/w^m^),  m',  m"^  étant  définis  par  les  relations 

/?i,-4-m', +  /nj=  o,         mj-h/n', 4- /nj  =  o         (modS). 
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On  obtient  ainsi  1 2  droites 

(00)  (or)  (02),  (10)  (11)  (12),  (20)  (21)  (22), 

(00)  (10)  (20),  (01)  (11)  (21),  (02)  (12)  (22), 

(00)  (il)  (22),  (oï)  (12)  (20),  (02)  (10)  (21), 

(00)  (12)  (21),  (10)  (22)  (01),  (20)  (02)  (11), 

formant  quatre  triangles,  dont  chacun  contient  tous  les 
points  d'inflexion. 

L'équation  du  neuvième  degré  dont  dépendent  les  points 
d'inflexion  se  résout  par  radicaux  ;  caries  triangles  dépendent 
d'une  équation  du  quatrième  degré.  L'un  d'eux  étant  connu. 
ses  côtés  dépendront  d'une  équation  du  troisième  degré. 
Ceux-ci  trouvés,  leurs  intersections  avec  la  cubique  dépen- 
dront de  nouvelles  équations  du  troisième  degré. 

Les  tangentes  à  la  courbe  menées  par  les  points  d'inflexion 
(autres  que  les  tangentes  d'inflexion)  la  couperont  aux  points 
dont  l'argument  est  un  sixième  de  période  sans  être  en 
même  temps  un  tiers  de  période.  Ces  points,  au  nombre 
de  27,  seront  ceux  où  il  existe  une  conique  (ne  dégénérant 
pas  en  une  droite  double)  qui  coupe  la  courbe  en  six  points 
coïncidents;  etc. 

504.  On  obtient  des  résultats  analogues  pour  les  courbes 
gauches,  intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré.  On 
vérifie  en  effet  facilement  qu'elles  sont  les  transformées  ho- 
mographiques  de  la  courbe 

Elles  sont  coupées  par  une  surface  algébrique  d'ordre  n, 
F(j?,  y,  5)=o  en  4^  points,  tels  que  Id  somme  de  leurs 
arguments  soit  une  période. 
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CHAPITRE  VIL 

INTÉGRALES   ABÉLIENNES. 


I.  —  Surfaces  de  Riemami. 

503.  Soit  //  une  fonction  algébrique  de  z,  délinie  par  une 
équation  irréductible  de  degré  n 

Nous  admettrons  que  la  courbe/  =  o  n'ait  que  des  points 
multiples  à  tangentes  séparées.  S'il  en  était  autrement,  il 
nous  faudrait  opérer  sur  les  variables  ;;,  u  une  transforma- 
tion birationnelle  telle  que  la  courbe  transformée  jouisse  de 
cette  propriété. 

En  opérant  encore,  s'il  est  nécessaire,  une  transformation 
homographique,  nous  pourrons  faire  en  sorte  :  i**  que  la 
courbe /n'ait  pas  de  point  multiple  à  l'inGni;  •>."  que  l'axe 
(les  u  ne  soit  parallèle  ni  aux  asjmptotes  de  /,  ni  aux  tan- 
gentes qui  passent  par  les  points  multiples,  ni  aux  tangentes 
d'inflexion. 

Le  nombre  des  points  de  /  où  la  tangente  est  parallèle 
aux  u  sera  égal  à  la  classe  v  de  la  courbe.  Ces  points  seront 
des  branchements,  où  deux  valeurs  de  u  deviennent  égales. 
Aux  points  multiples,  l'équation  en  u  a  aussi  des  racines 
égales;  mais,  en  vertu  des  hypothèses  faites,  chacune  des 
branches  de  la  fonction  u  restera  monodrome  aux  environs  * 
de  ces  points. 

A  partir  de  chacun  des  v  branchements,  traçons  une  cou- 
pure s'étendant  jusqu'à  l'infini,  et  ne  passant  pas  par  les 
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points  multiples.  Dans  le  plan  ainsi  coupé,  chacune  des 
branches  2/| , . . . ,  i/^  de  la  fonction  u  sera  monodrome;  mais, 
si  Ton  traverse  une  coupure,  deux  de  ces  branches,  ui  et  Uk 
par  exemple,  seront  permutées  entre  elles.  Pour  exprimer 
cette  propriété,  nous  dirons  que  la  coupure  en  question  a  le 
caractère  {ik). 

Soient  L,,  ...,  Ly  les  diverses  coupures,  écrites  dans 
l'ordre  où  se  succèdent  leurs  points  d'intersection  avec  un 
cercle  de  rayon  infini,  décrit  dans  le  sens  direct.  La  loi  de 
permutation  des  branches  U{y  . . . ,  Un  sera  entièrement  dé- 
finie lorsque  l'on  connaîtra  le  tableau 

T  =  (i\A-i)(«,A-,)...(^A:v) 

des  caractères  de  ces  coupures. 

506.  En  changeant  le  tracé  des  coupures  {fig-  27),  on 
pourra  modifier  ce  tableau.  Soient,  en  effet,  L,  L'  deux  cou- 
pures consécutives;  {ik)j  {i^k')  leurs  caractères.  Nous  di- 
rons que  nous  faisons  reculer  la  coupure  L  par  rapport  à  U 
si  nous  lui  donnons  le  nouveau  tracé  L4  marqué  en  pointillé 
sur  \difig.  27.  La  permutation  entre  les  deux  branches  <//, 

Fig.  27. 


Uf(^  qui  se  faisait  le  long  de  L,  se  trouve  reportée  le  long 
de  L|.  Dans  la  région  du  plan  coupé  comprise  entre  ces 
deux  lignes,  les  branches  primitivement  dénommées  «/,  Uk 
s'appelleront  maintenant  w;t,  M/,  et  les  autres  garderont  leur 
dénomination.  Le  caractère  de  U  restera  donc  inaltéré  si  les 
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couples  d'indices  (ï,  k)^  (i',  Ar')  sont  identiques  ou  complète- 
ment différents;  mais,  s'ils  ont  un  seul  indice  commun  <'=i, 
le  caractère  de  L',  qui  était  primitivement  (ik'),  se  trouvera 
changé  en  (ArA*'). 

Supposons,  au  contraire,  que,  laissant  la  coupure  L  immo- 
bile, nous  fassions  avancer  U  de  manière  à  lui  donner  le  nou- 
veau tracé  L, .  On  verra  de  la  même  manière  que  le  caractère 
de  L  restera  inaltéré  après  ce  changement  si  i,  A,  i',  k^  sont 
différents,  ou  si  H  =  t,  k'=k.  Mais  si  i'=  i  et  k'^k^  ce  carac- 
tère, primitivement  égal  à  {ik)y  sera  changé  en  (AA:'). 

Nous  voj^ons  donc  qu'en  déplaçant  les  coupures,  nous 
pouvons  intervertir  l'ordre  de  deux  caractères  consécutifs 
du  tableau  T,  à  la  condition,  s'ils  ont  un  indice  commun, 
de  remplacer  cet  indice  dans  l'un  des  deux  caractères  (choisi 
d  volonté)  par  celui  qui  lui  est  associé  dans  l'autre  caractère. 

507.  M.  Liiroth  a  montré  que,  par  une  suite  d'opérations 
de  ce  genre,  on  peut  ramener  le  tableau  T  à  une  forme  cano- 
nique très  simple. 

Partageons  les  caractères  en  deux  classes,  suivant  qu'ils 
contiennent  ou  non  l'indice  i .  Il  existera  nécessairement  des 
caractères  de  la  première  classe;  car  l'équation  f^=  o  étant 
irréductible,  on  doit  pouvoir  passer  de  la  branche  u^  aux 
autres  branches  (303).  S'il  existe  aussi  des  caractères  de  la 
seconde  classe,  on  pourra  les  faire  passer  en  queue  du 
tableau  en  les  permutant  avec  les  précédents  ;  ceux-ci  pour- 
ront être  modifiés,  mais  en  restant  de  première  classe.  Après 
cette  première  opération,  on  aura 

T-P,T„ 

P,  étant  un  produit  de  caractères  de  première  classe,  Ti  un 
produit  de  caractères  de  seconde  classe. 

Si  tous  les  caractères  du  produit  Pi  ne  sont  pas  iden- 
tiques, il  contiendra  deux  caractères  consécutifs  différents 
(iï)(iA),  dont  le  produit  pourra  être  transformé  en 
(iA)(A/).   Nous   avons    fait  ainsi  apparaître   un  nouveau 
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caractère  de  seconde  classe  (ki),  que  nous  amèneroDs  ù 
la  queue  de  P|  pour  le  réunir  à  T|.  Nous  pourrons  ainsi 
réduire  successivement  le  nombre  des  facteurs  de  P|  jus- 
qu'à ce  qu'ils  soient  tous  égaux. 
Supposons  qu'on  ait  à  ce  moment 

et  que  n  soit  >  2.  Si  X|  >■  2,  on  pourra  le  réduire  de  deux 
unités.  En  effet,  pour  qu'on  puisse  passer  de  l'une  des 
branches  a^  1/3  à  l'une  des  autres  branches  2/3,  ...,  il  faut 
que  T{  contienne  un  caractère  au  moins,  tel  que  (23),  où 
figure  l'indice  2.  Amenons-le  en  tête  de  T|  ;  T  commencera 
par  le  produit  (12)^1(23),  qu'on  peut  transformer  successi- 
vement dans  les  suivants  : 

(i2)V«(23)(i3),  (i2)\-«(23)(i3)S 

(I2)^-Mi3)(i2)(i3),  (i2)V«(,3)M23), 

(I2)^-»(23)(I2)(I3)(23),       (I2)V»(23)*(I2)(23), 
(I2)V»  (23)  (l3)  (23)«,  {i2)'^-'(23y. 

En  répétant  au  besoin  cette  opération,  on  amènera  X|  à  ne 
pas  surpasser  2. 

Gela  fait,  opérons  sur  le  produit  Tj  comme  nous  l'avons 
fait  sur  T;  on  pourra  le  mettre  sous  la  forme 

T,=  (23)>aT„ 

Ta  étant  un  produit  de  caractères  où  ne  figure  plus  Tin- 
dice  2,  et  "k^  étant  au  plus  égal  à  2  (si  n  —  î^a).  Conti- 
nuant ainsi,  nous  aurons  finalement 

T  =  (12)^1  (23)^. ...  (/i  —  I,  n)K-t^ 

^it  "",  5v,i_,  étant  des  entiers  positifs,  dont  le  dernier  seul 
peut  surpasser  2. 

Ces  entiers  sont  pairs  ;  car  si  X2,  par  exemple,  était  impain 
en  décrivant  un  cercle  de  rayon  infini  avec  la  détermination 
initiale  u^j  on  obtiendrait  comme  valeur  finale  U2»  L'infini 
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serait  donc  un  branchement,  contrairement  à   nos  hypo- 
thèses. 

On  aura  donc 

X,  —  X,i=.  .  .—  >«_,-  'î,  X,i-l—  '  —  t»(/l  —  2)  —  2/>  -h  2, 

p  désignant  le  genre  de  la  courbe /(t.  I,  n*'  586). 

508.  Concevons,  avec  Riemann,  un  système  de  n  feuillets 
plans  P|,  . . . ,  P,i  étendus  sur  le  plan  P  des  z\  chacun  de  ces 
feuillets,  tel  que  P/,  étant  d'ailleurs  coupé  suivant  celles  des 
lignes  Li,  ...,  Lv  dans  le  caractère  desquelles  figure  l'in- 
dice i. 

Une  quelconque  de  ces  lignes,  L,  ayant  pour  caractère 
(/A),  sera  une  coupure  pour  les  deux  feuillets  P,-,  P^t.  Imagi- 
nons qu'on  soude  chacun  des  bords  de  la  coupure  pratiquée 
sur  P/  avec  le  bord  opposé  de  la  coupure  faite  sur  P^.  Si 
nous  opérons  de  même  pour  chacune  des  lignes  Li ,  . . . ,  Ly, 
toutes  ces  soudures  auront  pour  résultat  de  réunir  nos  n  feuil- 
lets en  une  surface  unique  S. 

A  chaque  point  (5,  Ui)  de  la  courbe  /(:;,  w)  =  o,  faisons 
correspondre  sur  S  un  point  Ç  ayant  pour  projection  z  et 
situé  sur  le  feuillet  P/.  Si  le  point  (5,  Ui)  se  déplace  sur  / 
d'une  manière  continue,  le  point  t^  décrira  sur  S  une  ligne 
continue;  car  une  discontinuité  ne  pourrait  se  produire  dans 
cette  trajectoire  que,  si  z  traversant  une  coupure,  ui  se  trou- 
vait changé  en  une  autre  branche  Uk\  mais  ^  passe  alors  du 
feuillet  P|  sur  le  feuillet  P^  et,  ces  deux  feuillets  étant  soudés 
le  long  de  la  coupure,  la  continuité  est  maintenue. 

La  variation  simultanée  des  deux  quantités  Zj  11  (liées  par 
l'équation  /=  o)  est  donc  figurée  sans  ambiguïté  par  le  dé- 
placement de  2^  sur  la  surface  S;  et  si  Ç  décrit  un  contour 
fermé,  z  et  u  reprendront  au  retour  leur  valeur  primitive. 

La  variable  Ç  étant  constamment  égale  à  z  en  valeur  numé- 
rique, nous  pourrons  l'appeler  dorénavant  z;  comme  elle  ne 
parcourt  plus  le  plan  simple,  mais  la  surface  de  Riemann,  il 
ne  suffira  plus,  pour  qu'elle  décrive  un  contour  fermé,  qu'elle 
j.  —  II.  36 
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revienne  à  sa  valeur  primitive;  il  faudra,  de  plus,  qu'elle  se 
trouve  au  retour  sur  le  même  feuillet  qu'au  départ. 

509.  Les  points  de  la  surface  S  correspondent  uniformé- 
ment aux  cycles  de  la  courbe  /. 

En  efiet,  considérons  d'abord  un  point  (zo,  Uo<))  qui  soil 
simple  sur  la  courbe  /*.  C'est  l'origine  d'un  cycle  unique, 
ayant  pour  équations 

si  la  tangente  n'est  pas  parallèle  aux  u^  ou 

(2)  5  — -0-+-^')  «  =  Wo/-+-3ti«-ha,^*H-.  .. 

dans  le  cas  contraire.  D'autre  part,  ce  point  correspond  à  un 
point  unique  de  la  surface  S. 

Considérons  maintenant  un  point  multiple,  où  se  croisenl 
jjL  branches,  telles  que  U|,  ...,  Up,.  11  sera  l'origine  de  |jl  cy- 
cles, de  la  forme  (i),  représentant  chacun  l'une  de  ces  bran- 
ches aux  environs  du  point  multiple.  D'autre  part,  il  corres- 
pond à  {X  points  de  S,  respectivement  situés  sur  les  feuillets 
Pi,  ...,  P||.,  qui  ne  sont  pas  soudés  entre  eux  en  ce  point. 

Enfin  la  courbe /a  n  cycles  dont  l'origine  est  à  l'infini,  et 
dont  les  équations  ont  la  forme 

(3)  ^~7'  M=  - -+-ao-hai^4- 

Nous  les  regarderons  comme  correspondant  à  autant  de 
points  situés  à  l'infiui  sur  la  surface  S. 

510.  Une  portion  finie  s  de  la  surface  S,  bornée  par  un  ou 
plusieurs  contours  fermés,  est  dite  connexe,  s'il  est  possible 
de  réunir  deux  quelconques  de  ses  points  par  une  ligne  con- 
tinue entièrement  située  sur  s, 

La  connexité  sera  simple,  si  toute  transversale  ab  tracée  à 
l'intérieur  de  5,  entre  deux  points  de  sa  frontière  (et  de  ma- 
nière à  ne  pas   se  couper  elle-même),  partage  s  en  deux 
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régions  distinctes,  de  telle  sorte  que,  pour  passer  de  Tune  à 
Tautre,  il  faille  nécessairement  sortir  de  s  ou  traverser  ab. 
Elle  sera  double,  si,  en  coupant  s  par  une  transversale  ti 
convenablement  choisie,  la  nouvelle  surface  ^i  ainsi  obtenue 
est  simplement  connexe.  Généralement,  elle  sera  d'ordre  N, 
si  une  coupure,  faite  suivant  une  transversale  convenable  /|, 
transforme  s  en  une  surface  de  connexité  N —  i. 

D'après  cette  définition,  si  s  est  connexe  d'ordre  N,  on 
pourra  la  transformer  en  une  surface  simplement  connexe, 
en  la  coupant  successivement  par  N  —  i  transversales,  dont 
chacune  ait  ses  extrémités,  soit  sur  la  frontière  de  s  y  soit  sur 
une  des  transversales  précédentes,  mais  n'ait  aucun  autre 
point  commun  avec  ces  lignes,  et  ne  se  coupe  pas  elle- 
même. 

511.  Lemme.  —  Les  deux  régions  5|,  52,  dans  lesquelles 
une  surface  simplement  connexe  s  est  partagée  par  une 
transversale  ab^  sont  elles-mêmes  simplement  connexes. 

Coupons,  en  effet,  5|  par  une  transversale  cd\  trois  cas 
peuvent  se  présenter  : 

i"  Si  c  et  rf  sont  sur  la  frontière  de  ^,  cd  sera  une  trans- 
versale sur  5,  qu'elle  partagera  en  deux  régions  séparées.  On 
ne  pourra  donc  passer  d'un  côté  à  l'autre  de  cette  ligne,  en 
restant  sur  5,  et,  a  fortiori,  en  restant  sur  s^j  sans  la  tra- 
verser ; 

2°  Si  c  est  sur  la  frontière  de  5,  eld  sur  la  première  trans- 
versale a6,  la  ligne  cdb  sera  une  transversale  de  s.  Pour 
passer  d'un  côté  à  Tautre  de  cd,  il  faudra  donc  nécessaire- 
ment, ou  sortir  de  5,  et  par  suite  de  5| ,  ou  traverser  cdb.  Mais, 
en  traversant  rfé,  qui  fait  partie  de  la  frontière  de  5<,  on  sor- 
tirait de  ^|.  Pour  passer  d'un  côté  à  l'autre  de  crf,  il  faudra 
donc  nécessairement  traverser  cette  ligne,  ou  sortir  de  Sx, 

3**  Si  c  et  rf  sont  tous  deux  sur  a6,  la  ligne  acdb  sera  une 
transversale  sur  s.  Pour  passer  d'un  côté  à  l'autre  de  cd^  il 
faudra  ou  sortir  de  5,  et  par  suite  de  ^1,  ou  traverser  acdb. 
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Or,  en  traversant  ac  ou  db^  on  sortirait  de  S\ .  II  faudra  donc^ 
ou  sortir  de  .V|,  ou  traverser  crf. 

512.  Théorème.  —  Coupons  une  surface  5,  de  con- 
nexité  N,  par  [x  transversales  successives;  soient  5| ,  . . . ,  5« 
les  régions  distinctes  en  lesquelles  elle  se  trouve  parta- 
gée; N|,  ...,  Not  leurs  connexités  respectives.  Nous  aurons 
la  relation 

Cl)  ^^(N,-a)  +  jxz=N-2. 

On  peut,  en  effet,  en  coupant  la  surface  5*  par  N|  —  i  trans- 
versales convenablement  choisies,  la  changer  en  une  surfacr 
7/  simplement  connexe.  Opérant  de  même  sur  chacune  des 
surfaces    5|,    ...,    Sm,    on   voit  que,    par    un   système   de 

[jL  4- \     (N/ — i)  transversales  successives  9|,  fi^?  •••«  on  a 

décomposé  s  en  régions  simplement  connexes  <ri,  g-^^  .... 

On  peut,  d'autre  part,  tracer  sur  s  un  second  système  de 
N  —  I  transversales  /|,  /a»  •  •  •?  ^ui  la  transforme  en  une  sur- 
face 9  simplement  connexe. 

Une  surface  simplement  connexe  restant  évidemment 
telle,  si  Ton  déplace  infiniment  peu  une  portion  de  sa  fron- 
tière, nous  pourrons,  en  modifiant  légèrement,  s'il  y  a  lieu, 
le  tracé  des  deux  systèmes  de  transversales,  faire  en  sorte 
qu'ils  ne  se  coupent  qu'en  un  nombre  fini  de  points.  Soit  8  le 
nombre  de  ces  points.  Ils  partagent  les  transversales  6|,  62?  <•• 

du   premier   système   en    JJ^  H- ^     (N/ — i)  H- 0  tronçons  et 

celles  du  second  système  tt,  t^,  *  •  -  en  ^  —  1-4-8  tronçons. 
Cela  posé,  cherchons  en  combien  de  régions  distinctes  s 
sera  partagé  par  l'ensemble  des  lignes  /,,  /a,  . . .,  8|,  O2,  .... 
Traçons  d'abord  les  lignes  ^,,  /„  . . .;  nous  obtiendrons  une 
seule  région  simplement  connexe  a*.  Traçons  maintenant  suc- 
cessivement les  divers  tronçons  de  6|,  puis  ceux  de  627  •  •  •; 
chacun  d'eux  sera  une  transversale  pour  une  des  régions  pré- 
existantes;  qu'il  partagera  en  deux.  Le  nombre  final  des 
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régions  sera  donc 

I  -+-  lJ^-^\   (N|—  i)  -ho. 

Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait  commencé  par  tracer  les 
lig^nesOiy  62, Nous  aurons  à  ce  moment  m  régions  simple- 
ment connexes  o"i,  ...,  o",».  Traçons  successivement  les  divers 
tronçons  de  /|,  puis  ceux  de  ^27  etc.  Chacun  d'eux  partageant 
en  deux  parties  une  des  régions  préexistantes,  le  nombre 
final  des  régions  sera 

m  -t-  N  -—  I  -I-  0. 

En  égalant  cette  expression  à  la  précédente,  on  obtient  la 
formule  (4). 

513.  Deux  cas  particuliers  de  cette  formule  méritent  d'être 
signalés  : 

1**  Si  /7i  =  I,  elle  se  réduit  à 

N,  —  N  -  [X. 

Donc,  en  coupant  une  sur/ace  s  par  y-  transversales  suc- 
cessives quelconques  qui  ne  la  partagent  pas  en  régions 
séparées,  on  réduit  de  p.  son  ordre  de  connexlté. 

Si,  en  outre,  N,  r=  i ,  il  vient  u  =  N  —  i . 

Donc  le  nombre  des  transversales  nécessaires  pour 
rendre  s  simplement  connexe  est  indépendant  du  tracé  de 
ces  transversales. 

2**  Si  N|,  . . .,  Not  **ont  tous  égaux  à  l'unité,  la  formule  se 
réduit  à 

(5)  ^  —  ,/i  — N  — 2, 

et  fournira  N,  si  l'on  connaît  a  et  m, 

514.  Théorème.  —  Supposons  : 

\^  Que  la  surface  s  soit  bornée  par  X  contours  fermes 
distincts  A| ,  . . . ,  Ax  ; 

2®  Qu'on  puisse,  sans  détruire  sa  connexité,  la  couper 
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suivant  p  contours  fermés  C|,  . . . ,  C^  qui  ne  se  traver- 
sent pas  mutuellement  ; 

3®  Que  l'adjonction  d'un  nouveau  contour  quelconque 
C^+i  ne  traversant  pas  les  précédents  détruise  la  con- 
nexité, 

V ordre  de  connexité  de  s  sera  \  4-  2/>. 

Soit,  en  effet,  s^  la  surface  obtenue  en  coupant  s  suivant 
Ci,  ...,  C|,.  Elle  est  encore  connexe.  Soient  donc  ^j  un 
point  de  C|  ;  y'p  y'i  ^^"*  points  infîniment  voisins  de  yj, 
situés  de  part  et  d^autre  de  C| .  On  pourra  les  réunir  par  une 
ligne  A,  tracée  sur  s* .  Lorsque  y,,  y",  viendront  se  confondre 
avec  yi,  A  deviendra  un  contour  fermé  D|,  qui  traverse  C| 
en  un  seul  point  y|. 

Coupons  ^  suivant  Di.  La  nouvelle  surface  5',  ainsi  ob- 
tenue sera  encore  connexe,  car  on  peut  passer  d'un  côté  à 
l'autre  de  D|  en  suivant  le  contour  C|.  On  pourra  de  même 
tracer  'sur  s\  un  contour  fermé  Da  traversant  Ca  en  un  seul 
point  ya;  et  en  coupant  s^  suivant  D2,  on  obtiendra  une  sur- 
face connexe  s^.  Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  surface 
connexe  /  obtenue  en  coupant  s  suivant  les  ip  contours 
Ci,  D|  ;  Ca,  Da;  • . .  ;  C^,  D^.  Cette  nouvelle  surface  sera  li- 
mitée par  )wH-/>  contours  fermés,  à  savoir  : 

Les  \  contours  A| ,  . . . ,  Ax  ; 

Les/?  contours  R|  =  C|  D|  C7* D7* , ...,  R^  =  C^D^C^* D~' 
obtenus  respectivement  en  suivant  :  1°  Fun  des  bords  de  b 
coupure  Cl  ;  2®  Tun  des  bords  de  la  coupure  D,-;  puis,  dans 
le  sens  inverse;  3°  le  second  bord  de  C15  4®  le  second  bord 
de  D,. 

Nous  donnons  le  nom  de  rétrosections  à  ces  contours 
i\i,  •  • . ,  )xp' 

515.  Soit  maintenant  (o  un  point  quelconque  de/;  joi- 
gnons-le : 

1°  Aux  contours  A^  . . . ,  Ax  par  des  lignes  4Li ,  •  • .  ?  O^ 
2®  Aux  points  yi ,  •  -  -,  Xp  P**"  ^®*  lignes  OïLt ,  . . . ,  OHp. 
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Si  nous  coupons  sf  suivant  les  lignes  ^i ,  . . . ,  41X)  ^^i  9  •  -  •  > 
OlL^,nous  obtiendrons  une  surface  s^\  bornée  par  un  seul  con- 
tour fermé  Q  qui  résulte  de  la  succession  des  lacets  41*  ^*  Ci*  v  •  > 
3TL|Ri01L7*,  ....  Cette  surface  sera  encore  connexe,  car  on 
peut  passer  d'un  bord  à  l'autre  d'une  des  sections  JÇ^i  ou  OXii 
en  suivant  le  contour  A,-  ou  R/. 

D'ailleurs  /'^  sera  simplement  connexe.  Supposons ,  en 
effet,  qu'on  pût  la  couper  par  une  transversale  Se  sans  dé- 
truire sa  connexité.  Soient  p  un  point  de  la  transversale; 
^',  P"  deux  points  infiniment  voisins  de  ^,  situés  de  part  et 
d'autre  de  Se;  on  pourrait  les  joindre  par  uae  ligne  F  située 
sur  s'".  Lorsque  P',  P'^se  confondront  avec  p,  Y  deviendra  un 
contour  fermé  C^+i,  lequel  ne  coupe  pas  C«,  . . . ,  C^.  Il  de- 
vrait donc,  d'après  l'hypothèse,  partager  5"'  en  deux  régions 
distinctes,  ce  qui  n'est  pas,  car  on  peut  passer  d'un  bord  à 
l'autre  de  la  ligne  C;,^.i  en  suivant  la  ligne  pS,  puis  la  por- 
tion de  Q  comprise  entre  les  points  S  et  e,  et  enfin  la  ligne  e^. 

516.  Cela  posé,  pour  passer  de  la  surface  ^  à  la  surface 
simplement  connexe  s"\  il  suffit  d'j  tracer  les  "k  -\-  2p  —  i 
transversales  successives 

^'^     \  D.,  ...,        D,. 

Donc  Tordre  de  connexité  de  s  est  bien  X  -|-  2/?. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  système  canonique  le 
système  particulier  de  transversales  (6)  auquel  nous  venons 
d'arriver. 

517.  Nous  dirons  que  deux  lignes  A,  A',  tracées  entre  deux 
points  O  et  2  de  la  surface  5,  sont  équivalentes  si  l'on  peut 
passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  déformation  continue  (sans 
sortir  de  s), 

La  ligne  A'  est  évidemment  équivalente  à  la  succession  du 
contour  fermé  A'A~*  et  de  la  ligne  A.  Elle  sera  donc  équiva- 
lente à  A,  si  le  contour  A'A~*  peut  se  réduire  à  un  simple 
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point  par  une  déformation  continue,  auquel  cas  nous  dirons 
que  ce  contour  est  équwalent  à  zéro. 

518.  Théorème.  —  Tout  contour  fermé  T  tracé  sur  une 
sur/ace  s  à  connexité  simple,  est  équivalent  à  zéro. 

En  effet,  coupons  la  surface  par  une  transversale  t\  elle 
la  partage  en  deux  régions  distinctes,  s^  et  s^-  Nous  allons 
montrer  que  ce  théorème  est  vrai  pour  5,  s'il  Test  pour  5»  et 
pour  5a. 

Nous  pouvons  admettre  que  F  ne  traverse  t  qu'en  un 
nombre  fini  de  points,  car  nous  pourrions  au  besoin  substi- 
tuer à  r  un  contour  polygonal  infiniment  voisin,  et  prendre 
aussi  une  transversale  polygonale. 

Soient  a,  ^  {Jig-  28)  deux  points  d'intersection  consécu- 
tifs de  r  avec  /.  Le  contour  r=  moLn^m  équivaut  évidem- 

Fig.  28. 


ment  à  ma/i^.^a.a^.pm,  et,  comme  la  portion  a/i^.^a. 
entièrement  située  sur  5^,  est  équivalente  à  zéro,  C  équivaut 
à  /napm.  Dans  ce  nouveau  contour,  le  nombre  des  poinU 
d'intersection  avec  t  est  réduit  de  deux  unités. 

Par  une  suite  de  réductions  de  ce  genre,  on  peut  ramener 
le  nombre  des  intersections  à  être  <  2.  Mais  on  ne  peut 
passer  de  la  région  s^  à  la  région  ^2,  ou  réciproquement  (eu 
restant  sur  s)  sans  traverser  t.  Le  nombre  des  intersections 
doit  donc  être  pair  pour  que  le  contour  se  ferme.  Il  sera 
donc  nul,  et  le  contour  considéré,  étant  entièrement  situé 
dans  la  région  5|,  sera  équivalente  zéro. 
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Nous  pouvons  subdiviser  de  même  chacune  des  régions 
^1,  Si  par  une  nouvelle  transversale,  et  ainsi  de  suite,  et  ra- 
mener ainsi  la  démonstration  du  théorème  au  cas  d'une  ré- 
gion inGniment  petite,  pour  laquelle  il  devient  évident. 

519.  Théorème.  —  Tout  contour  fermé  tracé  sur  une 
surface  s,  de  connexité  N,  à  partir  d^un  de  ses  points  O, 
équivaut  à  une  combinaison  de  N  —  i  contours  détermi- 
nés r,,  . . .,  r^^i  décrits  successivement,  une  ou  plusieurs 
fois  chacun,  dans  un  sens  ou  dans  Vautre. 

Traçons,  en  effet,  sur  s  une  transversale  t,  qui  la  trans- 
forme en  une  surface  5|,  N  —  i  fois  connexe. 

Soient  b\  V  deux  points  situés  en  regard  l'un  de  l'autre 
sur  les  deux  bords  de  la  coupure  t.  On  pourra  les  joindre 
au  point  O  par  des  lignes  tracées  sur  5|.  La  réunion  de  ces 
deux  figures  constituera  un  contour  Fi  =  ObcO  {fig*  29) 
tracé  sur  s  et  traversant  t  en  un  seul  point  6':=  b"  =  b. 


Soit  C=:OdeO  un  autre  contour  fermé  partant  de  O. 
Supposons  qu'il  traverse  la  ligne  t  en  m  points.  Soit  d  le 
premier  de  ces  points  d'intersection.  Le  contour  C  équivaut 
évidemment  au  suivant 

Od.db.bO.Ob.bcO.Ocb.bd.deO, 
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lequel  est  la  combinaison  de  trois  contours  successifs  :  le 
premier,  OrféO,  ne  traverse  pas  /  ;  le  second,  06cO,  n'esl 
autre  que  T,  ;  et  le  troisième,  OcbdeO  =  Gf  ne  traverse 
plus  t  qu'en  m  —  1  points,  car  il  a  cessé  de  la  traverser  au 
point  d. 

Nous  avons  supposé,  dans  la  figure  précédente,  que  la  ligne 
C=^OdeO  franchissait  la  transversale  de  gauche  à  droite, 
comme  la  ligne  06c.  Si  elle  la  franchissait  dans  le  sens  con- 
traire, comme  dans  \dL  fig,  3o,  C  serait  équivalent  à 

OdbcOcbObdeO. 

Ce  nouveau  contour  se  compose  de  trois  contours  partiels  : 
le  premier,  Orf6cO=C',  ne  traverse  plus  t\  le  second, 
Oc60,  n'est  autre  que  Ty*  ;  le  dernier,  ObdeOj  ne  coupe 
plus  la  transversale  qu^en  m  —  1  points. 


On  verra  de  même  que  O  équivaut  à  la  succession  de  trois 
contours,  le  premier  ne  traversant  plus  t]  le  second  étant  Fi 
ou  r7*,  et  le  troisième  ne  traversant  plus  i  qu'en  m  — 2 
points. 

Donc,  en  dernière  analyse,  C  équivaudra  à  une  combinai- 
son des  contours  r<  etF,'*  avec  d'autres  contours,  lesquels, 
ne  traversant  plus  ty  seront  situés  sur  ^|. 

520.  Coupons  ^i  par  une  seconde  transversale  ^1 ,  qui  la 
transforme  en  une  surface  s 2  de  connexité  N  —  2.  On  pourra 
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de  même  tracer  sur  5|,  à  partir  du  point  O,  im  contour 
fermé  Fa,  qui  ne  traverse  /|  qu'en  un  seul  point;  et  l'on 
montrera  que  tout  contour  tracé  sur  5|  équivaut  à  une  com- 
binaison des  contours  Fj  et  T~^  avec  des  contours  tracés 
sur  52- 

On  poursuivra  cetle  réduction  jusqu*à  ce  qu'on  arrive  à 
une  surface  simplement  connexe  s^^i-  Les  contours  tracés 
sur  celle-ci  étant  équivalents  à  zéro,  on  voit  finalement  que 
tout  contour  C  tracé  sur  s  se  réduit  à  une  combinaison  des 

contours 

^1,  F~^,  ....  r^^,,  TnIi, 

F|  désignant  un  contour  qui  traverse  en  un  seul  point  la 
transversale  f/,  sans  traverser  les  précédentes. 

521.  Soient  {fig.  ii) 

Fig.  3r. 
A.  ^.^ 1       ^-\ 


A|,  .  . . ,  Axles  contours  fermés  qui  limitent  s] 

R,  =  C,D,C7*D7*,...,R^  =  C;,D^C;*D-*  les  rétrosections 

que  l'on  peut  tracer  sur  cette  surface; 
y/  le  point  d'intersection  de  G/  et  de  D,  ; 
0)  un  point  arbitraire  de  5; 
^i  une  ligne  joignant  co  à  A,; 
tïïLi  une  ligne  le  joignant  à  y/* 

Nous  avons  vu  (516)  qu'on  peut  adopter  comme  système 
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canonique  de  transversales  le  suivant  : 

•CT'U    -Ci»    .•-    O»    •••'    on,CiDXij\    D„    .... 

Joignons  le  point  O  aux  contours  Ai,  Â2,  . . .,  Ax  par  des 
lignes  L|,  . .  . ,  Lx.  De  même  joignons-le  aux  points  y»,  . . ., 
^p  par  des  lignes  M|,  . . .,  M^,,  tracées  de  telle  sorte  qu'aux 
environs  du  point  y/  la  ligne  M,-  se  trouve  dans  celui  de:^ 
quatre  angles  formés  par  d  et  D,-  qui  est  opposé  à  celui  qui 
contient  DU,-. 

Considérons  le  système  des  lacets 

(7)         L.A.Lj-t^     ..^     M,D,MrS     M,QM,-«,     .... 

L'un  de  ces  lacets,  le  premier,  par  exemple,  équivaut  à 
une  combinaison  des  autres.  Mais  ces  derniers  sont  indépen- 
dants et  pourront  être  pris  pour  Fi ,  . . . ,  Fn-i. 

En  effet,  le  contour  LaAjL^*  coupe  une  seule  des  trans- 
versales, à  savoir  -(17* -Ca?  ®^  ^^^^  ^^  ^^  *^"'  point;  si  i>  a. 
L/A|L;"*  coupe  la  seule  transversale  .Ç^/  en  un  seul  point, 
M1D1M7'  coupe  la  seule  transversale  0]l,C,'5R/7*  en  un  seul 
point  y/;  enfin  MtC|M7*  ne  coupe  qu'une  seule  transversale  D, 
au  seul  point  yi*. 

522.  Cherchons  à  déterminer  le  nombre  p  des  rélrosec- 
tions  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface  S  de  Riemann,  con- 
sidérée dans  toute  son  étendue  (ou  plus  généralement  sur  la 
surface  S'  obtenue  en  excluant  de  S  les  portions  intérieures  à 
des  contours  fermés  infiniment  petits  A4 ,  . . . ,  A^j^  tracés  au- 
tour de  quelques-uns  de  ses  points  ai,  .  .  .,  a^,  en  nombre 
limité. 

La  surface  S'  s'étendant  jusqu'à  l'infini,  il  conviendra, 
pour  lui  appliquer  les  théorèmes  précédents,  d'en  exclure  les 
points  à  l'infini,  en  considérant  seulement  la  portion  5^  de 
cette  surface  située  dans  l'intérieur  d'un  cjlindre  droit  ayant 
pour  base  un  cercle  C  de  rayon  infini  tracé  sur  le  plan  desr. 

L'infini  étant  un  point  ordinaire  pour  la  courbe/",  chacune 
des  n  racines  de  l'équation  /(;;,  w)=o  revient  à  sa  valeur 


4 
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initiale  lorsque  z  décrit  le  cercle  C.  L'intersection  de  S' 
avec  le  cylindre  se  compose  donc  de  n  circuits  fermés  distincts, 
Ap^.1,  . . .,  A|i_,./i,  qui  constituent  avec  A|,  . .  .,  A^j^  la  fron- 
tière de  y. 

Le  nombre /?  sera  donné  (514)  par  la  formule 

/l  -h  |A  -+-  2/?  m  N, 

N  désignant  Tordre  de  connexité  de  s'. 

Pour  déterminer  ce  dernier  nombre,  nous  remarquerons 
que  la  surface  s'  a  été  obtenue  en  soudant  ensemble,  suivant 
les  coupures  primitives,  L| ,  .  . . ,  Ly  les  feuillets  plans  P| , . . . , 
P/,.  Le  long  de  chacune  de  ces  lignes,  telle  que  L/,  nous  avons 
fait  deux  soudures  a-/  et  c),  dont  la  réunion  constitue  une 
transversale  (tJ^  (t'-  ayant  ses  extrémités  sur  la  frontière  de  s'. 
En  coupant  s'  suivant  ces  v  transversales,  de  manière  à  dé- 
truire les  liaisons  établies,  nous  serons  revenu  au  système 
primitif  de  n  feuillets.  Joignons  encore  par  une  transversale 
chacun  des  contours  A|,  ...,  A^^  au  circuit  qui  limite  le 
feuillet  plan  sur  lequel  il  est  situé.  Chaque  feuillet  deviendra 
simplement  connexe. 

La  surface  sf  étant  ainsi  décomposée  par  v  4-  (ji  transver- 
sales en  n  régions  simplement  connexes,  on  aura,  d'après  la 
formule  (5), 


et  par  suite 


|i  -  /i  —  N 


2/?  r^  V  —  n  -\-  9., 

V 

^  2 


Le  nombre  p  ainsi  obtenu  n'est  autre  chose  que  le  genre 
de  la  courbe/ (t.  I,  586). 

IL  —  Intégrales  abéliennes.  Périodicité. 

523.  Aux  environs  d'un  point  a=:{zo,  Uq)  de  la  surface 
de  Riemann,  z  et  u  peuvent  être  développés  (509)  suivant 
les  puissances  entières  et  croissantes  d'un  paramètre  t  (égal 
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à  5  —  ^0  dans  le  cas  général,  à  ^z  —  Zo  aux  points  où  la  tan- 
gente est  parallèle  avec  i/,  à  -  pour  les  points  à  Finfini). 

Soit  F  une  fonction  analytique  de  z\  nous  dirons  que  le 
point  a  est  ordinaire  pour  celle  fonction,  si  aux  environs  de 
ce  point,  elle  est  développable  en  une  série  de  puissances 
entières  et  positives  de  t. 

Ce  sera  un  pâle,  si  le  développement,  procédant  toujours 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes,  commence  par 
des  puissances  négatives. 

Ce  sera  un  point  critique  logarithmique,  si  le  dévelop- 
pement contient  en  outre  un  terme  de  la  forme  Clog^ 

Nous  dirons  encore  que  la  fonction  F  est  monodrome  iains 
une  portion  s  de  la  surface  de  Riemann,  si,  lorsque  la  va- 
riable z  varie  arbitrairement  sans  sortir  de  5,  F  reprend  tou- 
jours la  même  valeur  lorsque  z  revient  au  même  point;  qu'elle 
est  synectique,  si  elle  est  monodrome  et  sans  point  critique. 

Enfin,  si  F  est  monodrome  sur  toute  la  surface  S,  nous 
dirons  qu'elle  est  uniforme  sur  cette  surface. 

524.  Théorème.  —  Soient  s  une  région  de  la  sur/ace  de 
Riemanny  finie  et  à  connexion  simple;  F  =  P  -f-  Q/  une 
fonction  qui  n^ acquière  pas  de  point  critique,  lorsque  z  se 
meut  arbitrairement  sur  s. 

1°  Les  fonctions  F  et  fF  dz  seront  sjrnec  tiques  dans  lo 
région  s. 

2"  V intégrale  f  Y  dz  prise  suivant  le  contour  qui  limite 
s  sera  nulle, 

3"  L intégrale  fP  dQ,  prise  suivant  ce  même  contour 
(supposé  décrit  dans  un  sens  tel  qu'on  ait  la  région  s  à 
sa  gauche),  a  une  valeur  positive  {à  moins  que  F  ne  se  ré- 
duise à  une  constante,  auquel  cas  elle  s* annule  évidem- 
ment). 

Coupons  s  par  une  transversale  arbitraire;  elle  la  décom- 
posera en  deux  régions  5| ,  s^.  Et  le  théorème  sera  vrai  pour5, 
s'il  Test  pour  5,  et  52,  car  les  intégrales  fFdz,  fPdQ  prises 


INTÉGRALES   ABÉLIBNNES.  5^5 

sur  le  contour  de  Sj  sont  évidemment  égales  à  la  somme  des 
intégrales  analogues  prises  sur  le  contour  de  s^  et  sur  celui 
de  S2' 

Subdivisons  ^i ,  ^2  par  de  nouvelles  transversales  ;  la  démon- 
stration sera  ramenée  au  cas  d'un  élément  de  surface  infini- 
ment petit  (T.  Or,  dans  un  semblable  élément,  F  est  représenté 
par  une  série  de  puissances 

F  =  Co  -h  Cl  /  -h  c,  ^'  H- 

On  aura,  d'autre  part,  suivant  que  la  tangente  au  point 
{zQy  Uq)  qui  correspond  à  ^  =  o  est  parallèle  ou  non  à  Taxe 
des  u, 

5  =  5o-+-/'  ou  Z=lZQ-ht, 

d'où 

dz  =2tdl  ou  t/5  rr:  dt. 

Donc  F  et  J  F  dz  sont  des  fonctions  sjnectiques  dans  cet 
élément. 

La  première  partie  du  théorème  est  donc  établie;  et  la  se- 
conde en  est  une  conséquence  immédiate. 

525.  Pour  établir  la  troisième,  nous  remarquerons  que, 
lorsque  z  décrit  »  de  manière  à  laisser  son  intérieur  à  gauche, 
/  décrit  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  dans  le  sens 
direct,  un  conlour  fermé  infiniment  petit  t,  qui  ne  se  traverse 
pas  lui-même.  Un  semblable  contour  est  la  limite  d*un  con- 
tour polygonal  de  même  sorte.  Celui-ci  peut  lui-même  être 
considéré  comme  la  limite  d'un  contour  fermé  de  même  na- 
ture, ayant  en  chaque  point  une  tangente  dont  la  direction 
varie  d'une  manière  continue,  et  ne  coupant  une  parallèle  aux 
axes  qu'en  un  nombre  fini  de  points. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  la  proposition  pour  un 

contour  t  de  cette  dernière  sorte. 

Soit 

t  —  x-h  ly  ; 

nous  aurons  (t.  I,  n°  189) 

djc  "  dy  '         dy  dx 
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Ces  équations  montrenl  que,  si  Q  est  une  constante,  il  en 
sera  de  même  de  P,  et  par  suite  de  F.  Dans  le  cas  contraire, 
rintégrale  double 

prise  dans  Tintérieur  de  t,  a  une  valeur  positive.  Mais  celle 
intégrale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou,  d'après  le  n^  133,  sous  la  forme 


X(- 


P^cosNYt/5-f.P^cosNXrfsV 
ox  oy  } 


NX  et  NY  désignant  les  angles  de  la  normale  extérieure  au 
contour  avec  les  axes  des  x  et  des^. 

Mais,  si  dx  et  dy  représentent  les  accroissements  de  x  et 
de  y  lorsque  t  passe  du  point  s  au  point  s  H-  ds^  en  décri- 
vant T  dans  le  sens  direct,  on  aura 

r/x  =  -  -  cosNY  ds^        dy  =1  cosNX  ds. 

L'intégrale  précédente  devient  donc 

Cette  dernière  intégrale  est  donc  positive,  comme  nous 
voulions  rétablir. 

526.  Soit  F  ==  P  +  Q/  une  fonction  qui  n'admette  sur  la 
surface  de  Riemann  qu'un  nombre  fini  de  points  critiques 
«,,  . . . ,  a^.  Prenons  arbitrairement  un  point  O  sur  cette 
surface  et  joignons-le  par  des  lacets:  i°aux/;  rétro  sections: 
2''  aux  points  «<,  . . .,  aj^;  S**  aux  n  circuits  à  Tinfini.  Cou- 
pons S  suivant  ces  lacets;  le  contour  ainsi  formé  délimitera 
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une  surface  finie  y,  à  connexion  simple,  sur  laquelle  F  n'a 
pas  de  point  critique. 

Si  donc  nous  désignons  par  K  l'ensemble  des  lacets  des  ré- 
trosections,  par  A>|,  Xa^  •  •  •  les  autres  lacets,  nous  aurons 

et  si  F  ne  se  réduit  pas  à  une  constante, 

(2)  r^'^^^S/   ^'^^^''• 

527.  Si  la  fonction  F  n.'a  pas  de  point  critique  (même  à 
rinfîni)  sur  la  surface  de  Riemann,  l'inégalité  (2)  se  ré- 
duira à 

(3)  fpdQ>o. 

En  effet,  on  n'a,  dans  ce  cas,  d'autres  lacets  X  que  ceux 
qui  sont  relatifs  aux  circuits.  Or  ceux-ci  ne  donnent  que 
des  intégrales  infiniment  petites. 

Soit,  en  effet,  Xm=  LaAaLjj:'  celui  qui  est  relatif  au  cir- 
cuit Aa.  Les  intégrales  suivant  La  et  L^'  se  détruisent.  Pour 
évaluer  l'intégrale  suivant  Aa,  posons 


t        p(coscp4-  t  sincf  ) 

et  prenons  ^  pour  variable   indépendante;    l'intégrale    de- 
viendra 

'0 


r-s^^. 


Mais,  sur  le  circuit  Aa,  F  admet  par  hypothèse  un  déve- 
loppement de  la  forme 

V  =  co-hCit  -hc.r'-h  — 

On  aura  donc,  en  désignant  par  //  le  module  et  par  a, 
J.  -  II.  37 
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rargument  de  c/ , 

P  =r  Tq  cosaoH-  r,p  cos(<p  H-  «i  )  -h. . . , 
Q=  roSinao-4-  Tj  p  sin  (  o -4- «j  ) -h 

Si  p  tend  vers  zéro,  P  tendra  donc  vers  une  limite  ûnie^  et 
-—^y  qui  contient  p  en  facteur,  tendra  vers  zéro.  L^iotégrale 
est  donc  infiniment  petite. 


528.  Théorème.  —  Une  fonction¥ ,  synec  tique  sur  toute 
la  surface  de  Riemann,  se  réduit  à  une  constante, 

La  fonction  F,  n'ayant  pas  de  point  critique,  il  faudrait^ 
pour  qu'elle  ne  fût  pas  constante,  que  l'intégrale 


_(p.Q  =  jfp§^ 


fût  positive.  Mais  elle  est  évidemment  nulle. 
Soit,  en  effet  {fig*  82), 


M*G^D*CrDï»M7» 


Fig.  3a. 


Tun  des  lacets  dont  K  est  composé.  Les  intégrales  suivant 
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Ma  et  M]f  • ,  ayant  leurs  éléments  égaux  et  contraires,  se  détrui- 
ront. De  même  pour  les  intégrales    /    et   /     ,    /    et   / 

529.  Discutons  d'une  manière  analogue  l'égalité  (i). 
L'un  quelconque  des  lacets  X/^  est  de  la  forme 

*W=  LaA.*Lâ*, 

Aa  désignant,  soit  un  contour  infiniment  petit  décrit  dans  le 
sens  rétrograde  autour  de  Tun  des  points  ai,  . . .,  «ji,  soit 
un  circuit,  décrit  dans  le  sens  direct,  et  isolant  l'un  des  n 
points  a^t+i,  • . .,  ci^i+n  situés  à  l'infini  sur  la  surface  de  Rie- 
mann. 

Nous  avons  vu  que,  aux  environs  du  point  a/c=  {z^,  «a)» 
z  et  u  sont  exprimables  au  moyen  d'un  paramètre  t  (égal, 

suivant  le  cas,  k  z  —  z^t  ou  k  ^z  —  Zk^  ou  enfin  à  -  si  ^a  est 

à  l'infini).  Lorsque  z  décrit  Aa,  t  décrira,  dans  le  sens  ré- 
trograde, un  contour  infiniment  petit,  ta,  autour  du  point 
/  :=  o.  On  aura  donc 


fj^-fj>- 


Si,  aux  environs  de  ^  :=  o,  F-^  est  développable  suivant 

les  puissances  entières  et  positives  de  /,  cette  intégrale  sera 
nulle. 

Si  F-^  admet  un  développement  suivant  les  puissances 

entières  et  croissantes  de  ^,  mais  commençant  par  des  termes 
à  exposants  négatifs 

l'intégrale  sera  égale  à  —  air/ aA». 

Dans  Tun  et  Tautre  cas,    F  reprenant   sa  valeur  initiale 
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lorsque  z  décrit  le  contour  A^,  les  deux  intégrales  /  F  à: 
et    f     F  dz  se  détruiront. 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 
On  a 

ta  sommation  s*appUquant  seulement  aux  lacets  Xk  dé- 
crits autour  des  points  {à  distance  finie  ou  à  Vinfini) 

qui  sont  critiques  pour  l* expression  F^* 

Si  l'un  de  ces  points  an  est  un  pôle  pour  F^i  soit  7^ 

ie  résidu  correspondant,  U intégrale  suivant  le  lacet  re- 
latif à  ce  point  sera  —  2ii/aAi. 

530.  Cherchons  l'expression  générale  des  fonctions  F 
uniformes  sur  ]a  surface  de  Riemann  et  n'ayant  pour  points 
critiques  que  des  pôles. 

Une  semblable  fonction  F,  étant  développable  aux  envi- 
rons de  chaque  point  (^O)  ^o)  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  d'une  variable  t  égale  k  z  —  ^o?  ou  à  yjz  —  -o. 

ou  à  -j  n'aura  que  des  points  critiques  algébriques  par  rap- 
port à  la  variable  z. 

A  chaque  valeur  de  z  correspondent  n  points  «i,  . .  .,</// 
de  la  surface  de  Riemann,  et  à  chacun  d'eux  a/  des  valeurs 
déterminées  F/,  ui  des  fonctions  F  et  u,  La  somme 

où  m  est  un  entier  quelconque,  sera  une  fonction  uniforme 
de  z.  N'ayant  que  des  points  critiques  algébriques,  elle  sera 
rationnelle  en  z. 

Posons  /??  =  o,   I,  . .  . ,  /i  —  I ,  et  des  équations  ainsi  ob- 
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tenues,  tirons  la  valeur  de  F,.  Nous  obtiendrons  un  résultat 
de  la  forme 


Ft  = 


D 


Le  déterminant  D  est  le  produit  des  différences  Ui  —  Uk^ 
et  ses  mineurs  A|,  . . .,  A/,  sont  divisibles  par  celles  de  ces 
différences  où  u^  ne  figure  pas.  On  aura  donc,  après  sup- 
pression de  ces  facteurs  communs, 


Le  dénominateur  est  égal,  à  un  facteur  constant  près,  à  la 

valeur  de  -^  pour  //  =  w,.   D'autre  part,  les  B,   étant  des 

fonctions   symétriques    entières   des    racines   de  l'équation 

— *^^ —  =  O)  sont  des  polynômes  entiers  en  z  el  U\\  et  s'ils 

contenaient  des  puissances  de  m,  supérieures  à  n  —  i,  on 
pourrait  les  éliminer  au  moyen  de  l'équation /(w,  //,)  =  o. 
On  aura  donc,  en  remplaçant  U\  par  u  dans  l'identité  précé- 
dente, une  expression  de  la  forme 

^= ôl ' 

du 

C|,  . .  .,  Crt  étant  des  polynômes  entiers  en  5,  w,  de  degré 
n  —  I  au  plus  par  rapport  à  w,  ou  enfin,  en  désignant  par  A 
le  dénominateur  commun  des  fonctions  ^1,  . . . ,  $/,, 

(.3)  F_ , 

du 

Eo,  . . . ,  E,i_i ,  A  étant  des  polynômes  en  z. 

Cette  expression  est  une  fraction  rationnelle  en  5,  u.  Ré- 
ciproquement, toute  fraction  F  rationnelle  en  ^,  m,  étant  évi- 
demment de  l'espèce  considérée,  pourra  se  metlre  sous  la 
forme  précédente. 
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531.  Oq  donne  le  nom  à^ intégrales  abéliennes  aux  inté- 
grales de  la  forme 

\-  fvdz, 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  en  ^,  u.  On  achèvera 
de  préciser  cette  intégrale  en  fixant  sa  valeur  initiale  en  un 
point  O,  choisi  à  volonté  sur  la  surface  de  Riemann,  pour 
servir  d'origine  à  la  variation  de  z. 

Cherchons  le  système  des  valeurs  diverses  que  peut  prendre 
celte  fonction  en  un  point  a  de  la  surface,  lorsqu^on  fait  va- 
rier le  trajet  suivi  par  z  pour  passer  de  O  à  a. 

Nous  avons  vu  que  tous  les  chemins  possibles  se  ramènent 
a  l'un  d'entre  eux,  précédé  d'une  combinaison  : 

1®  De  lacets  MaCaM;j^\  îM*DAM]f*  joignant  le  point  0 
aux  deux  contours  Ca,  D;^  qui  forment  chaque  rétrosection  ; 

2®  De  lacets  «.V»*=  L^tA^^L],"*  joignant  ce  même  point  aux 
pôles  de  F  et  aux  n  circuits  à  l'infini. 

Les  diverses  valeurs  de  l'intégrale  au  point  a  dlfféreroni 
donc  les  unes  des  autres  d'une  somme  de  multiples  entiers 
positifs  ou  négatifs  des  intégrales  prises  suivant  ces  lacets,  ou 
plus  simplement,  suivant  les  contours  Ca,  D^,  A^,  car  les 
intégrales  suivant  les  lignes  Ma,  Mjf*  et  La,  L]f*,  se  détrui- 
sent évidemment. 

Ces  intégrales  se  nomment  les  périodes  de  L  Nous  appel- 
lerons premières  périodes  cycliques  les  p  intégrales   /  ; 

deuxièmes  périodes  cycliques  les  p  intégrales  /  ;  nous  les 
désignerons  respectivement  par  ca,  ^a- 

Nous  appellerons  enCin  périodes  polaires  les  intégrales  /  . 
Nous  avons  appris  à  déterminer  ces  dernières  (529),  el  nous 
avons  vu  que    /    s'annule,  si  le  point  a^y  autour  duquel  est 

décrit  le  contour  Aa,  est  un  point  ordinaire  pour  F-^^-  Dans 
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le  cas  contraire,  ce  sera  évidemment  un  pôle,  el  l'on  aura 


Ai 


a^i  désignant  le  résidu  correspondant. 

532.  On  a  (526) 

Mais  le  premier  terme  s'annule,  car  chacun  des  lacets  qui 
constituent  K  étant  formé  de  lignes  décrites  deux  fois  en 
sens  contraire,  les  intégrales  correspondantes  se  détruisent. 
Donc  la  somme  des  périodes  polaires  (et  par  suite  la 
somme  des  résidus)  est  nulle. 

533.  Il  peut  d'ailleurs  exister,  dans  certains  cas,  d'autres 
relations  linéaires  entre  les  périodes.  Considérons,  par 
exemple,  l'expression  logF  (F  étant  rationnel  en  5,  w).  C'est 
une  intégrale  abélienne,  car  sa  dérivée 


i_  fàF       dF  du\ 
¥\âz  '^  du  dz) 


devient  rationnelle  en  z,  w,  lorsqu'on  y  remplace  -tj  par  sa 

valeur  déduite  de  l'équation /=  o;  or  toutes  ses  périodes  se 
réduisent  à  des  multiples  entiers  de  la  seule  quantité  iTzi, 

534.  L'intégrale  I   n'a  évidemment   de   points   critiques 

dz 
qu'aux  points  a^  qui  sont  des  pôles  pour  F  — •  Si,  aux  envi- 
rons d'un  de  ces  points  a,  la  partie  infinie  du  développement 

de  F^est 
at 
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F  -^  dt  sera  évidemment 

I  —  m 

et  a  sera  un  point  critique  logarithmique  (un  pôle,  dans  le 
cas  particulier  où  le  résidu  ai  est  nul). 

535.  Soit  I  =  P  +  Q/.  Proposons-nous  de  déterminer  la 
valeur  de  Tintégrale  /  P^Q,  prise  le  long  de  l'un  des  lacets 
MaCaDa  C;;:*  D;j"*  M;^*  qui  aboutissent  à  une  rétrosection. 

Soient  Ca=  Ya-I-  «Ya,  rfA=  5a4-  ih\  les  périodes  cycliques 
relatives  aux  deux  contours  Ca  et  Da. 

Considérons  deux  éléments  correspondants  pris  sur  les 
deux  lignes  Ca  et  Cjf*;  dzy  sl  des  valeurs  égales  et  opposées; 

-^  y  reprend  la  même  valeur,  car  c'est  le  coefficient  de  la 

partie  imaginaire  de  la  fonction  -7-  >  qui  est  rationnelle  en  z, 

u^  et,  par  suite,  reste  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann; 
mais  P  a  changé  de  valeur;  car,  entre  les  lignes  CacI  Q^*,  00 
a  décrit  le  contour  Da,  ce  qui  a  accru  I  de  d/^^  et  sa  partie 
réelle  P  de  Sa*  La  somme  des  deux  éléments  d'intégrale  con- 
sidérés sera  donc 

Pdq-{P-hh)dQ  =  ^hdQ. 

On  aura  donc 

Considérons  de  même  deux  éléments  correspondants  sur 
Da  et  Djf;';  comme  P  augmente  de  — yA  lorsque  z  décrit  le 
contour  intermédiaire  Câ\  la  somme  de  ces  éléments  sera 

PdQ-{P^'t^)dq  =  tkdQ, 
et  l'on  aura 
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Enfin  les  éléments  correspondants  des  intégrales,  suivant 
M  et  M~*,  se  détruisent;  car,  lorsque  z  décrit  le  contour 
Ca  Djt  C;;:*  D;^ * ,  P  augmente  de  Y*  "+-  ^a  —  y*  —  3^  =  o  ;  il 
reprend  donc  sa  valeur  primitive. 

LMntégrale  cherchée  aura  donc  pour  valeur 

Soit,  comme  précédemment,  K  le  contour  formé  par  Ten- 
semble  des  lacets  des  rétrosections;  on  aura 

(6)  /P^Q-:2^T*51— S^ïi). 

536.  Soient  I,  F  deux  intégrales  abéliennes  ayant  respec- 
tivement les  périodes  cycliques  C|,  d^,  ,..^Cp,  dp  et  c\, 
d\^  . .  .^  Cp^  d'p  et  les  points  critiques  ai,  aj,  ...,  et  a',, 
a'^,  ....  Nous  admettrons  pour  plus  de  simplicité  qu'elles 
n'aient  pas  de  point  critique  commun. 

Joignons  un  point  arbitraire  O  par  des  lacets  aux  rétrosec- 
tions et  aux  points  critiques  ai,  aj,  .••  et^'j^a,,  ....Nous 
aurons  soin  de  tracer  ces  lacets  de  telle  sorte  qu'en  tournant 
autour  de  l'origine  O,  on  rencontre  d'abord  les  lacets  des 
rétrosections,  puis  les  lacets  <JI>|,  eAoa,  •..,  des  points  ai, 
a^,  .  •  •  et  enfin  les  lacets  ^\^  JU'^,  .  . .  des  points  a\ya.j^^  .... 

L'ensemble  de  ces  lacets  délimite  une  surface  s  simple- 
ment connexe  et  sur  laquelle  ni  -y-»  ni  F,  ni  par  suite  l'inté- 
grale   /  Fû£J  n'ont  de  point  critique. 

On  aura  donc 


<-) 


X''"*21'''""SX..r=°- 


Un  calcul  identique  à  celui  du  numéro  précédent  nous 
donnera  pour  la  première  intégrale  la  valeur  suivante 


j\!d\JY^y^di,^d\c, 
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537.  Les  points  ai,  ^2,  . .  •  sont  des  pôles  pour  F -7-;  en 

effet,  aux  environs  d'un  de  ces  points,  a^j  -r  admet  un  dé- 
veloppement de  la  forme 

^  —  «itm^-'"-H.  .  .  H- a*i  ^-* -H. .  . . 

D'autre  part,  ce  point  étant  ordinaire  pour  I',  la  série  de 
Taylor  donnera  aux  environs  de  ce  point 


-<n,.(f)..<.(g),^ 


On  aura  donc 


pA  désignant  le  résidu 
et,  par  suite, 

538.   Calculons  enfin  le  dernier  terme  de  l'équation  (7). 
L'intégration  par  parties  donne 


Çvd\  —  \V--Ç\dM. 


Or,  lorsqu'on  parcourt  la  suite  des  lacets  X\^  I  ne  change 
pas  et  r  s'accroît  de  la  somme  de  ses  périodes  polaires;  mais 
celle-ci  est  nulle.  Donc  II'  reprend  sa  valeur  initiale,  et  Ton 
a  simplement 

y  Ç    \d\  =  --S  f    Idl'. 


Mais,  pour  l'expression  I-^,  les  points  a\y  a^,  . . .  sont  des 
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pôles,  dont  les  résidus  se  calculeront  comme  les  précédents, 
et  seront  de  la  forme 

(9)  pi— ^(I)aJ+<,  (^)^^ -+-.... 

Nous  obtiendrons  donc  Gnalement  la  relation  fondamentale 
suivante 


(10) 


^.^V.^i-.^,ci)=2p;-5;p*, 


les  résidus  p^  ou  pj^  relatifs  à  chaque  point  critique  étant  cal- 
culés comme  ci-dessus. 

539.  Appliquons  cette  formule  au  cas  où  1'=  logF,  F  dé- 
signant une  fraction  rationnelle  en  z,  u. 

Les  périodes  c)^,  d'f^  de  cette  fonction  étant  des  multiples 
de  iTzi^  le  premier  membre  de  la  formule  (lo)  se  réduira  à 
une  fonction  linéaire  homogène,  à  coefficients  entiers,  des 
périodes  cycliques  de  I. 

D'autre  part,  les  points  critiques  de  logF  sont  les  zéros  et 
les  pôles   de  F,  et  la  partie  infinie  du  développement  de 

— ^—  sera —  [Jt^"',  pour  un  pôle  b  de  multiplicité  jjl;  |Jl'/~*, 

pour  un  zéro  b'  de  multiplicité  iji'. 
On  aura,  par  suite, 


^pi  =  ^fx'(IV-^H^(I)„ 


ou  si  Ton  considère  un  zéro  de  multiplicité  |x'(ou  un  pôle  de 
multiplicité  [jl)  comme  résultant  de  la  coïncidence  de  a'  zéros 
simples  (de  jjl  pôles  simples) 


^p;=J(i),-^(i)„ 


les  sommes  du  second  membre  s'étendant  respectivement  à 
tous  les  zéros  simples,  et  à  tous  les  pôles  simples  de  F. 

Si  donc  nous  convenons  de  considérer  comme  équwa- 
lentes  deux  quantités  qui  ne  diffèrent  que  par  des  fonctions 
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linéaires  homogènes,  à  coefficients  entiers,  des  périodes  de  1. 
Téquation  (lo)  nous  donnera  {^équivalence 

Pa  désignant  l'expression 


p,=  aj,,{\ogFU-^<i,,^^^^y 


540.  Supposons  que  la  fonction  I  se  réduise  à  une  cod* 
stante  C.  Elle  n'aura  pas  de  point  critique,  et  toutes  ses  pé- 
riodes s'annuleront.  La  relation  (i  i)  se  réduira  donc  à 

C(N'-N)=zo,        doù        N  =  N\ 

N  désignant  le  nombre  des  pôles  b  de  F,  N'  le  nombre  de 
ses  zéros  6'. 

Soit  d'ailleurs  X  une  constante  arbitraire.  La  fonction  F  —  a 
ayant  les  mêmes  pôles  que  F,  en  nombre  N,  aura  N  zéros. 
Nous  obtenons  donc  ce  résultat  : 

Le  nombre  des  points  pour  lesquels  une  fonction  ra- 
tionnelle F  de  5,  u  prend  une  valeur  déterminée  1  est  in- 
dépendant de  X  et  égal  au  nombre  des  pâles  de  F. 

541.  On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  célèbre,  connue  sous  le  nom  de  théo- 
rème d^AbeL 

Soit  i(  un  polynôme  entier  de  degré  m\  les  deux  courbes 
/et  tj^  se  couperont  en  mn  points. 

Supposons  que  les  coeflicients  de  \  varient  simultanément 
d'une  manière  continue  et  suivant  une  loi  quelconque.  Les 
points  d'intersection  se  déplaceront  et  décriront  sur  la  sur- 
face de  Riemann  des  lignes  continues  L|,  L2 

Soient  (f/Q  et  ^  la  forme  initiale  et  la  forme  finale  du  polj- 
nôme  variable;  les  lignes  L|,  L2,  •  •  •  auront  pour  origine  les 
points  d'intersection  6|,  62»  •  •  •  de /et  de  tj^o  et  se  termine- 
ront aux  points  d'intersection  b\^  fc^,  ...  de  /  et* de  i(. 
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Soit  I  une  intégrale  abélîenne,  dont  les  points  critiques  ûTi, 
r/2,  ...  ne  soient  pas  situés  sur  les  lignes  L|,  L^,  —  Les  mn 
intégrales 

Te/I,       fdï,     ... 

auront  des  valeurs  finies  et  déterminées.  Le  théorème  d'Abel 
a  pour  objet  de  déterminer  la  somme  de  ces  intégrales. 
On  a  évidemment 


D'autre  part,  la  fonction  rationnelle 


F-.^ 


?o 


a  pour  pôles  les  points  6|,  62,  ...  et  pour  zéros  les  points 
b\^  63,  ....   En  lui  appliquant  la  formule  (11),   il  viendra 

542.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  membres  de 

cette  formule  sont  non  seulement  équivalents,  mais  égaux. 

En  effet,  ils  le  sont  à  Torigine  du  mouvement,  où  <j>  =  Ao- 

Car  le  premier  membre  s'annule.  D'autre  part,  j-  étant  égal 

à  I ,  son  logarithme  se  réduit  à  un  multiple  de  21:/,  et  les  dé- 
rivées de  ce  logarithme  par  rapport  à  t  s'annulent.  Le  second 
membre  se  réduit  donc  à  un  multiple  de  la  somme  des  pé- 
riodes polaires  —  iT^i(x.k\y  laquelle  est  nulle  (532). 

Si  d'ailleurs  on  fait  varier  le  polynôme  •}  d'une  manière 
continue,  à  partir  de  sa  forme  initiale  6©,  les  deux  membres 
varieront  d'une  manière  continue;  car  les  points  ak  n'étant 
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pas  situés,  par  hjpothèse,  sur  les  lignes  L|,  h^,  ...,  ne 
seront  à  aucun  instant  des  points  critiques  pour  log---« 

Le  module  de  la  différence  des  deux  membres  ne  peut 
donc  varier  que  d'une  manière  continue.  Si  donc  il  cessait 
d'être  nul  et  devenait,  à  un  certain  moment,  égala  o,  il  pren- 
drait nécessairement  dans  Tintervalle  toutes  les  valeurs  com- 
prises entre  o  et  o. 

Mais,  les  deux  membres  étant  équivalents,  leur  différence 
est  représentée  à  chaque  instant  par  une  expression  de  la 
forme  mi  C0| -1-...-4- m^co^,  en  désignant  par  coi,  ...,  w^  les 
périodes  de  I.  Il  faudrait  donc  que  tout  nombre  compris 
entre  o  et  8  fît  partie  de  la  suite  des  nombres 

(12)  |m,(o,-i-..   -i-m^u)y|. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est  impossible.  Ordonnons, 
en  effet,  les  nombres  (12)  de  la  manière  suivante. 

Nous  mettrons  en  tête,  en  les  disposant  dans  un  ordre  arbi- 
traire, ceux  d'entre  eux  (en  nombre  limité),  pour  lesquels 
1 7/2 1  I  -h ...  -H  I  m^  I  =  I  ;  puis,  dans  un  ordre  arbitraire,  ceux 
en  nombre  limité,  où  cette  somme  est  égale  à  a,  et  ainsi  de 
suite.  Tous  ces  nombres  sont  ainsi  disposés  en  une  série,  où 
chacun  d'eux  figure  à  un  rang  déterminé. 

Soit  0|  le  premier  terme  de  la  série  dont  la  valeur  tombe 
entre  o  et  8.  Si  la  série  contient  des  termes  dont  la  valeur 
soit  comprise  entre  8  et  8|,  ils  ne  viendront  qu'après  celui- 
là.  Soif82  le  premier  d'entre  eux.  Si  la  série  contient  des 
termes  dont  la  valeur  soit  comprise  entre  8|  et  82,  ils  ne 
viendront  qu'après  83.  Continuant  ainsi,  nous  formerons 
deux  suites  de  termes,  les  uns  croissants 

^l>        ^3»        ^6j        •••» 

les  autres  décroissants 

•s  <>  J 

ûj,      04,      ôe,      ..., 

mais  plus  grands  que  les  précédents.  D'ailleurs,  chacun  de 
ces  termes  8„  étant  plus  éloigné  dans  la  série  que  8/,_i,  le 
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rang  qu'il  occupe  et,  a  fortiori,  le  rang  occupé  par  les  autres 
termes  compris  comme  lui  entre  8/,_2  et  S/,.i,  ne  saurait  être 
moindre  que  /t. 

Cela  posé,  si  les  deux  suites  précédentes  s^arrétent  à  un 
dernier  terme  S/,,  la  série  ne  contiendra  aucun  des  nombres 
compris  entre  3;,_|  et  3^,  et  notre  proposition  sera  établie. 
Si,  au  contraire,  les  deux  suites  contiennent  un  nombre  de 
termes  illimité,  les  nombres  8|,  Oj,  ...  tendront  vers  une 
limite  A,  et  les  nombres  O2,  84,  ...  vers  une  limite  A'  égale 
ou  supérieure  à  A.  Le  nombre  A  ne  peut  figurer  dans  la  série  ; 
car  il  y  devrait  occuper  un  rang  déterminé  m;  mais,  A  étant 
compris,  quel  que  soit  /i,  dans  l'intervalle  de  ô„_2  à  5;,_,,  ce 
rang  serait  au  moins  égal  à  /i,  quel  que  fût  ce  dernier 
nombre;  ce  qui  est  absurde. 

S43.  Nous  aurons  donc,  comme  expression  du  théorème 
d'Abel,  la  formule 


( 


Les  expressions  (  f-  )    ,  (  -r  loff  f-  )    »  •••  sont  évidemment 

rationnelles  par  rapport  aux  coefficients  de  if  et  de  Ao« 

Le  second  membre  de  la  formule  précédente  se  compose 
donc  d'une  partie  logarithmique  et  d'une  partie  rationnelle 
par  rapport  à  ces  coefficients. 

544.  Deux  cas  particuliers  doivent  être  signalés  ici  : 
On  dit  que  l'intégrale  l  est  de  première  espèce,  si  elle  n'a 
aucun  point  critique.  Dans  ce  cas,  le  second  membre  dispa- 
raît, et  l'on  a  simplement 

(,4,  IIS^"- 

L'intégrale  I  sera  de  seconde  espèce,  si,  tout  en  admettant 
des  points  critiques,  elle  n'a  pas  de  périodes  polaires.  Dans 
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ce  cas,  les  résidus  a^^i  seront  tous  nuls,  et  le  second  membre 
se  réduit  à  sa  partie  rationnelle. 

Enfin  Tintégrale  sera  de  troisième  espèce,  si  elle  a  des 
périodes  polaires. 

545.  Remarque,  —  Il  peut  arriver  que  i(  varie  de  telle 
sorte  que  quelques-uns  de  ses  points  d'intersection  avec/ 
restent  fixes.  Leurs  trajectoires  L^  se  réduisant  à  de  simples 
points,  les  intégrales  correspondantes  disparaîtront  du  pre- 
mier membre  des  équations  (i3)  ou  (i4)»  q^i  ^^  conlicD- 
dront  plus  que  les  intégrales  relatives  aux  points  d'intersec- 
tions variables. 

546.  Soient  ^,=:(5|,  ««),  ...,  ^,^=(5^1,  u^)  des  poinis 
variables,  décrivant  simultanément  sur  la  surface  deRiemann 
des  lignes  arbitraires  L|,  . . . ,  Lp^  (ni6  passant  pas  par  les 
points  critiques  de  l'intégrale  I).  Nous  pourrons  déterminer 
une  courbe  ©,  adjointe  à /et  d'un  degré  assez  élevé  pour  que 
son  équation  contienne  plus  de  [x  coefficients  arbitraires.  On 
pourra  donc  déterminer  ces  coefficients,  en  tout  ou  en  par- 
tie, par  la  condition  que  cp  passe  par  les  points  ^i,  . . .,  ^. 
et,  s'il  resle  encore  des  arbitraires,  on  achèvera  de  déter- 
miner <p  en  la  faisant  passer  par  des  points  fixes  Yi ,  Ya»  •  •  •? 
choisis  à  volonté  sur  /.  Les  coefficients  de  l'adjointe  ainsi 
formés  sont  rationnels  et  symétriques  en  5|,  W|,  . . .,  z^^  w^. 
Elle  coupera/:  1°  en  certains  points  fixes  simples  ou  multi- 
ples; 2®  aux  points  variables  (^i,  Mi),  .  . .,  {z^^  Mj^)  ;  3®  en 
p  autres  points  variables  {z\^  u\)^  . ,  ,^  (^z'^  u  ), 

Les  coordonnées  de  ces  derniers  points  sont  des  fonctions 
algébriques  de  j|,  «i,  ...,  ^j^,  u^>  Pour  les  obtenir,  éliminons 
a  entre  les  deux  équations 

^(5,  u)  =  o,        f{zy  u)—o. 

Soit  Z  =  o  l'équation  finale.  On  connaît  d'avance  celles  de 
ses  racines  qui  correspondent  aux  points  fixes,  et  les  racines 
Ziy   . . . ,  5(4.  Supprimant  ces  solutions  par  la  division,  il  res- 
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lera  une  équation  TJ^=o^  de  degrd  /?,  pour  déterminer  z\y  .... 
z'  ,  Soît  z'i,  l'une  de  ses  racines;  la  valeur  correspondante  u\ 
S'obtiendra  en  cherchant  la  solution  commune  aux  deux 
équations 

?(-*>  «)  =  0,  /(5i-,  u)  —  0. 

Elle  sera  unique  (si  Z'==  o  n'a  pas  de  racine  multiple)  et 
s'exprimera  rationnellement  au  mojen  de  ^J^  et  de  ^i ,  i/i ,  . . . , 

Lorsque  les  points  (v«,  w»),  ...,  (5,1,  Wpt)  décriront  les 
trajectoires  L|,  . . . ,  L^t,  les  p  points  (5'^ ,  «',),  . . . ,  (2'^,  w^) 
décriront  des  trajectoires  correspondantes  L',,  ...,  L'  ;  les 
autres  points  d'intersection  restant  fixes,  on  aura,  par  le 
théorème  d'Abel, 


E'X'""IX.'"="' 


M  étant  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique  des  coef- 
ficients de  cp  et  de  cpo,  et  par  suite  des  quantités  Z|,  ^i,  . . ., 
Zrx-i  'V  ^^  ^^  leurs  valeurs  initiales  2io,  U\^^  .  .•,  z^^^  u^^. 
Nous  obtenons  donc  cette  nouvelle  proposition  : 

La  somme  d^un  nombre  quelconque  dUntégrales  abé- 
Liennes  semblables  est  toujours  réductible  à  une  somme 
de  p  intégrales  analogues,  prise  négativement^  plus  un 
terme  complémentaire  y  algébrique  et  logarithmique. 


m.  —  Réduction  des  intégrales  abéliennes. 

547.  Une  intégrale  abélienne  I=J^Fdz  est  détermi- 
née à  une  constante  près,  lorsque  l'on  connaît  :  i**  ses 
p  premières  périodes  cycliques  C| ,  . . . ,  c^  ;  2°  /a  position 
de  ses  points  critiques  «i,  «2»  •••1  ^^  «w^  empirons  de 
chacun  de  ces  points,  tel  que  a/ç,  la  partie  infinie  de  son 

développement  f  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  partie  in- 
j.  —  II.  38 
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finie  aA,pn ^~*^  + •••-!- «Al  ^~'  du  développement  de  sa  déri- 

Soient,  en  effet,  I,  F  deux  intégrales  pour  lesquelles  ces 
divers  éléments  soient  les  mêmes.  La  différence  I  —  F  sera 
une  intégrale  abélienne  sans  point  critique,  et  dont  les  pre- 
mières périodes  cycliques  sont  toutes  nulles. 

Or,  nous  avons  vu  (527)  qu'une  intégrale  abélienne 
J  =  P  -h  Qt  sans  points  critiques,  et  dont  les  périodes  cy- 
cliques sont 

Ck=  T*-+-  'ïi»        ^*=  ^*-^  '^i^ 

se  réduit  à  une  constante  si  Tintégrale   /  PrfQ  n'est  pas  po- 
sitive; d'autre  part,  cette  intégrale  est  égale  (535)  à 

Or^  pour  Fintégrale  I  —  F,  les  quantités  YA)  y'a  ^^"^  nulles. 
Donc    /  PrfQ  sera  nulle,  et  I  —  F  est  une  constante. 

548.  Supposons  les  éléments  ci-dessus  donnés  a  priori 
et  proposons-nous  de  déterminer  l'intégrale  abélienne  cor- 
respondante. Elle  ne  pourra  exister  que  si  la  somme  des 
résidus  a^n  est  nulle.  Nous  allons  voir  que  cette  condition 
est  suffisante. 

Soit  A  une  courbe  de  degré  m  telle  que,  parmi  ses  points 
d'intersection  avec/,  il  y  en  ait  au  moins  |x,  confondus  en 
ai,  [Xj  confondus  en  a^^  etc.  On  pourra  toujours  satisfaire  à 
ces  conditions  en  prenant  m  suffisamment  élevé. 

Nous  allons  établir  que  l'intégrale  cherchée  existe,  el 
qu'elle  est  de  la  forme 


/4" 


'^    '    ^5 
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<t»   désignant  une  adjointe  convenablement  choisie    parmi 
celles  de  degré  /n  -h  /i  —  3. 

o49.  Cherchons,  à  cet  effet,  quels  sont  les  points  de  la 
surface  de  Riemann  aux  environs  desquels  Texpression 

dt 


^% 


devient  infinie. 

Aux  environs  d'un  point  (^,  u),  situé  à  distance  finie, 

— rrr  sera  fini.  Cela  est  évident,  si  -^  n'est  pas  nul  au  point 

considéré. 

Si  -^  =  o,  mais  -^  ^  o,  il  en  sera  de  même,  car  de  l'équa- 
tion y=  o  on  déduit 


dz 

du 

dt 

dt 

du 

àz 

et  le  second  membre  reste  fini. 

Enfin,  si  -—  =-^  =  o,  le  point  (JJ,  i>)  sera  multiple.  Soitv 

son  ordre  de  multiplicité.  A  une  valeur  ;:  =  !J  -+-  r  voisine  de  JJ 
correspondent  n  valeurs  u^^  . . . ,  Un]  celles  de  ces  branches 
qui  se  croisent  au  point  multiple  auront  des  développements 
de  la  forme 

//,  =  u  -i-  Cl  /  -h . . . ,  . . . ,  Wv  =  V)  -h  Cv  ^  -+- . . . , 

les  coefficients  angulaires  c'i ,  .  .  • ,  Cy  de  leurs  tangentes 
étant  différents;  les  autres  développements  seront  de  la 
forme 

"*='<^*-H...  (^  =  v-hl,  ...,  /i), 

'Ja  différant  de  u. 
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Si  donc  on  prend  sur  Tune  des  branches  qui  passenl  au 
point  multiple,  sur  la  première,  par  exemple,  un  point  (s,  Ui) 

voisin  de  (s,  u),  l'expression  -r^  qui  est  égale  à  un  facteur 

constant  près  au  produit 

{«i--«t)..("i— ««) 
sera  d'ordre  v  —  i . 

Mais,  d'autre  part,  ^  ayant  au  point  (Ç,  u)  un  point  mul- 
tiple de  multiplicité  v  —  i,  son  ordre  sera  au  moins  égal  à 
V  —  I .  Le  quotient  restera  fini. 

Considérons  enfin  un  point  situé  à  l'infini.  Â  une  valeur 

infinie  de  5  =  -  correspondent  n  développements 

et  le  produit 

ds 

sera  d'ordre  — {n  —  i).  D'autre  part,  -z-  est  d'ordre  —2. 

Enfin  <f>,  polynôme  d'ordre  n-hm  —  3,  est  d'un  ordre  au 
moins  égal  à  —  (n  +  m  —  3).  Donc 

dz 

dt 


du 

restera  fini  au  point  considéré. 

Quant  à  A,  son  ordre  en  un  point  (!^,  u)  à  distance  finie 
sera  égal  au  nombre  \  des  intersections  de  A  et  de  /qui  sont 
concentrées  en  ce  point  [X  étant  nul,  si  (2^,  u)  n'est  pas  un 
point  d'intersection].  Pour  un  point  à  l'infini,  cet  ordre  se- 
rait —  m  4-  X. 


Donc  V expression 


dt 
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ne  déifient  infinie  qu^ aux  points  d^ intersection  de  f  et 
de  \]  et  si  l'un  de  ces  points  bi  compte  pour  X/  intersec- 
tions, elle  deviendra  infinie  d^ ordre  X|  (au  plus). 
La  partie  infinie  de  son  développement 

s'obtiendra  aisément  par  la  division. 

350.  Si  nous  prenons  pour  <E»  l'adjointe  la  plus  générale  de 
son  degré,  elle  aura  pour  coefficients  des  fonctions  linéaires 
et  homogènes  de  mn-hp  —  i  paramètres  indéterminés  (t.  I, 
o89).  (Nous  supposons  ici  m>  o;  s'il  était  nul,  le  nombre 
des  paramètres  serait /?.) 

Le  nombre  total  des  coefûcients  B  est  égal  au  nombre  mn 
des  intersections  de  A  et  de  /.  Ces  coefficients  sont  évidem- 
ment des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  paramètres. 
La  somme  des  résidus  étant  nécessairement  nulle,  on  aura  la 
relation 

^Ba  =  o, 

qui  permettra  d'exprimer  Tune  de  ces  fonctions  telle  que  Bh 
au  moyen  des  autres. 

Désignons  ces  dernières  par  B^/. 

Les  p  premières  périodes  cycliques  Fi,  . . .,  Fy,  de  l'inté- 
grale considérée  sont  évidemment  aussi  des  fonctions  li- 
néaires et  homogènes  des  paramètres. 

Le  déterminant  des  mn  —  i  -i-p  fonctions  Ba/,  F^,  . . .,  F^ 
n'est  pas  nul;  car,  s'il  l'était,  on  pourrait  déterminer  les  rap- 
ports des  paramètres  de  manière  à  les  annuler  simultané- 
ment. iL'intégrale  abélienne  ainsi  obtenue  n'aurait  plus  de 
pôles,  et  ses  premières  périodes  cycliques  seraient  nulles  ; 
mais  elle  ne  peut  se  réduire  à  une  constante,  car  sa  différen- 
tielle n'est  pas  identiquement  nulle  ;  il  y  a  donc  contradiction. 

Le  déterminant  n'étant  pas  nul,  on  pourra  choisir  les  para- 
mètres de  manière  à  donner  aux  fonctions  linéaires  Bj^/,  F< , . . . , 
Tp  un  système  de  valeurs  arbitraires. 


598  SBCONDB  PARTIS.  -—   CHÀPITRI  TU. 

On  pourra  donc  faire  en  sorte  : 

1^  Que  Ti,  ...,  r^  prennent  les  valeurs  assignées  C{,  .... 
Cp\  2**  que  le  polynôme  (1)  s^annule  pour  tout  point  bi  qui 
ne  fait  pas  partie  de  la  suite  des  points  a^  as,  . . .,  et  se  ré- 
duise, si  èi=  ûA,  au  polynôme  donné 

Les  coefficients  B|  1  et  an  du  terme  en  t~^  dans  les  dévelop- 
pements relatifs  au  point  b^  =  a^  échapperont  seuls  à  Tiden- 
tification  directe  ;  mais,  comme  on  a,  d'une  part, 

^B,,  =  o, 

et,  d'autre  part,  par  hypothèse, 

ces  deux  coefficients  seront  encore  égaux. 

551.  Intégrales  de  première  espèce.  —  Si  Tiniégrale  I 
n'a  pas  de  point  critique,  on  pourra  supposer  m  =  o;  A  se 
réduit  alors  à  une  constante.  La  forme  générale  des  intégrales 
de  première  espèce  sera  donc 

«p  dz 


/  ^ 

J      du 


cp  désignant  une  adjointe  d'ordre  n  —  3. 

Nous  pourrons  déterminer  une  intégrale  de  première  es- 
pèce 

du 


--/' 


telle  que  toutes  ses  premières  périodes  cycliques  cai,  ....  Ckp 
soient  nulles,  sauf  Tune  d'elles  c^a,  laquelle  sera  égale  à 
l'unité.  Nous  désignerons  ses  secondes  périodes  cycliques 
par  rf^n  -.-j  dkp. 
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Nous  obtiendrons  ainsi  p  intégrales  particulières  E{,  .  . ., 
E^,  que  nous  appellerons  intégrales  normales  de  première 
espèce. 

l.a  formule  (lo)  du  n®  538,  appliquée  à  deux  intégrales 
normales  E/,  E^  donnera  évidemment 

i=p 
(  2  )  o  =  \  (c,7  rfjt/  —  dit  Cki )  —  dki-'  diff. 


t=\ 


552.  Une  intégrale  abélienne  I,  ajant  pour  premières  pé- 
riodes cycliques  C|,  . . .,  c^,  peut  évidemment  se  mettre  sous 

la  forme 

I  z=  c,  E, -h . . . -h  Cp Ep -+- r, 

1'  étant  une  intégrale  réduite,  dont  les  premières  périodes 
cycliques  sont  nulles. 

Dans  Tétude  des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  es- 
pèce, nous  pourrons  donc  nous  borner  à  la  considération  des 
intégrales  réduites. 

553.  Intégrales  de  seconde  espèce.  —  Nous  pouvons  con- 
struire une  intégrale  réduite  F^  n^ayant  qu^un  seul  pôle  a, 
aux.  environs  duquel  la  partie  infinie  de  son  développement 

se  réduise  à  t~V-  (celle  du  développement  de  —r^  se  réduira  à 

Soient  û^,,  . . .,  d^^  ses  secondes  périodes  cycliques.  Leur 
valeur  s'obtiendra  en  appliquant  la  formule  (lo)  du  n°  538 
aux  deux  intégrales  E^  et  F^;  il  viendra 

\  du        /« 

Cette  expression  est  une  fonction  algébrique  des  coordon- 
nées ^,  u  du  point  a.  Si  ce  point  n'est  pas  à  rinfîni,  et  si 

^  n'y  est  pas  nul,  on  aura  t  =  z  —  Ç,  et  le  second  membre 
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se  réduira  à 


(HL-i)!  rf;»*- 


Le  théorème  d'Abel,  appliqué  à  FJ,  donnera,  d'autre  pari, 

554.  Une  intégrale  réduite  de  seconde  espèce  I  (et,  en 
particulier,  une  fraction  rationnelle  en  5,  u),  admettant  les 
pôles  ût|,  «a,  ...,  et  ayant  pour  partie  infinie  de  son  dévelop- 
pement, aux  environs  de  a/,  un  poljrnôme 

pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(  •>  )  I  =  ^^  («/.m,  F?/-*- . . .  +  «a Fi)  -+-  C, 

C  désignant  une  constante. 

En  eflet,  la  quantité  C  définie  par  cette  équation  est  une 
intégrale  abélienne  qui  n'a  ni  pôles,  ni  premières  périodes 
cycliques.  G*est  donc  une  constante. 

Réciproquement,  une  expression  I  de  la  forme  (5),  où  les 
quantités  a  et  C  sont  des  constantes  indéterminées,  est  une 
intégrale  réduite  de  seconde  espèce,  n'ayant  de  pôles  qu'aux 
points  ai,  ^2,  ...  avec  des  ordres  de  multiplicité  au  plus 
égaux  à  m^,  ma,  ...  (ces  ordres  de  multiplicité  pouvant 
s^abaisser  si  quelques-uns  des  coefficients  a  sont  nuls). 

555.  Pour  que  cette  expression  I  se  réduise  à  une  fraction 
rationnelle,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  secondes  périodes  cy- 
cliques 

Sa  =  ^^  («a  <* -^ . . . -+- «i.m,  C*) 

soient  toutes  nulles;  car  ce  sera  alors  une  fonction  uniforme, 
n'ayant  pour  points  critiques  que  des  pôles. 
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Ces  polynômes  8j^,  au  nombre  de  /?,  contiennent  les  indé- 
terminées a,  en  nombre  \  mi=q.  Ils  peuvent  être  liés  par 

des  relations  linéaires;  soit  a  le  nombre  de  ces  relations. 
Nous  aurons  à  satisfaire  à  />  —  t  équations  distinctes. 

Si  p  —  ^-^qr,  on  ne  pourra  y  satisfaire  qu'en  supposant 
les  a  tous  nuls,  et  I  se  réduira  à  la  constante  arbitraire  C. 

Si  p  —  ^<Cy>  CCS  équations  détermineront  p  —  a  des 
quantités  a  en  fonction  des  autres  et  I  contiendra  encore, 
sous  forme  linéaire,  q — /?-f-T-f-i  indéterminées  (y  com- 
pris la  constante  C). 

Pour  trouver  la  signification  du  nombre  t,  nous  remarque- 
rons qu'une  relation  linéaire 

entre  les  polynômes  2^^,  équivaut  au  système  des  relations 

Remplaçons  les  périodes  d  par  leurs  valeurs  (3),  et  po- 
sons 

Ces  relations  deviennent 

\  au         J  a,  \  du         J  „^ 

Elles  expriment  que  parmi  les  2/?  —  2  points  d'intersec- 
tion de/ avec  l'adjointe  cp,  de  degré  n  —  3,  autres  que  ceux 
qui  se  trouvent  aux  points  multiples  de  /,  d'après  la  défini- 
tion même  des  adjointes,  m\  coïncident  avec  cri,  ...,  m/ avec 
a/,  etc. 

Si  nous  avons,  entre  les  polynômes  8,  o-  relations  linéaire- 
ment distinctes,  nous  aurons  donc  7  adjointes  cp  linéairement 
distinctes  jouissant  de  la  propriété  précédente,  et  récipro- 
quement. 
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Nous  pouvons  donc  formuler  la  proposition  suivante  : 

Théorème  de  RiEMAifif-Rocu.  —  Soient  a«,  ...,  a^ 
q  points  quelconques  (distincts  ou  non)  ;  a  le  nombre  des 
adjointes  d^ordre  n  —  3  linéairement  distinctes,  qui  pas- 
sent par  ces  points. 

Les  fonctions  rationnelles  de  s,  w,  qui  n'ont  aucun 
pâle  en  dehors  de  ces  points,  dépendent  linéairement  de 
q  — /?  -h  T  -f-  I  constantes  arbitraires,  si  q  >/?  —  o*;  elles 
se  réduisent  à  une  constante,  si  q^p  —9. 

5o6.  Cherchons  Texpression  explicite  de  ces  fractions 
rationnelles. 

Soit  d^abord  a  >  o,  et  soit 

l'adjointe  la  plus  générale  de  degré  n  —  3,  qui  passe  par  les 
points  a^J  ...,  a^.  On  peut  déterminer  les  constantes  A  de 
manière  à  la  faire  passer  par  a  —  i  nouveaux  points  choisis  à 
volonté;  mais  le  nombre  total  de  ses  intersections  avec /est 
2/?  —  2  ;  on  aura  donc  l'inégalité 

^-+-  ff  — 1  =  2/?—  2. 

Soient  64,  . .  .,  6ç'  les  points  d'intersection  de  çi  avec  /, 
autres  que  a^f  ...,  a^;  et  soit  <t^  le  nombre  des  adjointes 
d'ordre  /i  —  3  qui  passent  par  6, ,  .  . . ,  è^-.  La  fonction  ra- 
tionnelle la  plus  générale,  n'ayant  de  pôle  qu'en  ces  points, 
contiendra  q'—  p  4-  «r'-l-  i  constantes  arbitraires.  Mais  la 
fonction 

> 

qui  en  contient  t,  jouit  évidemment  de  cette  propriété  ;  on 
aura  donc 

^'—  p  4-  cK-h  1 5  9. 

Si  nous  échangeons  dans  le  raisonnement  les  points  a*, ...' 
a^  et  6|,  . . .,  bçf  nous  trouverons  de  même 

7  — /?H-«T+i  =  a'; 
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ajoutant  ces  inégalités,  et  remarquant  que  q  4-  çr'=  2/?  —  2, 
il  vient 


Donc  les  deux  membres  des  relations  précédentes  ne  peu- 
vent être  inégaux,  et  l'on  a  nécessairement 

q'—  p  -H  d'-h  I  —  ff,         ^  —  /?  -f-  <T  -h  I  =  (y'. 

Soit  maintenant 

Tadjointe  la  plus  générale  qui  passe  par  les  points  6f,  . . ., 
bq'.  La  fonction  rationnelle 

t. 

ne  pourra  devenir  infinie  qu'aux  points  a^t  ...^Uqy  et  con- 
tiendra le  nombre  voulu  de  constantes  arbitraires  pour  être 
la  plus  générale  de  cette  espèce. 

557.  Soit  maintenant  7  =  0.  En  prenant  m  assez  grand, 
nous  pourrons  déterminer  une  adjointe  <f>  d'ordre  n  —  3-f-m 
passant  par  les   points   a^,    ...,    Uq,   Elle  coupera   /   en 

mn  -\-  ip  —  2  —  q  autres  points  è«,  63, Soit  W  l'adjointe 

du  même  degré  la  plus  générale  parmi  celles  qui  passent  par 

les  points  6;  elle  contiendra  encore  (au  moins)  q — />-f-i  pa- 

ijr 
ramètres  arbitraires.  D'ailleurs  --  ne  devient  infinie  qu'aux 

<p  * 

points  at,  ...,  a^.  Ce  sera  donc  la  fraction  rationnelle  cher- 
chée, et  le  nombre  des  paramètres  sera  précisément  q — p-^  1 . 

558.  Soit,  en  particulier,  q  =p  -^  \,  On  pourra  prendre 
pour  4>  une  adjointe  de  degré  n  —  2  ;  ^  contenant  deux 
paramètres  sera  de  la  forme  \<b  -|-  X|  <E>|,  et  l'on  aura 

La  fonction  -^  ajant/?  -|-i  pôles  ûi,  ...,  a^+<  prendra  une 
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valeur  donnée  -  en  /?  -+-  i  points 

«i=(-I>«l)»  •••>  «p-l-l=   (-Sp-»-!!    «p4-l)« 

Ces  points  seront  évidemment  ceux  des  points  d^intersec- 
tion  des  courbes 

yi=0,  *  —  (A*,  r=o 

qui  varient  avec  [x.  Pour  jx  =  o,  ils  se  confondent  respective- 
ment avec  âfi,  ...y  cip^t;  lorsque  [jl  varie,  ils  décriront  des 
lignes  L|,  ...,  L^+<;  et  Ton  aura,  d*après  le  théorème 
d'Abel, 

1=1      •-' 
ou,  en  différentiant, 
t=p-t-t 

dui 
Ce  système  d'équations  différentielles,  joint  aux  relations 

et  aux  conditions  initiales 

(sô  '*^i  étant  les  coordonnées  du  point  a/),  suffit,  comme  nous 
le  verrons  dans  la  théorie  des  équations  différentielles,  à  dé- 
finir ^29  <^2>  •••  en  fonction  de  z^» 

Mais  on  peut  établir  entre  ces  variables  un  système  de 
relations  algébriques  équivalent  au  précédent.  En  effet,  les 
fonctions  symétriques  des  coordonnées  ^1,  i/|,  ...,  w^+i,  Up^i 
sont  évidemment  rationnelles  en  [jl,  qui,  lui-même,  en  vertu 
de  la  relation 

__  %(^}.   «l)   _  _  %i^p^ly   Up^x)  _    ^*t(^iy   Uj) 

est  une  fonction  de  même  nature. 
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Les  équations  ainsi  obtenues,  entre  les  tonctions  symé- 
triques de  Zi,  1^1,  z^y  1/2,  ...,  ont  leurs  coefficients  rationnels 
par  rapport  à  ceux  de  <^,  ^1,  lesquels  sont  évidemment  ra- 
tionnels et  symétriques  en  ^1,  u^,  ^2,  'j^i  •  •  •  *  Pai"  Télimina- 
tion  de  ces  dernières  constantes,  on  retrouverait  les  équa- 
tions différentielles. 

oo9.  Parmi  les  intégrales  F^,  au  moyen  desquelles  nous 
avons  exprimé  toutes  les  intégrales  réduites  de  seconde  es- 
pèce, la  plus  simple  est  celle  où  |jl  :=  i .  Nous  l'appellerons 
Vintégrale  élémentaire  de  seconde  espèce.  On  peut  la 
mettre  (548)  sous  la  forme  suivante 


(7) 


A^  désignant  la  tangente  à  y  au  point  a,  et  ^a  une  adjointe 
convenable   de  degré    n  —  2  (passant   évidemment  par  les 
n  —  2  points  dMnterseclion  de /"et  de  A^,  autres  que  a). 
Ses  secondes  périodes  rf^;^  seront  données  par  la  formule 

(8) 


Soient  ai,  ...,  ap  p  points  quelconques  non  situés  sur  une 
même  adjointe  de  degré  n  —  i^.  Le  déterminant  des  p^  pé- 
riodes rfrt,jt  ne  sera  pas  nul. 

560.  Toute  intégrale  réduite  I  de  seconde  espèce  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

(9)  Iz=XiF».-+-...+  X,,F;i^-hR, 

R  désignant  une  fraction  rationnelle. 

Soient,  en  effet,  0,,  . . .,  S^  les  secondes  périodes  de  F.  Si 
nous  déterminons  les  constantes  X  par  les  relations 
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rintégrale  R,  définie  par  la  relation  précédente,  aura  toutes 
ses  périodes  cycliques  nulles.  Elle  sera  donc  rationnelle. 

561.  Intégrales  de  troisième  espèce,  —  Une  intégrale 
de  troisième  espèce  admet  au  moins  deux  points  critiques 
logarithmiques,  la  somme  des  résidus  devant  être  nulle. 

Nous  appellerons  intégrale  élémentaire  de  troisième 
espèce,  et  nous  représenterons  par  G*  l'intégrale  réduite  qui 
a  deux  pôles  a  et  by  et  dont  les  développements  aux  envi- 
rons de  ces  deux  points  ont  respectivement  pour  partie  in- 
finie —  log/  et  4-log^ 

Cette  intégrale  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


(10)  G,î  = 


lab  désignant  la  droite  qui  joint  les  points  a,  6,  et  ^ab  une 
adjointe  de  degré  n  —  2  (laquelle  devra  passer  par  les  n  —  2 
points  d'intersection  de  A^^  et  de /autres  que  a,  6). 

Soient  dabiy  •••?  dabp  ses  secondes  périodes  cycliques. 
En  appliquant  la  formule  (10)  du  n°  538  aux  intégrales  Ea 
et  G*,  on  trouvera 

('0  -^•^a/.*==(E^),-(E*)a. 

La  même  formule,  appliquée  à  FJJ  et  à  G*,  donne 

I         /«/»*-*      *ab     dz\ 

\         ^'*5U     ,/« 

Appliquée  à  G*  et  G^,  elle  donne 

<.  =  (G*)p-(G*),-(Gg>-.-(G3)„ 
ou 

(.3)  /    rfG*=  /    rfGg 
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(  les  intégrales  étant  prises  suivant  des  lignes  qui  restent  dans 
la  région  délimitée  par  le  contour  K  et  les  lacets  des  points 
a,  6,  a,  p,  région  dans  laquelle  les  intégrales  G*  et  Gj  res- 
tent monodromes). 

Enfin,  le  théorème  d'Abel  (543),  appliqué  à  l'intégrale  Gj, 
donnera,  en  désignant  par  H^q,  Uo  et  2^i,  \J^  les  coordonnées 
des  points  a  et  6, 

562.  Toute  intégrale  abélienne  I  est  la  somme  d'une 
fonction  linéaire  dHntégrales  élémentaires  de  troisième 
espèce  et  d^une  intégrale  de  seconde  espèce. 

Soient,  en  efTet,  ezi,  ...,  aq  les  points  critiques  de  I, 
Â|,  . . .,  X^  les  résidus  correspondants.  Posons 

La  fonction  complémentaire  R  n'ayant  plus  de  périodes 
polaires  (en  vertu  de  l'équation  X,  -i-.  . .  -4- X^=  o  )  sera  une 
intégrale  de  seconde  espèce. 

IV.  —  Inversion. 

563.  Soient  a,  =  (>3,,w,),  ...,  ap—{Zp^  Up)  p  points 
mobiles,  partant  des  positions  initiales  «10=  (^lo,  '^lo)?  •  •  •  » 
apfi=-{ZpQ^  Upo)  ;  et  soient  comme  précédemment 


•-'/' 


du 


les  p  intégrales  normales  de  première  espèce.  Soient  enfin 
f»,,  ...,  Cp  de  nouvelles  variables,  liées  aux  premières  par 
les  relations 

<■>    i^iÉ?=*'  '*= ">• 

âui 
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On  en  déduit  par  l'intég^ration 

(2)  \    jdEt  =  e^.—  €Ao  {k~i,...,p), 

Li  désignant  la  ligne  décrite  par  le  point  ai,  et  e^o  la  valeur 
initiale  de  e^* 

Si  Ton  fait  varier  les  lignes  L,-  sans  changer  leurs  extré- 
mités, on  obtiendra  pour  chaque  position  des  points  ai,  . . . , 
ap  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  pour  C| ,  . . . ,  e^.  En 
désignant  l'un  d'eux  par  «', ,  . . . ,  e'p^  ils  auront  évidemment 
pour  forme  générale 


y   hidki, 


dk\^  •  •  • ,  dkp  étant  les  secondes  périodes  cycliques  de  E^^, 
et  gk-,  ht  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

564.  Le  problème  d'* inversion  des  intégrales  abéliennes 
consiste  à  trouver  réciproquement  l'expression  des  quantités 
5|,  Ui  en  fonction  de  ei,  ...,  Cp^  considérées  comme  va- 
riables indépendantes. 

Étudions  la  marche  de  ces  fonctions  aux  environs  du 
point  (eio,  •  •  •,  ^po)-  I^6S  quantités  2/,  Ui  étant  voisines  de 
^/Oî   Wio  pourront  être  développées  suivant  les  puissances 

entières  et    croissantes   d'un   même  paramètre  //;   et -3— , 

restant  fini   pour  ^i=:o,   admettra   un   développement  en 
puissances  entières  et  positives,  tel  que 

-^  =  «2/  -H  oLkiti  4-  dii^î  -h  .  .  . . 

Les  nouvelles  variables  t£  seront  des  fonctions  implicites 
de  ^1,  . . . ,  epj  déterminées  par  les  équations 

(3)   y    i  {4i-\-<^kiti-\-'")dti—{ek-'eko)  =  o     (A-=i,...,y7). 

Le  jacobien  des  premiers  membres  par  rapport  aux  va- 
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riables  /,•  sera  le  déterminant  D  des  quantités 

Pour  f,  =  . .  .:=/^-- o,  D  se  réduit  au  déterminant  Dq 
des  quantités  a}^.. 

Si  Do  n'est  pas  nul,  les  équations  précédentes  définiront 
effectivement  (t.  I,  n«  191)  des  fonctions  r,,  .  .  . ,  /^  des  va- 
riables ei,  . . .,  Cp,  lesquelles  fonctions  sont  synectiques  aux 
environs  du  point  (^10,  .••jCpo). 

565.  Le  déterminant  Do  s'annule  dans  les  deux  cas  sui- 
vants : 

i"  Les  points  ato>  •  •  •  ?  ^po^  tout  en  restant  distincts,  sont 
situés  sur  une  même  adjointe  cp  =  X,  (p, -f-, .  .-f-X^cp^  de 
degré  n  —  3. 

En  effet,  cette  condition  est  exprimée  par  les/?  équations 

y  Xjfcaî,  =  o  {k=i  I,  ...,/?), 

et,  pour  qu'on   puisse  y  satisfaire  autrement  qu'en  posant 
},,  =  ,..  =  Xp  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  Do  soit  nul. 

2°  Si  plusieurs  points  a,o,  •  •  • ,  a^o?  P^r  exemple  aïo^  *  •  -> 
«(10  coïncident.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  développementî» 

aJPi-^  «i.^*-+-.  .  .  (£  =  1,2.  ...,  fx), 

étant  opérés  aux  environs  du  même  point,  auront  les  mêmes 
coefficients,  et  D©  aura  [x  colonnes  identiques. 

Le  déterminant  D  aura  lui-même  deux  colonnes  iden- 
tiques lorsque  deux  des  variables  /<,  .. .,  ^pt  seront  égales: 
il  est  donc  divisible  par  le  produit  P  de  leurs  différences,  et 

Ton  aura 

D  =  PD', 

D'étant  un  nouveau  déterminant,  qui,  pour  r<  r-  .  .  .=  tp~-o 
se  réduit  à 

«11,  «11       •••      «11    ,  ai.(i-+-i       -••      «1/» 


j. — II.  39 


«?.,«;.  •••  <r''«^.i*+i  •••  'pp 


GlO  SECONDE    PARTIE.   —    CHAFITBE   TU. 

Prenons  pour  nouvelles  variables,  au  lieu  de  /|,  . .  .,  t^^ 
les  sommes  de  puissances  semblables 

\    ti  —  s^,         ...,         \    t^=:s^. 

Le  jacobien  de  S|,  . .  . ,  s^  par  rapport  à  f|,  . .  . ,  fjt  sera 

I       ...        Il 

Le  jacobien  des  premiers  membres  des  équations  (3) 
par  rapport  aux  nouvelles  variables  5|,   . . . ,  5^,  ^^^i,  ..., 

ip  sera  donc  — jD',   et   si    D'^  n'est  pas   nul,  ^i,    ...,    5ji, 

'(jL+i,  .*.,  tp  seront  aux  environs  du  point  (e<Oî  •••i  ^^o) 
des  fonctions  synectiques  de  ^i ,  .  . . ,  e^  ;  et  ^i,  . . . ,  /lisseront 
les  racines  d'une  équation  algébrique,  à  coefficients  synec- 
tiques. 

La  condition  D'  =  o  exprime  d'ailleurs  qu'il  existe  une  ad- 
jointe cp=X|  ^jj,  -I-...  -hX^cp^  passant  par  les  points  «h^i^oj 

ap^o  et  satisfaisant,  en  outre,  aux  relations 

y    X^.ûtjf,::^0,  ...,  \    XjtûtJÏ-'=:0, 

lesquelles  expriment  que  [jl  de  ses  points  d'intersection  avec/" 
sont  concentrés  au  point  a,  o  =^  . . .  =  a^Q, 

566.  Nous  avons  ainsi  élucidé  la  nature  des  fonctions 
^1,  . ,  ,^  tp  aux  environs  du  point  (cio,  -  •  .i  e^o)sous  la  seule 
condition  que  les  points  aïo,  •  •  •,  ctpo  ne  soient  pas  sur  une 
même  adjointe  cp  de  degré  n  —  3. 

Soit  'h  une  fonction  rationnelle  de  z,  u,  qui  ne  devienne 
infinie  en  aucun  des  points  ^lo,  •  ••»  cipo.  Aux  environs  du 
point  a/o>  ^^  aura  pour  ^(^z,  w/)  un  développement  en  puis- 
sances tel  que 
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Les  sommes  S|,  Sa,  ...  des  puissances  semblables  des 
«quantités  •i(-5i,  ui)  seront  donc  des  fonctions  synectiques  de 
/, ,  ,  ,  .,  tpj  D'ailleurs  si  «10=  «20  =  -  •  •  =  «pio»  les  dévelop- 
pements de  ^(^1,  Ui)j  . . .,  ^(5jji,  Wjjt)  auront  les  mêmes  coef- 
ficients. Les  développements  de  S|,  S2,  ...  ne  contiendront 
donc  /|,  ...,  t^  que  par  les  sommes  5|,  52,  ...  de  leurs 
puissances  semblables,  qui  sont  synectiques  en  ^,,  . .  .,  e^. 

Donc  Sf ,  S2, . . .  seront  elles-mêmes  synectiques  en  «i , . . . ,  Cp. 

Si,  contrairement  à  ce  que  nous  avons  supposé  en  premier 
lieu,  ^(z,  u)  devenait  infini  en  quelqu^un  des  points  aïo,  .  •  • , 
ripo  tel  que  aïo,  le  développement  de  S|,  Sa,  ...  contien- 
drait des  puissances  négatives  de  t^  (ou,  si  aio  =  .  .  •=  ct^io, 
des  sommes  de  puissances  négatives  semblables  de  ^i,  . . ., 
/p.)  lesquelles  sont  des  quotients  de  fonctions  synectiques.    . 

Donc  toute  fonction  rationnelle  symétrique  Q  des  quan- 
tités ^(-S/,  Ui)  sera  aux  environs  du  point  (Cio,  . . . ,  Cpo)  une 
fonction  synectique  de  ei,  .  .  . ,  rp,  ou  un  quotient  de  fonc- 
tions synectiqiies. 

On  donne  à  ces  fonctions  Q  le  nom  de  fonctions  abé- 
liennes. 

567.  Faisons  varier  ^i,  .  .  . ,  e^  à  partir  de  leurs  valeurs 
initiales-,  on  pourra  suivre  de  proche  en  proche  le  mouve- 
ment des  points  a,,  . .  .,  a^  et  la  variation  des  fonctions  Q. 
On  ne  se  trouvera  arrêté  que  lorsque  les  points  «i,  .  .  . ,  a^ 
atteindront  des  positions  a\y  . . . ,  a'  telles  qu'ils  soient  situés 
sur  une  même  adjointe  de  degré  n  —  3. 

Il  est  aisé  de  déterminer  les  valeurs  e\,  . .  . ,  e^  des  va- 
riables indépendantes  pour  lesquelles  cette  circonstance  se 
produira.  Considérons  en  eflfet  une  adjointe  variable,  déter- 
minée à  chaque  instant  par  la  condition  de  passer  par  les 
points  «1,  ...,  ap_i.  Dans  sa  première  position  cpo,  elle 
coupera  y*  aux  points  «,o,  •  •  • ,  û[;i.-i,o  et  en  p  —  i  autres 
points  Po,  [i,,  .  .,,  j%_2-  Dans  sa  position  finale  cp,  elle  la 
coupera  aux  points  a',,    .  .  .,  a'   et  en  yp  —  2  autres  points 

Oi,    .  .  .  ,    bp_2. 
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On  aura,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

(4)      Sj ''^^^j ''^*"^5!/  '"^^  -  ^• 

On  a  d'autre  part,  d'après  l'équation  qui  définit  ^*, 

(5)  y^ J     dE,M— e'j,-^ Cko        (A:  =1,2,  ...,/>). 
On  en  déduit 

(6)  e'j,^e,,=j     <^k-2jj    "^^        (Ar^i,.    .,/>). 

Ces  systèmes  de  valeurs  singuliers  des  quantités  e/t  ne  dé- 
pendent, comme  on  le  voit,  que  de/?  —  a  points  variables 6/. 

568.  Réciproquement  tout  système  de  valeurs  e',,  . . .,  e^ 
défini  par  les  relations  (6)  constitue,  quels  que  soient  les 
points  bi,  un  point  d'indétermination  commun  à  toutes  les 
fonctions  abéliennes. 

En  effet,  parles  p  —  2  points  bg,  nous  pouvons  faire  passer 
un  faisceau  d'adjointes  de  degré  n  —  3.  Soient  <p  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  a, , ...,  a'  ses  autres  points  d'intersection 
avec  /.  Faisons  décrire  aux  points  mobiles  «i,  . . .,  a^  des 
lignes  quelconques  L|,  . . . ,  L^  partant  de  aig,  •  • .,  ap^  et 
aboutissant  à  a',  y  ...,  a' .Les  fonctions  ^a  définies  par  les  équa- 
tions (2)  varieront  suivant  une  loi  déterminée  et  leurs  valeurs 
finales  e)^  seront  données  par  les  formules  (5),  ou,  en  vertu 
des  équations  (4  ),  par  les  formules  équivalentes  (6),  lesquelles 
sont  indépendantes  de  l'adjointe  particulière  <f  que  l'on  a 
choisie.  Si  donc,  considérant  les  e^  comme  variables  indé- 
pendantes, nous  les  faisons  varier  de  e^o  à  e'^^  suivant  une  loi 
convenable,  les  points  ai,  . . .,  Up  viendront  aux  positions 
finales  a',,  ...,  a^.  Or  celles-ci,  variant  avec  le  choix  de 
l'adjointe  (p,  sont  indéterminées. 
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569.  Les  fonctions  abéliennes  sont  uniformes.  Nous  éta- 
blirons cette  proposition  en  montrant  leur  identité  avec 
d'autres  fonctions,  uniformes  par  leur  définition  même* 
Nous  résoudrons  en  même  temps  le  problème  de  Tinversion, 
en    donnant    leur    expression     explicite    en    fonction     de 

570.  Soient 

^1  =  v\  -^  iv\r         ""y         Vp—  v'p-\-  iV; 
p  variables  complexes  indépendantes; 

des  constantes  complexes  en  nombre  /?*;  m,,  .  . .,  nip  des 
entiers  réels,  variables  de  —  oo  à  -h  oo.  Désignons  par  f  la 
forme  quadratique 

?=>     diimffjniy 

Làkl 

par  ii  la  forme  linéaire 

et  considérons  la  série 

(7)  e(^„  ...,ç^^)t^     ^    ^i^'(?^4'). 

">(,  ...,  Wp 

Elle  sera  absolument  convergente,  si  la  forme 

?"—  >     d^im^nii 
Làki 

est  toujours  positive  (sauf  si  tous  les  m  sont  nuls). 
Posons  en  effet 


^'^^^^mt,v\. 


Le  terme  général  de  la  série  B  aura  pour  module 
e  'ï(?"+'î'"^  Or  si  les  indices  /Wi,  ...,  m^,  ou  seulement 
quelques-uns  d'entre  eux,   croissent   indéfiniment,   cp''-i-tj^'' 
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tendra  vers  oo.  et  la  série  /('/-h^)'^  sera  convergente,  si 
{A  >  -f  (t.  1,  n*>  318).  A  plus  forte  raison  la  série  V ^-^  ?'-»r 

dont  les  termes  décroissent  plus  rapidement. 

Si  Ton  dérive  terme  à  terme  la  série  6  par  rapport  à  Tune 
des  variables  v^,  on  obtiendra  de  nouvelles  séries,  dont  la  con 
vergence  s'établit  de  même.  Donc  S  sera  une  fonction  analy- 
tique de  i^i,  . . . ,  r^,  uniforme  et  entière. 

571 .  Elle  est  paire,  car  elle  n'est  pas  altérée,  si  l'on  v 
change  le  signe  des  variables,  pourvu  que  Ton  change  en 
même  temps  le  signe  des  indices  de  sommation. 

Elle  reste  également  inaltérée,  si  Ton  accroît  de  Tunilé 
une  des  variables  (^,,  . . .,  i^^;  car  son  terme  général  se  re- 
produit, multiplié  par  une  puissance  de  e^'^=  i . 

Remplaçons  enfin  un  des  indices  de  sommation,  tel  que 
/n/,  par  m/—  i ,  et  changeons  en  même  temps  i'i ,  ..,,  Vpeu 
i^i-f-rf,/, ...,  Çp-\-dpi;  (jp -h tj^  sera  changé  en  ?p -h ï|/  —  2«'/— rf//. 
Nous  obtenons  donc  la  relation 

(8)        e(t',+  ^,/,  ...,i'p-h</p/)rz:e^'f-«^'i-*'ii)e(i;„  ...,t>). 

Donc,  si  nous  remplaçons  plus  généralement  i^j,  ...,  i> 
par  de  nouvelles  quantités  (^',,  . .  .,  ç'^  définies  par  les  rela- 
tions 

gk  et  hi  étant  des  entiers,  B  se  reproduira,  multiplié  par  un 
facteur  exponentiel. 

Nous  dirons  que  deux  systèmes  de  quantités  ç  et  v\  liés 
par  des  relations  de  la  forme  (9)  sont  équivalents;  et  nous 
représenterons  l'équivalence  par  le  signe  :^. 

572.  On  peut  prendre  pour  constantes  dki  les  secondes 
périodes  cycliques  des  p  intégrales  normales  de  première 
espèce  E,,  . .  . ,  E^.  Elles  satisfont  en  effet  (551  )  à  la  relation 
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dki--dik'  Il  faut  en  oulre,  pour  la  convergence,  que  la 
forme  cp"'  soit  positive.  Mais  cette  condition  sera  éfjalement 
remplie. 

Considérons  en  effet  l'intégrale  de* première  espèce 

E  =  m,E|  -i-  . . .  -h  nipEp—  P  -h  Q/. 

Ses  périodes  cycliques  sont,  pour  la  première  moitié, 

m,,     .  . . ,     hip 

et  pour  la  seconde  moitié 

m,c^,,-l-.  .  .-^  nipdp^,      .  .  .,     m,e/ip-|-.  .  .-\-  nipdpp. 

L'intégrale    /  PrfQ  sera  positive    (527).   Or  nous  avons 

trouvé  (535)  l'expression  de  cette  intégrale;  ici  elle  se  ré- 
duit à 

//i,  ( 771,  ^î ,  -h  . .  .  4-  mpd''p^  )  -i- . .  . 

-^mp{m^d'^p-^. .  ,-¥-  mpd"pp)  —  ^\ 
573.  Les  coefficients  d^i  étant  ainsi  choisis,  posons 

e^y  . .  .,  e^  étant  des  paramètres.  Par  cette  substitution,  6 
se  changera  en  une  fonction  de  la  seule  variable  indépen- 
dante z 

e[E,(5)-e„  ..,,Ep{z)-ep]  =  Hz), 

dont  nous  allons  étudier  les  propriétés. 

A  une  position  donnée  a  du  point  z  sur  la  surface  de 
Riemann  correspondent,  suivant  le  chemin  suivi  par  la  va- 
riable pour  parvenir  en  a,  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
des  intégrales  E,,  ..,,  E^.  Désignons  par  E|(«),  ..,, 
Ep(a)  l'un  de  ces  systèmes,  choisi  à  volonté;  les  autres  lui 
seront  évidemment  équivalents.  Donc  les  diverses  valeurs 
que  0  peut  acquérir  au  point  a  ne  diffèrent  que  par  des  fac- 
teurs exponentiels.  Ceux-ci  n'étant  ni  nuls  ni  infinis,  on  voit 
que  la  fonction  8  s'annulera  toujours  aux  mêmes  points  de 
la  surface  de  Riemann,  quel  que  soit  le  chemin  suivi. 


6l6  SECONDE   PARTIE.  —    CHAPITRE   VII. 

Elle  ne  peut  d*ailleurs  s^aanuler  en  un  point  donné  a  que 
pour  des  valeurs  spéciales  des  paramètres;  car  ô(a),  se 
présentant  sous  la  forme  d'une  série  de  puissances  positives 
et  négatives  des  exponentielles  e*^'<^i,  .  . . ,  e*^'*>,  dont  les 
coefficients  ne  sont  pas  nuls  (car  ce  sont  des  exponentielles) 
ne  peut  s'annuler  quels  que  soient  ei,  . .  . ,  Cp. 

A  fortiori,  8(5)  ne  peut  s'annuler  identiquement  que 
pour  des  systèmes  particuliers  de  valeurs  de  ei,  .  . .  ^  Cp^  que 
nous  écarterons  provisoirement. 

574.  Les  zéros  «i,  a-o,  .  .  .  de  Ô(«)  sont  des  points  isolés. 
En  effet,  aux  environs  d'un  point  quelconque  a,  E< ,  . . . ,  E^, 
restant  finies,  sont  développables  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  d'un  paramètre  /;  on  en  déduit  pour  6 
un  développement 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  t,  ei,  . .  .,e;,. 
Ce  développement  permet  de  suivre  la  variation  de  8  aux 
environs  de  a;  et  en  utilisant  des  développements  conligus  à 
celui-là,  on  pourra  suivre  cette  variation  tout  le  long  d'une 
ligne  quelconque  (t.  I,  n***  341  et  suivants). 

D'ailleurs,  le  développements  ne  peut  s'annuler  qu'en  des 
points  isolés,  s'il  n'est  pas  identiquement  nul  (t.  F,  n®  338). 
Mais,  dans  ce  cas,  les  développements  contigus  le  seraient 
aussi;  8  serait  donc  nul  sur  toute  la  surface  de  Riemann, 
hjrpothèse  que  nous  avons  exclue. 

Ces  zéros  étant  isolés,  il  n'en  existera  qu'un  nombre  fini 
dans  toute  portion  finie  de  la  surface  de  Riemann;  mais  ils 
sont  également  en  nombre  fini  dans  les  environs  de  chacun 
des  n  points  à  l'infini  ;  leur  nombre  total  est  donc  borné. 

Enfin,  ils  varient  d'une  manière  continue  avec  ei,  . . .,  ^p- 
Soient,  en  effet,  a  l'un  de  ces  zéros,  [x  son  ordre  de  multipli- 
cité. L'équation 

S(f,  e„  ...,ep), 

aj^ant   [x  racines   nulles,   admettra,    pour    des    valeurs   de 
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^17  -  '  'yCp  infiniment  voisines  de  celles  que  Ton  considère, 
[X  racines  infiniment  petites  (287). 

575.  Pour  déterminer  le  nombre  q  des  zéros  ai,  a2,  .  • , 
joignons  un  point  arbitraire  O  aux/7  rélrosections,  par  des 
lacets  M/G/D/Cf^Df^Mj"'  tracés  de  manière  à  éviter  ces 
zéros.  Soit,  comme  précédemment,  K  le  contour  constitué 
par  ces  lacets.  Il  transforme  la  surface  de  Riemann  en  une 
surface  s  simplement  connexe,  dans  Tintérieur  de  laquelle 
E|,  . . .,  Ep,  et  par  suite  0,  seront  synectiques.  L'intégrale 


AT 


fl?lo^O 

sera  donc  égale  à  la  somme  des  résidus  de       .      pour  les 

points  ai  . . . ,  a^.  Or,  à  un  zéro  a  de  multiplicité  (x,  corres- 
pond un  résidu  [x.  La  valeur  de  Tintégrale  sera  donc  égale 
à  q. 

Pour  la  calculer  directement,  cherchons  la  valeur  de  l'in- 
tégrale prise  le  long  des  lacets  M/C/D/G7*D7*M7"*. 

Lorsqu'on  décrit  la  partie  C/D/G^^Dr'  du  lacet  qui  sé- 
pare M/ de  M7',E|,  . .  .,E^,  et  par  suite,  0,  ,f  »  reprennent 
au  retour  leurs  valeurs  primitives.  Donc 


Lorsqu'on  décrit  le  contour  Gf*,  les  intégrales  E« ,  .  .    ,  E^ 
reprennent  leurs    valeurs  primitives,  sauf  E/  qui  diminue 

d'une  unité;  0,  ■     .^      ne  changent  pas;  donc 


Mais,  lorsqu'on  décrit  D/,  E|,  .  . . ,  Ep  s'accroissent  respec- 
J.  —  U.  39. 


^../•^ 
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tivement  de  du^  •  •  •>  dpi;  0  se  reproduit,  multiplié  par 

— T^  diminue  de  2ite  — r-^:  donc 
as  dz 

Chaque  lacet  donnant  un  résultat  analogue,  l'intégrale 
totale  est  égale  k  p.  Donc  la  fonction  0  admet  p  zéros, 

576.  Calculons  de  même  Tintégrale 

Elle  sera  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
Eh     ^^  y  soit  à 


^^{^k)a,  ^  {i=:l,....p), 


{Ef()„^  désignant  la  valeur  de  Ea  au  point  ai  lorsque  la  va- 
riable z  se  rend  de  sa  position  initiale  au  point  a/  en  restant 
dans  la  région  s. 

Calculons  directement  cette  intégrale.  On  a  encore 


et  de  même 


r+r  zzzo,    (si />/:), 


car  Ea,  — TT^ne  changent  pas  quand  on  décrit  C/*.  Mais  si 
1=  kf  Ea  diminuant  d'une  unité,  on  aura 


T-hT    =fd\og^. 
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Or,  le  long  de  D*,  logO  s'accroît  de 

gk  désignant  un  entier  et  e*  la  valeur  de  E*  au  commence- 
ment du  contour  D*.  Donc 

^logO 
Enfin,  lorsqu'on  décrit  D/,  Ea  s'accroît  de  d^i  et     ^^ 

//F 
décroît  de  2111  -j^*  Donc 
az 

'—f  f-^f   \—      —.  f[Ej^d\os^-{Ek-^dkt){d\ogb-'2'!zidEi)] 

Or,  lorsqu'on  décrit  C/,  E/  s'accroît  d'une  unité,  et  — -^^g^ 

d'un  nombre  entier,  qu'on  peut  représenter  par   —  A/  —  i . 
L'expression  précédente  se  réduit  donc  à 

fEkdEi-h/ndu^ 

*^Ci 

Si  donc  nous  posons,  pour  abréger, 


îr 


Bk  -l-  z  dkk  ~"  \    /  ^*  ^'  ~  ^*' 


2 


quantité   indépendante  des   paramètres  e< ,    .  .  . ,   Cp,  nous 
aurons  finalement  l'égalité 

y   (E;t)«.  =  eA--^A-+-^>t-t-yA/û?*/  (>t  =  I,   ...,/?), 

et,  par  suite,  l'équivalence 

(10)  \Ek{ai)  =  ek  —  ^k         (k  —  i,...yp). 
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E| {ai)f  , .  .y  Ep(ai)  désignant  Tun  quelconqae  des  systèmes 
de  valeurs  que  les  intégrales  E| ,  ,  .  . ,  E^  peuvent  prendre 
au  point  ai. 

577.  Supposons  que  les  paramètres  ^i,  ,.,^€p  varient 
progressivement  à  partir  des  valeurs  initiales  ^lo,  •  •  -,  ep^. 
Soient  aïo»  •••,  ctp^,  les  zéros  de  la  fonction  0  à  Tinstant 
initial.  Ils  varient  en  même  temps  que  les  paramètres  en  dé- 
crivant des  lignes  continues  L,,  .  .  . ,  L^.  On  aura  à  Tinstant 
initial 

y  Ek{aio)  =  ejt^  —  9f^        {k  =  i,  ...,/?). 
Retranchons  ces  relations  des  précédentes,  il  viendra 


1 


[Ek{ai)  —  Ej^(aio)]  =  e^.  —  exo, 

1/ 


et  par  suite 

\     /  dEk=e^.—  e^o         {k  —  i,  ....  p). 

Mais,  dans  ces  dernières  relations,  les  deux  membres  ont 
des  valeurs  entièrement  déterminées;  ils  varient  d'une  ma- 
nière continue  et  s'annulent  tous  deux  à  l'instant  initial.  Ils 
sont  donc  non  seulement  équivalents,  mais  égaux  (o4â). 

Nous  retombons  ainsi  sur  le  système  des  équations  (2). 
Nous  avons  vu  que  celles-ci  permettent  de  suivre  le  dépla- 
cement des  points  «i,  . . . ,  a^  lorsque  e^,  .  . . ,  e^  varient, 
tant  que  ces  paramètres  ne  passent  pas  par  un  système  de 
valeurs  e^,  . . . ,  e^,  de  la  forme  (6). 

Nous  avons  vu  en  outre  que  pour  un  système  de  valeurs  de 
cette  forme,  les  positions  des  points  a,,  .,.,a^  cessent 
d'être  déterminées.  La  fonction 

e(E,--e;,  ...,Ep~e;), 

au  lieu  d'avoir/?  zéros,  en  aura  une  infinité;  elle  sera  donc 
identiquement  nulle. 
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578.  On  peut  construire  une  fonction  8  admettant/?  zéros 
ai,  ...,  Œp  donnés  arbitrairement.  Il  suffira  pour  cela  de 
déterminer  ei,  . .  .,  ep  par  les  équations  (2).  Les  lignes  L, 
pouvant  être  tracées  à  volonté  entre  les  points  a/o  et  a/,  on 
pourra  satisfaire  à  la  question  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  de  ^1,  . . . ,  c^,  tous  équivalents  entre  eux. 

579.  Nous  avons  ainsi  établi  Texistence  d'un  système  de 
valeurs  des  paramètres  tel  que  la  fonction  6  s'annule  aux 
points  donnés  a^y  .  ..,  ap.  Mais  les  équations  (2)  qui  nous 
ont  fourni  ce  résultat  seraient  peu  propres  au  calcul  effectif 
de  ces  valeurs,  car  elles  contiennent  les  constantes  a^^^  . . . , 
a^O)  qu'il  serait  malaisé  de  déterminer.  Il  vaut  mieux  recourir 
aux  équivalences  (10),  le  calcul  des  constantes  0-;^  étant  plus 
facile.  Ces  formules  donnent 


^*--\     EA-(fl|)-f-<lA-. 


D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  Ck  aient  cette  forme  pour  que  la  fonction 

(.1)  e[E,(i;)-e„  ...,E^(^)  -e^], 

ait  pour  zéros  les  points  rt| ,  . . . ,  a^. 

Supposons  ^1, . . .,  e^  ainsi  choisis.  Par  les  points  a2)  ..»«;? 
faisons  passer  une  adjointe  d'ordre  n — 3;  elle  coupera  / 
en/?  —  I  nouveaux  points  a2,  ...,  a^,  et,  d'après  le  théorème 
d'Abel,  les  expressions 

^^  E^(a,)  +  ^^  E,.(a,)  -  --  x^.         ( Ar  =  1 ,  . . . ,  p) 

resteront  constantes  si  «2)  •  •  •  ?  ^/»  varient  (ou  du  moins  se- 
ront équivalentes  à  un  système  de  constantes).  Pour  les  cal- 
culer, on  pourra  assigner  à  «2,  . . . ,  a^  un  système  de  valeurs 
particulières;  par  des  opérations  algébriques  on  déterminera 
les  points  a^,  . . .,  a^;  et  par  des  quadratures,  on  obtiendra 
les  quantités  ik- 
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Cela  posé,  considérons  z,  a^,  . .  .^ap  comme  constants,  el 
«1  comme  une  variable.  L^expression  (ii)  s^annulera  pour 
^1  =  ^;  mais  elle  s'annule  aussi,  quel  que  soit  z,  lorsque 
«1,  . . . ,  ap  sont  sur  une  même  adjointe  d'ordre  n  —  3  (oél). 
Donc  elle  admet  aussi  les  zéros  a^,  ...,a^.  D'ailleurs,  la 
fonction  6  étant  paire,  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

ou 

e[E,(ai)-e„...,E^(a,)-e^] 

en  posant 

^A=  ^k{^)  -S^  Ej,{ai)  -  9,,        {k  =  i,  ...,p) 

=  Ej,{z)  -h  ^^  E^(a,)  -  TA—  cr^. 

Pour  qu'elle  admette  les  zéros  5,  aj,  . . .,  a^,,  il  faudra 
qu'on  ait 

—  •c*  —  ^A-  =^  <»*,  d'où         <T^  =  —  î  T^. 

580.  Soient  comme  précédemment  (^f ,  r/|  ), . . .  ;  {Zp^  Up) 
les  coordonnées  des  zéros  ai,...^ap  de  la  fonction  8;  et 
soit 

une  fraction  rationnelle  quelconque  en  3,  u.  Les/? quantités 

sont  les  racines  d'une  équation  de  degré  p 

U{X  —  -l,)  =XP  -h  X,Xp-'  -^ . , ,  -^  kp  =io, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  deei,...,e/, 
et  le  problème  de  l'inversion  consiste  à  trouver  l'expression 
de  ces  coefficients. 

Nous  pouvons  évidemment  supposer,  pour  traiter  cette 
question,  que  le  degré  de  ^  est  au  moins  égal  à  celui  de  W\ 
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car  dans  le  cas  contraire  il  siinirait  de  former  Téquation  qui 
a  pour  racines  les  quantités  —  • 

581.  Considérons  la  fraction 

X  désignant  une  constante.  Elle  a  évidemment  pour  zéros 
ceux  des  points  d'intersection  de  y  et  de  X^  —  Wdont  la  po- 
sition dépend  du  paramètre  A.  Désignons-les  par  6^ , . . . ,  6^. 
Si  X  varie  de  manière  à  tendre  vers  oo,  ces  points  décriront 
des  lignes  L| , .  . . ,  L^  aboutissant  à  des  points  6| ,  . . . ,  bq  qui 
sont  ceux  des  points  d'intersection  de/  et  de  4>  qui  ne  sont 
pas  sur  la  courbe  ^.  Ces  points  6| , . . . ,  6^  seront  les  pôles  de 
la  fraction. 

Soit  Ea  une  intégrale  normale  de  première  espèce;  dési- 
gnons parEA(6m)  Tune  quelconque  des  valeurs  qu'elle  prend 
au  point  bmj  et  parE^  {b^)  celle  de  ces  valeurs  au  point  b\ 
c|ui  est  déterminée  par  la  relation 

^k{b)n)-\-     f   dE,:=E,{b,n). 

On  aura,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

o=ryy    ./E*:=^[Ë(6Î;,)-E,(6„)]. 

m      ^^  m 

582.  Gela  posé,  considérons  l'expression 

(12)  i^^T^'^[^dbl)-'ey....,t,{b\r^~e,] 

Remplaçons  les  quantités  e\^  .  ,  ,,  Cp  par  leurs  valeurs 
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et  chan<;eons  les  signes  de  tous  les  argumenls,  ce  qui  n'al- 
tère pas  les  fonctions  paires  B.  Cette  expression  prendra  la 
forme 

en  posant,  pour  abréger, 

Considérée  comme  fonction  de  a,,  elle  est  uniforme  sur 
toute  la  surface  de  Riemann;  car  chacun  de  ses  facteurs 
reste  inaltéré  si  Ton  accroît  d'un  entier  l'une  des  intégrales 
E|  (^2|),  . . . ,  Ep(^i);  et  si  on  les  accroît  simultanément  des 
périodes  du,  .  .  . ,  dpi^  ils  sont  respectivement  multipliés  par 
des  exponentielles,  ayant  pour  somme  de  leurs  exposants 

^•^^•^^4A-^„;t)-2ir£^^lÊ;,(6}j-E(6«)]:---0. 

Chaque  facteur  du  numérateur  admet  d'ailleurs  pour  zéros 
les  points  a2,  • . . ,  a^  et  l'un  des  points  6^,.  Le  facteur  corres- 
pondant du  dénominateur  a  les  mêmes  zéros,  sauf  6^,  qui  est 
remplacé  par  bm- 

Donc  H,  considéré  comme  dépendant  de  a^ ,  est  une  fonc- 
tion rationnelle  des  coordonnées  ^«,  £/|,  ayant  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  pôles  que  la  fonction 

Donc  elle  est  égale  au  produit  de  cette  fonction  par  un 
facteur  indépendant  de  Z|,  c/|. 

Comme  on  peut  faire  le  même  raisonnement  pour  chacun 
des  points  «a, .  . . ,  «/,,  on  aura  finalement 

(i3)  H  =  Cn?(X-x^)=:C[X^-f-A,X/'-«4-...], 

C  étant  une  constante,  qu'on  pourra  déterminer  en  assignant 
k  a^,* .  .^Up  un  système  de  valeurs  particulières. 
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En  donnant  successivement  à  X  />  valeurs  particulières 
X| , . . . ,  X|„  nous  obtiendrons  p  relations  de  la  forme 

H 

Xjf -+- Al  X?- •-+-... -+-Ap=^,       (A:  11=1,...,/?), 

dont  la  résolution  donnera  les  coefficients  A|,.  .  .,A^. 

583.  Soient  (^i,  Ux),  ...,  (-2^,  Up)  P  points  variables, 
décrivant  des  lignes  Lf,  .  .  . ,  L^  entre  leurs  positions  ini- 
tiales ai,  .  • .,  a^y  et  leurs  positions  finales  61,  .  • .,  bp.  Po- 
sons 

et  considérons  la  fonction 

C'est  une  intégrale  abélienne.  En  efiet,  si  l'on  fait  décriro 
à  z  un  contour  fermé  quelconque,  les  valeurs  initiales  de 
E,(^),  ...,  ^p{z)  seront  remplacées  par  des  valeurs  finales 
équivalentes;  le  quotient  des  deux  fonctions  B  se  reproduira 
multiplié  par  une  exponentielle  dont  l'exposant  est  une  con- 
stante, et  sa  dérivée  logarithmique  -7-  restera  inaltérée.  C'est 

donc  une  fonction  uniforme.  D'ailleurs  -.-  -^  a  i)Our  points 

az  al      ^  ^ 

critiques  les  pôles  simples  a/ et  6|,  les  résidus  correspondants 
étant — I  et  -f-i.  Donc  1  est  bien  une  intégrale  abélienne, 
ayant  les  points  logarithmiques  ai  et  6/. 

D'ailleurs,  lorsque  z  décrit  un  des  contours  C/,  les  fonc- 
tions %  ne  sont  pas  altérées,  et  I  ne  peut  varier  que  de  mul- 
tiples de  iTzi,  Ses  premières  périodes  cycliques  seront  donc 
des  multiples  de  271*.  Elles  varient  d'ailleurs  d'une  manière 
continue  lorsque  les  points  è/  se  déplacent  (tant  que  les 
lignes  L|  ne  rencontrent  pas  les  coupures  C/).  Mais,  dans 
leur  position  initiale,  I  se  réduit  à  la  constante  log  1  =  0. 

Les  premières  périodes  cycliques,  étant  nulles  à  cet  instant. 
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resteront  telles  dans  toute  la  suite  du  mouvement;  on  aora 
donc 

(i5)  lziz2G!î,4-C, 

C  étant  une  constante,  car  elle  n'a  plus  de  pôle,  et  ses  pre- 
mières périodes  cycliques  sont  nulles.  On  pourra,  si  Ton 
veut,  faire  disparaître  cette  constante  en  changeant  Tori^De 
des  intégrales  G*;. 

L^cgalité  (i  5)  étant  ainsi  établie  tant  que  les  points  z  et  ht 
ne  traversent  pas  les  coupures  G/,  subsistera  de  quelque  ma- 
nière que  varient  ces  quantités,  car  ses  deux  membres  sont 
des  fonctions  analytiques  des  coordonnées  des  points  z  et  fc|. 

58i.   Supposons  que  les  points  ai  se  réunissent  en  un 
même  point  a,  et  les  points  bi  en  un  même  point  6. 
L'équation  précédente  deviendra 

(.6)       nO^-io^i^-^:J^^^^y^-Pl^ 

K^^)         l>^a      '^^e[...,E,.(.-)-/>K,(a)--cr^,  ...] 

583.  On  peut  également  exprimer  les  intégrales  de  seconde 
espèce  F^  au  moyen  de  la  transcendante  6. 

Soit  en  effet  z'  un  point  situé  dans  le  voisinage  du  point 
fixe  a;  considérons  l'expression 

I=loge[...,E;t(-)-;^EA(3')-cr,,  ...], 

On  pourra  développer  ^k{^')  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  d'un  paramètre  ^,  qui  s'annule  pour  z'  =■  a. 

Si  :;  décrit  un  lacet  M/G/IVI7'  aboutissant  à  un  contour  G/, 
%  ne  sera  pas  changé;  son  logarithme  ne  pourra  varier  que 

d'un  multiple  de  271/,  et  la  dérivée  -j--  restera  invariable. 

Si  z  décrit  un  lacet  aboutissant  à  un  contour  D/,  E;^  s'ac- 
croîtra de  dkis  log^  s'accroîtra  d'une  quantité  de  la  forme 

rù[—  2E/(c)-H  2/?E/(3')H-  2^1— df/]  -h  2/mti 

.    V      dn  ,       s      ., 

[m  étant  entier);  et  -j-yr^  s  accroîtra  d  une  constante. 
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Donc  si  celle  fonction  n'a  pour  poinls  crîlîques  que  des 
pôles,  ce  sera  une  înlégrale  réduite  de  seconde  espèce. 

Or  son  seul  point  critique  est  le  point  J  ou  6  s'annule. 
Lorsque  z  se  meut  aux  environs  de  ce  point,  il  sera  dans  les 
environs  du  point  a;  on  pourra  donc  développer  E;t(2)  de  la 
même  manière  que  E)t(5');  il  n'y  aura  de  changé  que  la  va- 
leur du  paramètre,  qui  sera  différente  de  i\  appelons-la  t. 

Le  point  J  étant  un  zéro  de  multiplicité  p  pour  la  fonc- 
tion 6,  le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puis- 
sances de  /,  i  sera  de  la  forme 


e  =  (^  — ^'K(aoo4-a,o^-haoi^'4-...)- 


La   partie  infinie  de  I  sera  /?  log(^  —  /')  et  celle  de -j-^- 


(|x-i)!/. 

On  aura  donc 

^.  =(!--■)!/' Ff+C, 

G  désignant  une  constante  (car  c'est  une  intégrale  réduite 
qui  n'a  plus  de  pôle). 

Faisons  enfin  tendre   d  vers  a;  nous  aurons  pour  déter- 
miner F^  la  relation 
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